1. Udowodnij, ze

o0 0o .
;} (371—1&-1)2 + 2—:1 (3n£1)2 = 5%712 (2 cos(%’r)) — %7?2,
;m—kz&ﬁ = 5137# (2(:05(%”)4_3) — %WQ <1+§)’

> (7ni1)2 +3 (7ni1)2 = &7 ((2 cos(%))? + 3(2cos(3)) + 4) .
n=0 n=1

Dowdd. Niech g naturalne takie, ze ¢ > 1.
Oznaczmy standardowo przez ¢(q) liczbe liczb mniejszych od ¢ wzglednie pierwszych z gq.
Niech ¢ bedzie potega liczby pierwszej roznej od 2, powiedzmy q = p°.
Wtedy ¢(q) =p*'(p — 1).
Definujemy charakter dla modutu ¢ biorac dowolny zespolony w pierwiastek stopnia ¢(q)
z 1, czyli

W@ — 1.

Przyjmujemy
x(n) = w’™ dla (n,p) = 1,

gdzie v(n) oznacza index n wzgledem ustalonego generatora qrupy multiplikatywnej {1, 2, ...

(Mianowicie jesli ¢ = p® wtedy zbior {1,2,...,#(q)} wraz z mnozeniem modulo ¢ stanowi
grupe cykliczna rzedu ¢(q).

Niech g bedzie generatorem tej grupy, tzn {1,2,...,6(¢)} = {¢° ¢',..., g? @1}

Jesli (n,p) = 1 to (n,q) = 1 oraz n = ¢°( mod ¢) dla pewnego s = v(n) takiego, ze
se€{0,1,,...,0(q) —1}.)

Charakter gtéwny dla modutu ¢ oznaczamy przez x; ( inaczej x_, ),

mamy x1(a) =1 jesli (a,q) =1 oraz xi(a) =0 jesli (a,q) > 1.

Ponadto
q 2mia
T(x) =Y x(a)e
a=1
1J 9
BZX = 7ZX(CL>GJ )
q a=1
> x(n)
L(2 = .
(2,x) 20
Zachodza wzory
2
(0.1) L(2,x) = ?T(X)Bm, dla x # x1-

L(Q,Xl):t; II (1—;2)

p liczba pierwsza



Szukang sume mozna policzy¢ ze wzoru

o0

2 i 1e

=0 qn +1

= 2 Z L(2,x).

¢<Q) xcharakter parzysty
dla modutlu ¢

SN

qn—l

Niech ¢ = 3, mamy
- 1 - 1 w28 4 2
> Gz > Gn-12 — 69 27"
n=0 n=1

Niech zatem ¢ = 5.
Wezmy w = i pierwotny pierwiastek stopnia 4 z 1 oraz p = cos(%) + i sin(%*) pierwotny
pierwiastek stopnia 5 z 1.
Mamy wtedy
-1 5 —1—->5
t:p+p = 2cos ’r—_g\/—, t2—2—p2+p_2_2\/_.

Gdzie t* +t=1.
Mozliwe sa nastepujace charaktery dla modutu 5:

n 1] 2] 3| 4 B 5 7(x) L(2,x)
2
xi(n) || 1 Lt 3(1+4+9+16) =6 ptpi+p24pt=-1 T
Xo (1) L) i | =i | =1 $(1—4i+9i—16)=-3+1
2
X, 1] -1|-1]1 la-4-9+16)=12 2A+1=p—p2—p24pt=VE | A +1)=VELi= Ax2
Xs(m) ||1] —i| i |-1]2(144i—-9—16)=—-3—i

Parzystymi charakterami sa x; = x_, oraz x_, zatem
1 1 .
2 Erip T2 Ee =
n=0 n=1
= HLR2 ) + L2, X)) = 47 (t+3) = &7 (1+ 4).

Niech teraz ¢ = 7.
Weimy w = % + \[z pierwotny pierwiastek stopnia 6 z 1 oraz p = 005(7”) + isin(%’r)
pierwotny pierw1astek stopnia 7 z 1.

Mamy wtedy
p+pt=2cosE =1,
P4 t=(p+p ") —2—4005227r 2=1"-2,
3 -3 _ —133 1y _ 3 2r _ 43
PP+ =(p+p ")’ =3(p+p ") =8cos’ T —6cosZT =t* -3t = —t* —t + 1,
gdzie t3 + 2 — 2t = 1. Mozliwe sa nastepujace charaktery dla modutu 7:
no 12 |8 a5 |6 By g
x: (n) 1] 1 1 1 1 1 T(1+449+16+25+36) =
X, (1) 1| 0| w |—w| @ |-1
X o) [|1|-w|-0|-a&|-w| 1 |2(1-4®— 9w — 16w — 25w + 36) = 1 (37 — 25w — 290) = 2(2+ w) = 2(5+ V/3i)
X () [[1] 1 [ =1] 1 |-1]=1
X_om) |1 -@|-w|-w|-®| 1 |3i1-4w—90— 160 — 25w+ 36) = 2(37 — 29w — 250) = 2(2+ @) = 2(5 — V/3i)
X (1) 1| ~w| @ | @| w | -1



() L@ x)
xl((n)) p+p2+pP+p 3 4+p24p =1 =8 =S
XN
X o) || p+pt—w@?+p2) - +p3)=020—-1)t2+ (@+1)t+(2—3w) gg((m — D)2+ @+ 4)t+ (3 - 8@))
X—l(n)
X o) |[p+pt=@(p?+p72) —w(d+p73) = (2w —1)t2 + (w+ 1)t + (2 — 3w) gg((&u — D2 + (w+ Dt + (3 — 8w))
Xz ()

Parzystymi charakterami sa xi, x__, x_, zatem

[ee] o
§W+;ﬁ:

= $(L(2,x1)+L(2, x_,)+L(2,x_.)) = 57 (g 13 B-1-DF+(1+4+4)t+(3+3— 8))) =

4
7
A’ (t2 T 3t+4) .

2. Ponadto policzylem na komputerze

107
Z m ~ 1.121733.
i=0



