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1. Udowodnij, »e

∞∑
n=0

1
(3n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(3n−1)2 = 4

33π
2
(
2 cos(2π3 )

)0
= 4

33π
2,

∞∑
n=0

1
(5n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(5n−1)2 = 4

53π
2
(
2 cos(2π5 ) + 3

)
= 2

25π
2
(
1 +

√
5

5

)
,

∞∑
n=0

1
(7n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(7n−1)2 = 4

73π
2
(
(2 cos(2π7 ))

2 + 3(2 cos(2π7 )) + 4
)
.

Dowód. Niech q naturalne takie, »e q > 1.
Oznaczmy standardowo przez φ(q) liczb¦ liczb mniejszych od q wzgl¦dnie pierwszych z q.
Niech q b¦dzie pot¦g¡ liczby pierwszej ró»nej od 2, powiedzmy q = pα.
Wtedy φ(q) = pα−1(p− 1).
De�nujemy charakter dla moduªu q bior¡c dowolny zespolony ω pierwiastek stopnia φ(q)
z 1, czyli

ωφ(q) = 1.

Przyjmujemy

χ(n) = ων(n) dla (n, p) = 1,

gdzie ν(n) oznacza index n wzgl¦dem ustalonego generatora qrupy multiplikatywnej {1, 2, . . . , φ(q)}.
(Mianowicie je±li q = pα wtedy zbiór {1, 2, . . . , φ(q)} wraz z mno»eniem modulo q stanowi
grup¦ cykliczn¡ rz¦du φ(q).
Niech g b¦dzie generatorem tej grupy, tzn {1, 2, . . . , φ(q)} = {g0, g1, . . . , gφ(q)−1}.
Je±li (n, p) = 1 to (n, q) = 1 oraz n ≡ gs( mod q) dla pewnego s = ν(n) takiego, »e
s ∈ {0, 1, , . . . , φ(q)− 1}.)
Charakter gªówny dla moduªu q oznaczamy przez χ1 ( inaczej χ

ω0 ),
mamy χ1(a) = 1 je±li (a, q) = 1 oraz χ1(a) = 0 je±li (a, q) > 1.
Ponadto

τ(χ) =
q∑

a=1

χ(a)e
2πia
q ,

B2,χ =
1
q

q∑
a=1

χ(a)a2,

L(2, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)
n2

.

Zachodz¡ wzory

(0.1) L(2, χ) =
π2

q2
τ(χ)B2,χ̄, dla χ 6= χ1.

L(2, χ1) =
π2

6

∏
p|q

p liczba pierwsza

(
1− 1

p2

)
.
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Szukan¡ sum¦ mo»na policzy¢ ze wzoru

∞∑
n=0

1
(qn+ 1)2

+
∞∑
n=1

1
(qn− 1)2

=

=
2

ϕ(q)

∑
χcharakter parzysty

dla modułu q

L(2, χ).

Niech q = 3, mamy
∞∑
n=0

1
(3n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(3n−1)2 = π2

6
8
9 =

4
27π

2

Niech zatem q = 5.
We¹my ω = i pierwotny pierwiastek stopnia 4 z 1 oraz ρ = cos(2π5 ) + i sin(

2π
5 ) pierwotny

pierwiastek stopnia 5 z 1.
Mamy wtedy

t = ρ+ ρ−1 = 2 cos 2π
5 =

−1 +
√
5

2
, t2 − 2 = ρ2 + ρ−2 =

−1−
√
5

2
.

Gdzie t2 + t = 1.
Mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce charaktery dla moduªu 5:

n 1 2 3 4 B2,χ̄ τ(χ) L(2, χ)

χ1 (n) 1 1 1 1 1
5 (1 + 4 + 9 + 16) = 6 ρ+ ρ2 + ρ−2 + ρ−1 = −1 π2

6
24
25 = 4

25π
2

χω (n) 1 i −i −1 1
5 (1− 4i+ 9i− 16) = −3 + i

χ
ω2 (n) 1 −1 −1 1 1

5 (1− 4− 9 + 16) = 4
5 2t+ 1 = ρ− ρ2 − ρ−2 + ρ−1 =

√
5 π2

25
4
5 (2t+ 1) =

√
5π

2

25
4
5 = 4

25π
2
√

5
5

χ
ω3 (n) 1 −i i −1 1

5 (1 + 4i− 9i− 16) = −3− i

Parzystymi charakterami s¡ χ1 = χω0 oraz χ
ω2 zatem

∞∑
n=0

1
(5n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(5n−1)2 =

= 1
2(L(2, χω0 ) + L(2, χω2 )) =

4
53π

2 (t+ 3) = 2
25π

2
(
1 +

√
5

5

)
.

Niech teraz q = 7.
We¹my ω = 1

2 +
√

3
2 i pierwotny pierwiastek stopnia 6 z 1 oraz ρ = cos(2π7 ) + i sin(

2π
7 )

pierwotny pierwiastek stopnia 7 z 1.
Mamy wtedy

ρ+ ρ−1 = 2 cos 2π
7 = t,

ρ2 + ρ−2 = (ρ+ ρ−1)2 − 2 = 4 cos2 2π
7 − 2 = t

2 − 2,
ρ3 + ρ−3 = (ρ+ ρ−1)3 − 3(ρ+ ρ−1) = 8 cos3 2π

7 − 6 cos
2π
7 = t

3 − 3t = −t2 − t+ 1,
gdzie t3 + t2 − 2t = 1. Mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce charaktery dla moduªu 7:

n 1 2 3 4 5 6 B2,χ̄

χ1 (n) 1 1 1 1 1 1 1
7 (1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) = 91

7
χω (n) 1 −ω̄ ω −ω ω̄ −1
χ−ω̄ (n) 1 −ω −ω̄ −ω̄ −ω 1 1

7 (1− 4ω̄ − 9ω − 16ω − 25ω̄ + 36) = 1
7 (37− 25ω − 29ω̄) = 4

7 (2 + ω) = 2
7 (5 +

√
3i)

χ−1 (n) 1 1 −1 1 −1 −1
χ−ω (n) 1 −ω̄ −ω −ω −ω̄ 1 1

7 (1− 4ω − 9ω̄ − 16ω̄ − 25ω + 36) = 1
7 (37− 29ω − 25ω̄) = 4

7 (2 + ω̄) = 2
7 (5−

√
3i)

χω̄ (n) 1 −ω ω̄ −ω̄ ω −1
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τ(χ) L(2, χ)

χ1 (n) ρ+ ρ2 + ρ3 + ρ−3 + ρ−2 + ρ−1 = −1 π2

6
48
49 = 8

49π
2

χω (n)

χ−ω̄ (n) ρ+ ρ−1 − ω(ρ2 + ρ−2)− ω̄(ρ3 + ρ−3) = (2ω̄ − 1)t2 + (ω̄ + 1)t+ (2− 3ω̄) π2

49
4
7 ((5ω̄ − 1)t2 + (ω̄ + 4)t+ (3− 8ω̄))

χ−1 (n)

χ−ω (n) ρ+ ρ−1 − ω̄(ρ2 + ρ−2)− ω(ρ3 + ρ−3) = (2ω − 1)t2 + (ω + 1)t+ (2− 3ω) π2

49
4
7 ((5ω − 1)t2 + (ω + 4)t+ (3− 8ω))

χω̄ (n)

Parzystymi charakterami s¡ χ1, χ−ω̄ , χ−ω zatem

∞∑
n=0

1
(7n+1)2 +

∞∑
n=1

1
(7n−1)2 =

= 1
3(L(2, χ1)+L(2, χ−ω̄)+L(2, χ−ω)) =

1
49π

2
(

8
3 +

1
3 ·

4
7((5− 1− 1)t

2 + (1 + 4 + 4)t+ (3 + 3− 8))
)
=

4
73π

2
(
t2 + 3t+ 4

)
.

2. Ponadto policzyªem na komputerze

107∑
i=0

1
(3i+1)2 ≈ 1.121733.


