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Rozdzial 1

Algebra






Rozdzial 2

Analiza

2.1 Granice iterowane, granica podwoéjna funkcji dwoch
zmiennych.

Zadanie 1. Pokaz, ze
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Rysunek (2.1) wykresy funkeji z = gf%yy, w réznych skalach

2.2 Calki powierzchniowe zorientowane

2.2.1 Obliczanie calki powierzchniowej zorientowanej

Zadanie 3. Jezeli funkcje P : S — R, Q : S — R, P : S — R sa ciagle na placie
powierzchniowym

S=A{lz,y,2): 2= f(z,y), (x,y) € D},



gdzie D jest rzutem S na plaszczyzne Oxy, to

//R(x,y,z)dazdy = //R(:&y,f(x,y))dwdy.
S D

Dowaod. ™\ O]

2.3 Zadania z ¢éwiczen dla studentow

Zadanie 4. Ktora z liczb jest wicksza
a) V25 czy V125, b) 273 czy 243, ) (2) cay £

Dowdd. a) Mamy

V25 = v/52 = 53, /125 = V53 = 51,

Poniewaz funkcja f(z) = 5% jest rosnaca zatem 55 < 51, a stad v/25 < v/125.
b) Mamy

=333 243 =3°

073 = (3%) "

Poniewaz funkcja f(x) = 3 jest rosnaca oraz 3v/3 > 5 zatem 33V3 > 3, astad 27V3 > 243,
¢) Mamy

G <) -5
3 3) 27
gdyz m > 3, a funkcja f(z) = (%)x jest malejaca. ]

Zadanie 5. Rozwigza¢ rownania i nier6wno$ci:
a) 25" +6-5°4+5 =0, b) 2°7 +5.2*71 —9 <0, ¢) (V6)* > (V/6)*, d) (5v/5)" =
0.04 - (125)*2,

Dowdd. a) Wezmy 5% =t > 0, wtedy t2+ 6t +5 = 0, zatem (t+5)(t+1) =0, czylit = =5
lub ¢t = —1, co przeczy temu, ze t > 0 réwnanie nie ma rozwigzan.

Rysunek do podpunktu a):
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y=25%46-5+5 12

X

b) Mamy 0 > 2o+t +5.2771 —9 =4.2771 4 5.2771 _9=9.2771 _9 =9. (2771 — 1),
zatem
0>2*"1 -1 astad 2° > 271, Poniewaz funkcja f(x) = 2% jest rosnaca, zatem x — 1 < 0
czyli x < 1. Rysunek do podpunktu b)

Y

y=2071 4500719
-9

sz 2 . 4 . . . ;s 1 1 . .
¢) Nieréwnoéé (v/6)*™' > (3/6)* jest rownowazna nieréwnosci 62+ > 6357, Poniewaz

funkcja f(z) = 67 jest rosnaca, zatem kolejno (x4 1) > iz, 2 > —1 x> —3.

d) Rownanie (5v/5) = 0.04 - (125)*~2 zapiszmy kolejno w réwnowaznych postaciach
(5%)x — 572 . (53)9:72’ 5%z — 572+3:1:76’ 5%:5 — 53I78'

Poniewaz funkcja f(z) = 5% jest roznowarto$ciowa zatem %x =3x—8, 8 = %x, T = ?. ]
Zadanie 6. Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne rozwiazania

a) 3 =m, b) (25)*—m-5"—m+3=0.

Dowdd. a)
Metoda I.
Mamy m = 3# > 3% = 1.

Jesli m = 1 to 3"l = 3° poniewaz funkcja f(z) = 3% jest réznowartosciowa zatem |x| = 0
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i mamy tylko jedno rozwigzanie x = 0.
Jesli m > 1 to |z| = logy m zatem mam dwa rozne rozwiazania: © = logs m, = —logs m.

Roéwnane ma dwa rézne rozwiazania dla m > 1.

Metoda II.
Narysujmy wykres funkcji f(z) = 3/*l oraz rodzine prostych y = m.

b
¥
z|

y=3

m>1 sa dwa rozwiazania

m=1 jestjedno rorwiazanie

<] tue ma rozwiazaf

Roéwnane ma dwa rézne rozwiagzania dla m > 1.

b)

W rownaniu (25)° —m - 5% —m + % = 0 z parametrem m wstawmy 5 = ¢ > 0.
Otrzymamy rownanie t* —mt —m + 2 = 0, gdzie t > 0.

Rownanie wyjsciowe (25)* —m - 5% —m + % = 0 ma dwa rézne rozwiazania,

jesli rownanie t2 — mt —m + % = 0, ma dwa t1,t; dodatnie rézne rozwigzania, tzn.
A>0, t1+t2>0, tito > 0.

Mamy

5
A:m2—4(—m+§) =m*+4m —5=(m—1)(m+5), t; +t, =m, tity = —m + -

Zatem
(m—1)(m+5)>0, m>0, —m+ 2 >0.

Skad ostatecznie
l<m< %
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Zadanie 7. Naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) = |2 — 4] + 1, a nastepnie okresli¢ liczbe

pierwiastkow rownania f(x) = k? w zaleznosci od wartosci parametru k.

Dowdd. Rysunek funkcji f(x) = [2% — 4] + 1.

b

Flz) = |25 —4]+1

sk’

7 rysunku widac, ze

o Jesli —1 < k <1 czyli k? < 1 to rownanie f(z) = k* nie ma rozwiazan.

o Jesli k = —1Iub k = 1 czyli k* = 1 to réwnanie f(z) = k? ma jedno rozwigzanie,
mianowicie x = 2

o Jesli —v/5 <k < —11lub 1 <k < +/5eczyli 1 <k? <5 to rownanie f(z) = k? ma
dwa rozwiazania.

o Jesli k < —v/51lub /5 < k ezyli k2 > 5 to rownanie f(z) = k% ma jedno rozwiazania.

Zadanie 8. Znalez¢ najwiekszg liczbe x dla ktorej zachodzi réwnosé (%)x Y (%)y_x = 112

1 nier6wnos¢ xy +y < 9.

Dowadd. Oznaczmy t = (%)z_y > 0.

Roéwnanie (%)I_y (%)yﬁ = 172 przyjmuje posta¢ t — l = %, gdzie t > 0.
Mamy kolejno t? — 55t — 1 =0, czyli (t — f)(t +3) = O

-1
Poniewaz t > 0, zatem t= g, skad (Z) = (%)
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Funkcja f(z) = (%)x jest réznowartosciowa, zatem r —y = —1.

Mamy y = = + 1, z nieréwnosci xy + y < 9 z tresci zadania dostajemy:
rex+1)+r4+1<9

czyli kolejno 22 + 2z — 8 < 0, (z +4)(z — 2) < 0.
Oznacza, to ze © € (—4, 2), zatem szukana najwieksza liczba jest x = 2, (wtedy y =
3.) O

Zadanie 9. Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie (0, 5)**~met+0.5m—15 _
(v/8)™~! ma dwa rézne pierwiastki dodatnie.
Dowdd. Rownanie (0, 5)**~ma+0:5m=15 — ({/8ym=1 jest réwnowazne kolejno rownaniom

3
2

(2—1)J:2—m1’+0,5m—1,5 _ (2 )m—l

9

27(x2,mx+0,5m71,5) _ 2%(77171) 7

3
—(2* —mz +0,5m — 1,5) = §(m — 1), ( poniewaz funkcja f(z) = 2 jest r6znowartosciowa).

Skad
2>+ mr—2m+3=0.

Rownanie to ma dwa rézne pierwiastki dodatnie x1, zo jesli
A>0, 21 +x9>0, T329 >0,
to znaczy kolejno
m?+4(=2m+3) >0, m >0, 2m —3 >0,
(m—6)(m—2)>0,m > %,
m € (3,2) U (6,00).
m

Zadanie 10. Wyznaczy¢ te wartoséci parametru k, dla ktorych iloczyn réznych pierwiast-

kéw réwnania

M

95k(k—1)
5z(—z—1)

5L -V 125k +k+1 _

= 0 jest najmniejszy.

Dowdd. Roéwnanie przepisujemy w kolejnych rownowaznych postaciach

5% ./ 53(ka+k+1) 5(%(16_1) =0
Fr(—z—1 ’
k(k—1
5% .53 (katk+1) pHE—D 0,

5r(—z—1) -
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5o+ 3 (kathtl) _ gh(k—1)—a(~2-1)

poniewaz funkcja f(z) = 5% jest roznowartosciowa zatem
x> 3
?—l—g(kx—i-k—i-l) =k(k—1)+z(z+1),
2?4+ (2 —3k)r +2k* =5k —3=0

Poniewaz A = (2 — 3k)? — 4(2k? — 5k — 3) = k? + 8k + 16 = (k + 4)? zatem rownanie ma
dwa rozne pierwiastki x1,xo dla k # —4.

Liczymy iloczyn pierwiastkow

5\ 1 1
= 2k? — 5k — :2<k—> - >
T1T9 k 5 3 4 25 = 25
i widzimy, ze minimum tej funkcji jest dla k = 2 (pamietamy, ze k # —4) i wynosi
1
O

Zadanie 11. Naszkicowa¢ wykres funkcji, ktéra kazdej wartosci parametru m przypisuje

liczbe pierwiastkéw réwnania
(m—1)4"—4-2"+m+2=0.

Dowaod. Dla m = 1 réwnanie przyjmuje posta¢ —4-27+3 = 0, ktére ma jedno rozwiazanie
x = logzg = log, 3 — log, 4 = log, 3 — 2.
Jezeli m # 1.
Podstawmy ¢ = 2% > 0 dostajemy rownowazne rownanie kwdratowe (réwnanie kwadrato-
we bo m # 1).

(m—1)t* =4t +m+2, t > 0.

Liczymy wyr6znik tego rownania tzn. delte

A = (—4)’—4(m+2)(m—1) = 16—4(m*+m—2) = —4m*—4m+24 = —4(m*+m—6) = —4(m—2)(m+3).

e Rownanie (m—1)t> —4t+m+2, t > 0 ma dwa dodatnie rézne pierwiastki ¢y, to jesli

m—+ 2
:t1+t2>0,

—4(m — 2 =A ~ore
(m—2)(m+3)=A>0, m

E— :t1t2>0,
m—1

czyli gdy
(m—2)(m+3)<0, m—1>0, (m+2)(m—1) >0,
tzn, m € (1,2). Wtedy rownanie (m — 1)4* —4 -2 +m+ 2 = 0 takze ma dwa rozne

rozwiazania x; = log, t1, x5 = logy ts .
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e Rownanie (m — 1)t — 4t +m + 2, ¢t > 0 ma jeden dodatni pierwiastek tq jesli

4
—4(m—2)(m+3)=A=0, 71:2t0>0,
m_
czyli gdy m = 2.

Wtedy rownanie (m—1)4"—4-2*+m+2 = 0 takze ma jedno rozwazanie xy = log, to.

e W porostatych przypadkach m € (—oo,1) U (2,00) réwnanie nie ma rozwiazan.
Szukany wykres funkcji, ktora kazdej wartosci parametru m przypisuje liczbe pier-

wiastkow rownania
(m—1)4"—4-2"4+m+2=0.

Zadanie 12. Rozwazaé réwnanie
4" + 6% =2-9".
Dowdd. Roéwnanie to przepisujemy kolejno do rownowaznej postaci
4" +6"—-2-9"=0,
(27) 427 3" — 2(3%)?
(2" 4+2-3%)(2"=3%) =0

0,

Poniewaz 2% + 2 - 3% > 0 zatem 2 — 3 = 0 czyli (%)m =1

x
Poniewaz funkcja f(x) = (%) jest réznowartosciowa, zatem

rOwnanie (%)x = (%)0 daje x = 0. O]
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T

Zadanie 13. Rozwigza¢ nier6wnosé ( 2+ \/3) + ( 2+ \/3) <4

Dowdd. Poniewaz

Jarvio Yorv? m_ﬁ—ﬂ_(Vﬁﬂ)_l
2 2 '

2

Zatem rownanie z tresci zadania mozemy przepisa¢ do rownowaznej postaci.

PR () o

Wstawiajac
V6 + V2
t= — g >0

dostajemy rownowazne réwnanie ¢ + % < 4,1t >0, czyli kolejno

2 —4t+1<0,t>0,

) (55 )

Coyli (Y5522) ™ < (¥602)" _ (o4v2)?
)

poniewaz funkcja f(x) = (\/6+\/§ ’ jest rosngca zatem —2 < x < 2.
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Rozdzial 5

(Geometrie niecuklidesowe
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Rozdzial 6

Planimetria
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Rozdzial 7

Stereometria
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Rozdzial 8

Teoria gier
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Rozdzial 9

Kombinatoryka
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Rozdzial 10

Logika
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Rozdzial 11

Rachunek prawdopodobienstwa
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Rozdzial 12

Teoria graféw
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Rozdzial 13

Teoria liczb

13.1 Zadania z ¢wiczen dla studentow
Zadanie 14. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze n* 4 4 jest liczba pierwsza.

Dowdd. Poniewaz
n*+4=(n*+2n+2)(n*—2n+2)

zatem aby n* + 4 bylo liczbg pierwsza trzeba aby mniejszy z czynnikéw n? + 2n + 2, n? —
2n + 2 byl réwny 1, a wickszy n* + 4.

Mamy zatem n? —2n+2 =1 skad n*> —2n+1 =0 czyli (n — 1)*> = 0.

Zatem n = 1, zauwazmy, ze wtedy n* +4 = 5 jest liczba pierwsza. O]
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Rozdzial 15

Teoria wezlow
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