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Rozdziaª 2

Analiza

2.1 Granice iterowane, granica podwójna funkcji dwóch

zmiennych.

Zadanie 1. Poka», »e

lim
(x,y)→(0,0)

1
|x+ y|

= 0.

Dowód. Niech An = (xn, yn), n ∈ N ci¡g punktów taki, »e lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

yn = 0, wtedy

lim
(x,y)→(0,0)

1
|x+ y|

= lim
n→∞

1
|xn + yn|

=∞.

Zadanie 2. Poka», »e

lim
x→1

lim
y→1

x2 − y
x− y

= 2 lim
y→1

lim
x→1

x2 − y
x− y

,

lim
x→0

lim
y→0

x2 − y
x− y

= 0,

lim
y→0

lim
x→0

x2 − y
x− y

= 1.

Dowód. Niech lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

yn = 1 wtedy

lim
x→1

lim
y→1

x2 − y
x− y

= lim
x→1

(
lim
y→1

x2 − y
x− y

)
= lim

xn→1, xn 6=1

(
lim

yn→1, yn 6=1

x2n − yn
xn − yn

)
=

= lim
xn→1, xn 6=1

(
x2n − 1
xn − 1

)
= lim

xn→1, xn 6=1
(xn + 1) = 2,

ponadto

lim
y→1

lim
x→1

x2 − y
x− y

= lim
y→1

(
lim
x→1

x2 − y
x− y

)
= lim

yn→1, yn 6=1

(
lim

xn→1, xn 6=1

x2n − yn
xn − yn

)
=
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= lim
yn→1, yn 6=1

(
1− yn
1− yn

)
= lim

yn→1, yn 6=1
1 = 1,

sk¡d

lim
x→1

(
lim
y→1

x2 − y
x− y

)
= 2 lim

y→1

(
lim
x→1

x2 − y
x− y

)
.

↘

Rysunek (2.1) wykresy funkcji z = x2−y
x−y , w ró»nych skalach

2.2 Caªki powierzchniowe zorientowane

2.2.1 Obliczanie caªki powierzchniowej zorientowanej

Zadanie 3. Je»eli funkcje P : S → R, Q : S → R, P : S → R s¡ ci¡gªe na pªacie

powierzchniowym

S = {(x, y, z) : z = f(x, y), (x, y) ∈ D},
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gdzie D jest rzutem S na pªaszczyzn¦ Oxy, to

∫ ∫
S

R(x, y, z)dxdy =
∫ ∫

D

R(x, y, f(x, y))dxdy.

Dowód. ↘

2.3 Zadania z ¢wicze« dla studentów

Zadanie 4. Która z liczb jest wi¦ksza

a) 3
√

25 czy 4
√

125, b) 27
√
3 czy 243, c)

(
2
3

)π
czy 8

27 .

Dowód. a) Mamy

3
√

25 = 3
√

52 = 5
2
3 ,

4
√

125 = 4
√

53 = 5
3
4 ,

Poniewa» funkcja f(x) = 5x jest rosn¡ca zatem 5
2
3 < 5

3
4 , a st¡d 3

√
25 < 4

√
125.

b) Mamy

27
√
3 =

(
33
)√3

= 33
√
3, 243 = 35

Poniewa» funkcja f(x) = 3x jest rosn¡ca oraz 3
√

3 > 5 zatem 33
√
3 > 35, a st¡d 27

√
3 > 243.

c) Mamy

(2
3

)π
<
(2

3

)3
=

8
27
,

gdy» π > 3, a funkcja f(x) =
(
2
3

)x
jest malej¡ca.

Zadanie 5. Rozwi¡za¢ równania i nierówno±ci:

a) 25x + 6 · 5x + 5 = 0, b) 2x+1 + 5 · 2x−1 − 9 ¬ 0, c) (
√

6)x+1 > ( 3
√

6)x, d) (5
√

5)x =
0.04 · (125)x−2.

Dowód. a)We¹my 5x = t > 0, wtedy t2+6t+5 = 0, zatem (t+5)(t+1) = 0, czyli t = −5
lub t = −1, co przeczy temu, »e t > 0 równanie nie ma rozwi¡za«.

Rysunek do podpunktu a):
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b) Mamy 0  2x+1 + 5 · 2x−1− 9 = 4 · 2x−1 + 5 · 2x−1− 9 = 9 · 2x−1− 9 = 9 · (2x−1− 1),
zatem

0  2x−1− 1, a st¡d 20  2x−1. Poniewa» funkcja f(x) = 2x jest rosn¡ca, zatem x− 1 ¬ 0
czyli x ¬ 1. Rysunek do podpunktu b)

c)Nierówno±¢ (
√

6)x+1 > ( 3
√

6)x jest równowa»na nierówno±ci 6
1
2 (x+1) > 6

1
3x. Poniewa»

funkcja f(x) = 6x jest rosn¡ca, zatem kolejno 12(x+ 1) > 1
3x,

1
6x > −

1
2 , x > −3.

d)Równanie (5
√

5)x = 0.04 · (125)x−2 zapiszmy kolejno w równowa»nych postaciach

(5
3
2 )x = 5−2 · (53)x−2, 5

3
2x = 5−2+3x−6, 5

3
2x = 53x−8.

Poniewa» funkcja f(x) = 5x jest ró»nowarto±ciowa zatem 3
2x = 3x−8, 8 = 3

2x, x = 16
3 .

Zadanie 6. Dla jakiej warto±ci parametru m równanie ma dwa ró»ne rozwi¡zania

a) 3|x| = m, b) (25)x −m · 5x −m+ 5
4 = 0.

Dowód. a)

Metoda I.

Mamy m = 3|x|  30 = 1.
Je±li m = 1 to 3|x| = 30, poniewa» funkcja f(x) = 3x jest ró»nowarto±ciowa zatem |x| = 0
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i mamy tylko jedno rozwi¡zanie x = 0.
Je±li m > 1 to |x| = log3m zatem mam dwa ró»ne rozwi¡zania: x = log3m, x = − log3m.
Równane ma dwa ró»ne rozwi¡zania dla m > 1.

Metoda II.

Narysujmy wykres funkcji f(x) = 3|x| oraz rodzin¦ prostych y = m.

Równane ma dwa ró»ne rozwi¡zania dla m > 1.
b)

W równaniu (25)x −m · 5x −m+ 5
4 = 0 z parametrem m wstawmy 5x = t > 0.

Otrzymamy równanie t2 −mt−m+ 5
4 = 0, gdzie t > 0.

Równanie wyj±ciowe (25)x −m · 5x −m+ 5
4 = 0 ma dwa ró»ne rozwi¡zania,

je±li równanie t2 −mt−m+ 5
4 = 0, ma dwa t1, t2 dodatnie ró»ne rozwi¡zania, tzn.

∆ > 0, t1 + t2 > 0, t1t2 > 0.

Mamy

∆ = m2 − 4
(
−m+ 5

4

)
= m2 + 4m− 5 = (m− 1)(m+ 5), t1 + t2 = m, t1t2 = −m+

5
4
.

Zatem

(m− 1)(m+ 5) > 0, m > 0, −m+ 5
4 > 0.

Sk¡d ostatecznie

1 < m < 5
4 .
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Zadanie 7. Naszkicowa¢ wykres funkcji f(x) = |2x − 4| + 1, a nast¦pnie okre±li¢ liczb¦

pierwiastków równania f(x) = k2 w zale»no±ci od warto±ci parametru k.

Dowód. Rysunek funkcji f(x) = |2x − 4|+ 1.

Z rysunku wida¢, »e

• Je±li −1 < k < 1 czyli k2 < 1 to równanie f(x) = k2 nie ma rozwi¡za«.

• Je±li k = −1 lub k = 1 czyli k2 = 1 to równanie f(x) = k2 ma jedno rozwi¡zanie,

mianowicie x = 2

• Je±li −
√

5 < k < −1 lub 1 < k <
√

5 czyli 1 < k2 < 5 to równanie f(x) = k2 ma

dwa rozwi¡zania.

• Je±li k ¬ −
√

5 lub
√

5 ¬ k czyli k2  5 to równanie f(x) = k2 ma jedno rozwi¡zania.

Zadanie 8. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ liczb¦ x dla której zachodzi równo±¢
(
3
4

)x−y
−
(
3
4

)y−x
= 7
12

i nierówno±¢ xy + y ¬ 9.

Dowód. Oznaczmy t =
(
3
4

)x−y
> 0.

Równanie
(
3
4

)x−y
−
(
3
4

)y−x
= 7
12 przyjmuje posta¢ t− 1

t
= 7
12 , gdzie t > 0.

Mamy kolejno t2 − 7
12t− 1 = 0, czyli (t− 43)(t+ 3

4) = 0.

Poniewa» t > 0, zatem t = 4
3 , sk¡d

(
3
4

)x−y
= 4
3 =

(
3
4

)−1
.
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Funkcja f(x) =
(
3
4

)x
jest ró»nowarto±ciowa, zatem x− y = −1.

Mamy y = x+ 1, z nierówno±ci xy + y ¬ 9 z tre±ci zadania dostajemy:

x(x+ 1) + x+ 1 ¬ 9

czyli kolejno x2 + 2x− 8 ¬ 0, (x+ 4)(x− 2) ¬ 0.
Oznacza, to »e x ∈ 〈−4, 2〉, zatem szukan¡ najwi¦ksz¡ liczb¡ jest x = 2, (wtedy y =
3.)

Zadanie 9. Wyznacz te warto±ci parametrum, dla których równanie (0, 5)x
2−mx+0,5m−1,5 =

(
√

8)m−1 ma dwa ró»ne pierwiastki dodatnie.

Dowód. Równanie (0, 5)x
2−mx+0,5m−1,5 = (

√
8)m−1 jest równowa»ne kolejno równaniom

(2−1)x
2−mx+0,5m−1,5 = (2

3
2 )m−1,

2−(x
2−mx+0,5m−1,5) = 2

3
2 (m−1),

−(x2 −mx+ 0, 5m− 1, 5) =
3
2

(m− 1), ( ponieważ funkcja f(x) = 2x jest różnowartościowa).

Sk¡d

−x2 +mx− 2m+ 3 = 0.

Równanie to ma dwa ró»ne pierwiastki dodatnie x1, x2 je±li

∆ > 0, x1 + x2 > 0, x1x2 > 0,

to znaczy kolejno

m2 + 4(−2m+ 3) > 0, m > 0, 2m− 3 > 0,

(m− 6)(m− 2) > 0, m > 3
2 ,

m ∈ (32 , 2) ∪ (6,∞).

Zadanie 10. Wyznaczy¢ te warto±ci parametru k, dla których iloczyn ró»nych pierwiast-

ków równania

5
x2

2 ·
√

125kx+k+1 −
√

25k(k−1)

5x(−x−1)
= 0 jest najmniejszy.

Dowód. Równanie przepisujemy w kolejnych równowa»nych postaciach

5
x2

2 ·
√

53(kx+k+1) −
√

52k(k−1)

5x(−x−1)
= 0,

5
x2

2 · 5
3
2 (kx+k+1) − 5k(k−1)

5x(−x−1)
= 0,



14

5
x2

2 +
3
2 (kx+k+1) = 5k(k−1)−x(−x−1),

poniewa» funkcja f(x) = 5x jest ró»nowarto±ciowa zatem

x2

2
+

3
2

(kx+ k + 1) = k(k − 1) + x(x+ 1),

x2 + (2− 3k)x+ 2k2 − 5k − 3 = 0

Poniewa» ∆ = (2− 3k)2 − 4(2k2 − 5k − 3) = k2 + 8k + 16 = (k + 4)2 zatem równanie ma

dwa ró»ne pierwiastki x1, x2 dla k 6= −4.
Liczymy iloczyn pierwiastków

x1x2 = 2k2 − 5k − 3 = 2
(
k − 5

4

)2
− 1

25
 − 1

25

i widzimy, »e minimum tej funkcji jest dla k = 5
4 (pami¦tamy, »e k 6= −4) i wynosi

− 125 .

Zadanie 11. Naszkicowa¢ wykres funkcji, która ka»dej warto±ci parametru m przypisuje

liczb¦ pierwiastków równania

(m− 1)4x − 4 · 2x +m+ 2 = 0.

Dowód. Dla m = 1 równanie przyjmuje posta¢ −4 ·2x+3 = 0, które ma jedno rozwi¡zanie

x = log2
3
4 = log2 3− log2 4 = log2 3− 2.

Je»eli m 6= 1.
Podstawmy t = 2x > 0 dostajemy równowa»ne równanie kwdratowe (równanie kwadrato-

we bo m 6= 1).

(m− 1)t2 − 4t+m+ 2, t > 0.

Liczymy wyró»nik tego równania tzn. delt¦

∆ = (−4)2−4(m+2)(m−1) = 16−4(m2+m−2) = −4m2−4m+24 = −4(m2+m−6) = −4(m−2)(m+3).

• Równanie (m−1)t2−4t+m+2, t > 0 ma dwa dodatnie ró»ne pierwiastki t1, t2 je±li

−4(m− 2)(m+ 3) = ∆ > 0,
4

m− 1
= t1 + t2 > 0,

m+ 2
m− 1

= t1t2 > 0,

czyli gdy

(m− 2)(m+ 3) < 0, m− 1 > 0, (m+ 2)(m− 1) > 0,

tzn, m ∈ (1, 2). Wtedy równanie (m− 1)4x− 4 · 2x +m+ 2 = 0 tak»e ma dwa ró»ne

rozwi¡zania x1 = log2 t1, x2 = log2 t2 .



15

• Równanie (m− 1)t2 − 4t+m+ 2, t > 0 ma jeden dodatni pierwiastek t0 je±li

−4(m− 2)(m+ 3) = ∆ = 0,
4

m− 1
= 2t0 > 0,

czyli gdy m = 2.
Wtedy równanie (m−1)4x−4·2x+m+2 = 0 tak»e ma jedno rozw¡zanie x0 = log2 t0.

• W pozostaªych przypadkach m ∈ (−∞, 1) ∪ (2,∞) równanie nie ma rozwi¡za«.

Szukany wykres funkcji, która ka»dej warto±ci parametru m przypisuje liczb¦ pier-

wiastków równania

(m− 1)4x − 4 · 2x +m+ 2 = 0.

Zadanie 12. Rozw¡za¢ równanie

4x + 6x = 2 · 9x.

Dowód. Równanie to przepisujemy kolejno do równowa»nej postaci

4x + 6x − 2 · 9x = 0,

(2x)2 + 2x · 3x − 2 (3x)2 = 0,

(2x + 2 · 3x)(2x − 3x) = 0

Poniewa» 2x + 2 · 3x > 0 zatem 2x − 3x = 0 czyli
(
2
3

)x
= 1.

Poniewa» funkcja f(x) =
(
2
3

)x
jest ró»nowarto±ciowa, zatem

równanie
(
2
3

)x
=
(
2
3

)0
daje x = 0.
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Zadanie 13. Rozwi¡za¢ nierówno±¢
(√

2 +
√

3
)x

+
(√

2 +
√

3
)x

< 4

Dowód. Poniewa»

√
2 +
√

3 =

√
6 +
√

2
2

,
√

2−
√

3 =

√
6−
√

2
2

=
(√

6 +
√

2
2

)−1
.

Zatem równanie z tre±ci zadania mo»emy przepisa¢ do równowa»nej postaci.(√
6 +
√

2
2

)x
+
(√

6 +
√

2
2

)−x
< 4.

Wstawiaj¡c

t =
(√

6 +
√

2
2

)x
> 0

dostajemy równowa»ne równanie t+ 1
t
< 4, t > 0, czyli kolejno

t2 − 4t+ 1 < 0, t > 0,t− (√6 +
√

2
2

)2t− (√6 +
√

2
2

)−2 < 0, t > 0,

Czyli
(√
6+
√
2

2

)−2
<
(√
6+
√
2

2

)x
<
(√
6+
√
2

2

)2
poniewa» funkcja f(x) =

(√
6+
√
2

2

)x
jest rosn¡ca zatem −2 < x < 2.
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Stereometria
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Teoria grafów
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Rozdziaª 13

Teoria liczb

13.1 Zadania z ¢wicze« dla studentów

Zadanie 14. Znajd¹ wszystkie liczby naturalne n takie, »e n4 + 4 jest liczb¡ pierwsz¡.

Dowód. Poniewa»

n4 + 4 = (n2 + 2n+ 2)(n2 − 2n+ 2)

zatem aby n4+ 4 byªo liczb¡ pierwsz¡ trzeba aby mniejszy z czynników n2+ 2n+ 2, n2−
2n+ 2 byª równy 1, a wi¦kszy n4 + 4.
Mamy zatem n2 − 2n+ 2 = 1 sk¡d n2 − 2n+ 1 = 0 czyli (n− 1)2 = 0.
Zatem n = 1, zauwa»my, »e wtedy n4 + 4 = 5 jest liczb¡ pierwsz¡.
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