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Definicja 1.1.1.
Ciag zmiennych losowych (Y,)2 . o wartosciach w przeliczalnym zbiorze A, nazywamy lasi-

n=02
cuchemn Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy

VnenVag,ar,aned P(Ya = @u|Yoo1 = tnoy, ... Y1 = a1, Yo = ag) =
P(Yy = an|Yn1 = ap1), (1.1.1)

jedli tylko P(Yp_y = ay—1,...,Y1 = a1, ¥y = ap) > 0.

Uwaga 1.1.2.

Oznaczmy indeksem n chwilg obecng. Wiasnosé (1.1.1), ktora definiuge taricuch Markowa,
maze byé opisana w nastepujacy sposdb: przysztocig po chwili n jest {Yui1, Yaio, ...}, obee-
nym stanem jest Yy, a przeszloscia jest {Yo, Y1,...,Yn_1}. Jesli wartosé Y, = i jest znana, to
wartodci zmiennych losowych Yo 1, Ynye,. .. zaleza co najwyzej od wartosei i, natomiast nie
zalezq od wartosci Yp,Y1,...,Yn_1-
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Definicja 1.1.4.
Macierz B = (bij)ijea nazywamy macierzq przejécia na A, gdy jej wszystkie wyrazy sq nie-
ujemne. Ponadto suma kazdego wiersza wynosi 1, czylt
Vica Z bi] =1
JeEA
Macierz przejscia B(n)

= (bij(n))ijea nazywamy macierzq przejscia taicucha Markowa
(Yn)2 g w n-tym kroku, n > 1,

gdy
bij(n) = P(Yn = aj|Yn 1 = a;) Vaea P(Yn 1 =a;) > 0. (1.1.4)

Macierz B(n) nie jest wyznaczona jednoznacznie.
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Podczas festiwalu muzycznego studenci spedzaja swoj czas w caterech réznych miejscach:
S = {na dancingu, na koncercie, w barze, w domu}.

a) Zmiany miejsc spedzania czasu podczas festiwalu muzycznego przez studentow przed-
stawia ponizsza macierz przejécia:

0010
1 1
5 0 5 0
2 2
P=11111
4 4 4 4
000 1

Lancuch Markowa moze by¢ przedstawiony réwniez w postaci grafu przejscia:

(\"/a
[ bar
/ . :
ﬁ
| dancing % % [ dom
— \\_,-
X J )
| xoncert
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Macierz przejscia P taricucha Markowa zawiera prawdopodobieristwa przejécia w jednym
kroku. Zajmiemy si¢ teraz mozliwosciami przejscia w wigkszej liczbie krokow.

Macierz P? sktada sie z prawdopodobieristw znalezienia sie w poszczegolnych miejscach
po dwdch krokach.

1011 1
4 4 4 4
101 05 1
2 8 8 8 8
PP=1 35 1 7 5
16 16 16 16
000 0 1

Znajdzmy prawdopodobieristwo wyjscia z baru i powrotu do barn w dwach krokach.
Jest to suma prawdopodobienstw przejécia z:

e z baru do baru, a nastepnie znéw do baru,
e 7z baru na dancing i z powrotem do baru,

e z baru na koncert i z koncertu do baru.

Zauwazmy, ze nie mozemy w pierwszym kroku i$¢ do domu, gdyz nie jest mozliwy powrot
z domu do baru. Zatem szukane prawdopodobienistwo to:

1.1 41 1.1 _ 1
iitailtia=g

Prawdopodobienstwo przejicia z baru do baru znajduje si¢ w trzecim wierszu, trzeciej
kolumnie macierzy przejscia P2
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¢} Podezas festiwalu muzyeznego jeden ze studentow co godzine zmienial miejsce, gdzie
spedzal czas. Gdzie najprawdopodobuiej bedzie po dwunastu godzinach?
QOdpowiednia macierz przejscia to:

0.0445693  0.0281599 0.0965359 0.830735

0.048268 0.0304893 0.104588 0.816655

0.0382139  0.024134 0.0827832 0.854869
0 0 0 1

P2

Wartosci prawdopodobienistw w macierzy P2 interpretujemy w nastepujacy sposob:

student startujac z dancingu, po dwunastu godzinach najprawdopodobniej znajdzie
si¢ w domu. Prawdopodobieristwo to wynosi w przyblizenin 0.830735,

startujac z koncertu, po dwunastu godzinach najprawdopodobniej znajdzie si¢
w domu. Prawdopodobienstwo to wynosi w przyblizenin 0.816655,

startujac z baru, po dwunastu godzinach najprawdopodobniej znajdzie si¢ w domu.
Prawdopodobienstwo to wynosi w przyblizeniu 0.854869.

student startujac z domu z prawdopodobieiistwem réwnym 1 pozostanie w domu.

Podsumowujac, bez wzgledu na to, skad startuje student, po dwunastu godzinach,
z prawdopodobienistwem co najmniej 0.81, znajdzie si¢ w domu.
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Przyklad 1.1.6.

Rozpatrujemy gre planszowa, w ktérej sa trzy pola: s1,s2 i s3. Najpierw losujemy pole,
na ktérym postawimy pionek. Pézniej, zaleznie od niego, losujemy kolejne, na ktére go prze-
stawimy. Mamy wiec dziewieé prawdopodobienstw przejscia bij # s; do s;. Zakladamy, ze sg

one rowne oraz, ze kolejne losowania sa niezalezne.

\\ //
-
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Pchta przeskakuje miedzy pozycjami, jeden, dwa, trzy i cztery. Kazdy skok moze byé oddany tylko do
pozycji sasiedniej. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po 21 skokach pchta z pozycji jeden przeskoczy do
pozycji dwa.

jeden A dwa A trzy A cztery A.
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Piszemy macierz A, ktérej element a;; to prawdopodobiefistwo, ze pchta
z pozycji i przeskoczy w jednym skoku do pozycji j.
Wtedy element b,-j macierzy Ak, gdzie k € N to prawdopodobiefstwo, ze pchta

z pozycji i przeskoczy w k skokach do pozycji j.
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o100 COFI3 JAK POWSTALA MACTERZ A,
GRAZIAK GZVTAC {00 OZNACZAIY
FLEMENTY) MACIFREY 3 A= 4

1 1
P Macierz
A= 0w L wisrsmu i § koluemnis oznaczs, 3= wykonujse jeden skok pehstics nis ma szans = pozyci jeden, presjié ns pozyeis jeden,
N N 1w 1 wierszu i 2 kolumnis cznaczs, 2 wykonujac jeden skok pehetia 2 prawdopodobististwam 1 2 pozyji jeden przeskorzy na spazycjs dwa,
0= o0 = 0w 1 wierszu i 3 kolumniz oznzcza, 22 wykonujae jeden skok pehetia nie ma szans 2 pozyei jeden, prasjié na pozyeiz owr,
2 2 0w 1 wierszu i 4 kolumnie oznacza, 2o wykonujae jeden sleok pehetka nie ma szans z pozyeji jeden, przsjié na pozyeje catery,
0010 1/2 w2 wisrszu i 1 kolumnie oznacza, 2= wykonujac jeden skok pehstica isfistwem 1/2 z pozycji dwa na spozyeje jeden,

0 w2 wierszi 2 kolumele azazeza, 2e wykonujac jeden siok pehetica nie ma szans 2 pozyel dwa, orzefid na pozycje dwe,
1/2 w2 wisrezmu i 3 kolemnie oznacra, 2 wykonyjac jeden shkok pehelica 172 z pozycji dwa na spozycje my,
0 w2 wierszu i f kolumnis aznaczs, 2= wykonujac jeden skok pehatlea nis ma szans z pozycji dwa, przejic nz pozyejs catery,

0 w3 wierszu i 1 olomnie oznzezs, Ze wykonujae jeden sicok pehetica nis ma szans 2 pozyefi tray, presjéd na pozyejejeden,

1/2 w 3 wierszu i 2 kolumnie oznzcza, z= wykonyjze jeden skok pehetica z fstwem 1/2 = pozycji trzy spozyeje dwa,
0 w3 wierszi 3 keolomnie oznacza, 22 wykonujac jedzn sicolt pehetica nie ma szana 2 pozseji tray, prasjié nia pozye o7y,
1/2 w 3 wisrszu i 4 kolumnie oznacza, 2= wykonyjac jeden skok pehetia z fstwam 1/2 = pozydi trzy spozyeje catery,

0 v 4 wisrsm i § kotumnis oznaczs, 2= wykonujse jeden shok pehetis nis ma szans = pozyci cztery, przsjéé na pozyejs jeden,

0 v 4 wisrsm i 2 kolumais oznaczs, 3= wykonujse jeden skok pehstics nis ma szans z pozycji catery, przsiié az pozyojs dwa,

1w 4 wierszu i 3 kolumnie cznaczs, 2a wykonujae jeden skok pehatia = prawdopodobisdstwam 1 2 pozyeji catery prasskoczy na spozyds oy,
0 v 4 wierszu i 4 kolumniz oznzeza, 22 wykanujae jeden skok pehatia nie mz sz2ns = pozyti cztery, przsjsé az pozyas catery.
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Macierz &£
172w 1 wisrszu i 1 kolumnia oznzezs, 2e wykonja
0w 1 wierszu i 2 kolomniz oznzcza, 2= wykonu
12w 1 wisrszu i 3 kolomnie oznacza, za wykonyj

stwem 1/2 z pozyeji jeden przeskoczy na pozyejs trzy,
0w 1 wierszui 4 kohumaie oznacza, ze wykentjae Gwa skoki pehalla nis ma szans  porycji jeden, przajic na pozyoje cotery,

0w 2 wierszui 1 kolumaie oznaeza, 2 wyknaujae dva skoki pehelica iz ma szans 2 pozyeii vz, prsjéé na pozyee jeden,

3/4w 2 wierszu i 2 kolumaiz oznzeza, 22 sjac dwa skolki pehatka z fistwem 3/4 2 pozveji éwa przeskorzy spowrotem na pozycje dz,
0w 2 wierszui 3 kohmaie oznacza, 22 wykommjae éwa skoki pehelica aie ma szans z pozyeji vz, przajéé na pozyoje trzy,

1/4 1w 2 wierszn i 3 kolumnis oznzcza, £ wykonujae dwa skoki pehefka nis = prawdopodobisfistwem 1/4 = pozycji dwa przeskoczy na pozyde cztery,

14w 3 wisrszn i 1 kohumais oznaczs, 22 jac dws skoki pehatia nis i 144 z pozyei ‘pozyejs jeden,
O3 wiarszu i 2 kolumais oznaczs, 22 wykomjae v skold pehalica ais ma szans = pozyei tezy, przsjéé na pozyels éva,
314 v 3 wierszui 3 kolumaie oznsezz, 20 jac dwa skokd pehatia z jadistwem 3/4 2 pozvefi tray praeskoczy spowrotem a3 pozygs by,

0 3 wierszu i 4 kolumaie oznzczz, e wykomyac éwa skokd pehetica nis ma sz2ns 2 pozyi b2y, przajéé na pozyeje eztery,

0 d wiersmi 1 Kolumaie oznaces, 2e wykomsje dwa dkoki pehelic nis ma szans 2 pozycii cxtery, prasjéé a2 pozyeje jeden,

1/2 w 4 wiersm i 2 kolumnis oznacza, ze sjac éwa skeoki peheflea z fistwem 1/2 z poryc cztery prreskorzy spowrotem na porycje wa,
0w 4 wisrszu {3 kolumas oznaeza, £2 wylkomyac da skokd ocheica aie ma szans 2 pozyef catery, pezsiid a2 pozycs trzy,
112 w 4 wiersm i 4 kolumais oznacza, ze sac dwa skoki pehetlea nie 112 z pozycji cotery przeskocry na pozyejs extery.
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Praw

dopodobiefistwo, ze w 21 ruchach

pchia przeskoezy z pozycji jeden na
pozycje dwa wynosi:

699051 1398101
2097152 2097152
21
.- A 1398101
2097152
349525 699051
1048576 1048576
2
Tomeee lzn. ckelo 3
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Przyktad kolejny, Adam Mickiewicz Pan Tadeusz

Aa A3 Bb Cc ¢¢ DA NA Oo 06 Pp Qg Rr
14 50 3 16 5

E—E—FW Ss S§ Tt Uu Vv Ww
46 33 135 °

Jj Kk 11 ¥ MmNn Xx Yy Zz Zz 7z
11 7 7 5 24
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KSIEGA PIERWSZA
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Powst paricza — Spockanie sig plerwsze w pootku, drugie u stoh — Waina Sedsiego Ze w tym domu dostatek miestka i porsadek.
nacka o grztcznosc — Podkomorzege uwagi polityczne nad modami — Poaatek sporu Brama na weigi? orwarta preechodniom eglasza,
o Kusego i Sokol — Zale Wojskisgo — Ostmi Wosny Trybunalu — Reut oka ma Ze goscinna, { weaystkich w godcing raprasta.

éweresny san policyesny Lirwy  Europy
Litwo! Ojcyzno moja! ty jestes j

e cig weeba cenié, wn tylko sig dowie,

Ko cig stracit. Dzis picknoéé twy w calej ozdobie

Widze i opisujg, bo tsknic po wbie.

adrowie:

Panno éuitzs, co Jasnj bronis: Crcsmdhowy
Iw Ostrej éwiecics Bramied Ty, co gréd sambowy
Nowogrédaki ochraniase ¢ jego wiernym ludem!
Tak muie driecke de 2drowia povrécitaé cudem
(Gdy od phacageej mazk?, pod Trwois opieke
Ofarowany, marcwa podniostem powieke;

I zaraz moglem pieszo, do Twych éwigeysi progu
T&¢ za wrbcone fycie podzickowaé Boga),

Tak nas powrécisz cudem na Ojcayay tone.
Tymeassem preenoé moja duszg nigskniona

Do tych pagérkéw leénych, do tych Ik sielonych,
Sreroko nad blekirmym Niemnem rosciggnionychs
Do tych pél malowanych shoem rommarem,
Wyzhacanych pssenicy, possebrzanyeh fywm;
Gérie burserynowy éwierzopt, gryka jak énieg biala,
Gdzie panieriskim rumiencem driccielina® pah,
A weaystko proepasane jakby wstqgs, miedzg
Ziclong, na nicj z readka ciche grusze siedza

Sréd takich pél preed lary, nad breegiem ruczajus,

Na pagérku niewielkim, we briozowym gaju,

Stat dwor selachecki, 7 drzewa, lecs podmurowany;
$wiecily sig 2 daleka pobickne ¢ciany,

Tom bielse, te odbite od ciemnej zileni

Topoli, co go bronia od wiatréw jesier.
Doxm miesskalny nievwielli, lecz zewszad chedogt,

I stodotg mist wielky, i proy niej tray stogi

Uiatku®, co pod strzecha emieécié sig nie moie.
Widad, fe okolica obfim we thote,

L widat 1 licby kopic®, co wedbui i wezers smugéwi®

Swieca gesto jak gwiady, widaé 1 licsby plagéw
Orzgeych wezeénie lany ogromne ugorutl,
Caarmoziemne, zapewne nalsine do dwora,
Uprawne dobrze na krtalt ogrodowych greadek
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Wiainie dwukonna bryka wechal mlody panek
I obicgisey driedsiniec zawrécil praed ganck.
Wysiad! ¢ powozu; konie porsucone ame,
Stcrypiac traw ciagnely powoli pod brame.

We dworze pusio: B et od ganku samknigto
Zasncaepkami i kolkiem sasscuepli pretknigeo.
Podséiny do folvarks nie bieg} ship rapyaé,
Odemlng), whieg! do dom, plafnal 50 pow

Dawno domu nie widsial, bo w

Clekim m
Kesiceyt nauki, kotica doceekal naresicie.
Whiegai okiem cheivde iciany sarodawne
Oglada cwule, jako swe znajome davne.
Tek same widsi spreqey, i same obicia,

Z ksbrymi sic zabawiac habil od povi
Lect mniej wielkie, mnie] pickne nié sic dawniej eday.
I teé same porcresy na fcianach wisia
Tu Koédiustko' w cramarce®® krakowskisj, z ocryma
Podnicsionymi w nicbe, miscz obwract weyma;
Takim byl, gdy proysicgal ra stopnisch ofarzéw,

Ze tym misczem wypedzi z Polski trech mocarzéw,
Albe sam na nim padnie, Dalef w polskie] sacie
Siedzi Rejtan’®, ialoény po wolnosci stracie;

W rcku trzyma néi ostrzem 2wrécony do lona,

A preed nim ley Fedon®” { #ywor Katonals,

Dalej Jasiriski®®, miodzian pickny i poscpny;

Obok Korsak®, wowarays: jego nisodstgpny
Stojg na ssaricach® Pragi, na stosach Mosk
Sikac wrogéw, a Praga jut sig wholo pali
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éwezesny stn polirycany Lirwy | Europy

Litwo! Ojayzao mojal ty jestes jak zdrovde:
Tle cig waeba cenié, =n tylko sic dow
Ko cig stracik. Drié picknosé twg w calej ozdobie
Widz i opisuie, bo tesknic po tobie.

Panne éwiga, co Jane] bronisz Cagsmchowy
Tw Ostrej éwiecise Bramie?) Ty, co gréd zamkowy
Nowoges daki ochraniass ¢ jego wiernym ludem!
Jak mnie deiecko do sdrowia powré dlaé cudem
(Gdy od placsacej mack?, pod Twoja opiske
Ofiarowany, marcwa podniostem powieke;
Tearaz moglem piesto, do Tvych éwigeyt progu
1é¢ 22 wrbcone iycie podsickowat Bogu),

Tak nas powréeisz cudem na Ojczyzay fone.

Tymeczasem proenos moja dusze utgsknions

Do tych pagérkén leénych, do tych fak sielonych,
Szeroko nad bickitmym Niem nem rozciggnionych;
Do tych pol malowanych shotem rommaiem,
Wiztacanych pssenics, posrebrzanych fymem;

Gdrie burserynowy &wierzop?, gryka jak énieg biaka,
Gdsie paniesiskim rumisficem dziccielina® pah,

A waystho prae pasane jakby wstggs, miedzg
Ziclong, na nicj ¢ rradka ciche grusse siedzg

Sréd rakich pél preed laty, nad breegiem ruczajué,
Na pagérku niewielkim, we brzozowym gaja,
St dwor szlachecki, 2 dreews, lecs podmurowany;
Swiscily sic z daleka pobielane &ciany,
Tym bilsze, fe odbite od ciemne risleni

1 stodote mist wiclkg, i proy nicj tray stogi
Usacku®, co pod strzecha zmieéci sig nie moie.
Widad, ie okolica obfim we zhote,

Twidaé 5 liczby kopic®, o

wadhai § wazers smggwi®
Swieca gesto jak gwiandy, wida 2 licaby plagéw
Ongeych wezednie fany ogromne ugora®,
Crarmoriemre, rapewne naleine do dwors,
Uprawne dobrze na kezrafs ogrodowych pragdek
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Ze w tym domu doscatek miestka i porzadek.
Brama naweig!* orwarta preechodniom ogfasta,
Ze goicinna, i watystkich w goicing zzprasza.

Wiatnie dwukonm bryka wjechal miedy panek
T obizglsay driedziniec sawréeil praed ganek.
Wysiad! 2 powozu} konie porsucene same,
Seczypiae wawg clagngly powoli pod brame.

We dworze pusm:%n drewi od ganku zamknicto
Zaszczepkami i kotkiem zaszcrepki przetknicro.
Podréiny do folwarku nie biegi shug sapytaé,
Odemkngl, whieg! do doma, pﬂfnel go powitaé.
Dawno domu nie widzial, bo w dalekim miescie
Kosicay! nauki, kosica doceekal naresscie.
Wbiegz i okiem chciwie éciany starodawne
Oglyda @ale, jako swe znajome davme.
Tet same widsi spragey, i came obicia,
Z kbrymi sic zabawiaé bl od powicia

Lecs mais] wielkie, mais] pickne nié sig dawaf fdaty.

I tei same portrety na §fanadh] wisial
Tu Koéduseho'* w czamarce® krakowskiej, 2 ozyma
Podniesionymiw nicbo, fiecz obfacs trzyma;
Takim by}, gdy proysicgal ra stopniach ofanéw,

Ze tym misczem wypedzi = Polski trzech mocarzéw,
Albo sam na nim padnie. Dalej w polskiej szacie
Siedzi [Rejeai, ialoénf] po wilnosci swrade;

W rel treyma nét oftrzem swrécony do fona,

A przed nim leéy Fedon'” i fywot Kafpna®®.

Dalsj Jasisiski®, miodsian pickny { pfisc

Obol Korsak®, wwizys: jego nieo&n;pn
Stoja na ssaricach? Pragi, na swsach Moskali,
Siekac wrogéw, a Praga jui si¢ wholo pali
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