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Przypadek jednorodny

W pracy [8] udowodnitem nastepujace przypuszczenie Schinzla
wypowiedziane w druku w 2008 r.

Twierdzenie 1.1.

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I' i dowolnych ay,...,ax € T oraz
dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich by, by, . .., by liczba rozwiazan
réwnania

k
E aiXj = 0
i=1

w nieujemnych catkowitych x; < b; jest co najmniej

k
2'=POTT(bi + 1), (1)

i=1

gdzie D(T') to stata Dawenporta grupy T.
Wepétczynnik 21=P(T) jest najlepszym mozliwym wspétczynnikiem
niezaleznym od a;, b;, a zaleznym tylko od T'.
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Przypadek jednorodny

Fakt, ze jaki$ dodatni wspétczynnik, zalezny tylko od T, istnieje zostat
juz udowodniony w nieopublikowanej pracy M. Drmoty i M. Skatby [7]. J

Maciej Zakarczemny Number of solutions in a box



Przypadek jednorodny

Lematy i definicje.

Niech I' bedzie skoficzong grupa abelowa z dziatabem o zapisie
multiplikatywnym.

Definicja 1.2.

Definujemy stata Dawenporta D(T') jako najmniejsza dodatnia liczbe
catkowita n taka, ze dla kazdego ciagu gi, - . ., g, elementéw skonczonej
grupy abelowej I, istnieje niepusty zbiér indekséw

1<ih<..<i<n

takich, ze:

g,'l-...-g,'t:]..
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Przypadek jednorodny

Dla grupy z notacja multiplikatywna. Twierdzenie (1.1) ma postac:

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I oraz dla dowolnych
ai,...,ax €I, oraz dla dowolnych catkowitych dodatnich by, ..., by

k
liczba rozwiazan réwnania [] a; = 1 w nieujemnych liczbach
i=1
catkowitych x; < b; jest co najmniej

k
2'=POTT(bi +1). (2)

i=1
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Przypadek jednorodny

Uwaga 1.3.

W Twierdzeniu (1.1) wspotczynnik 2'=P(T) jest najlepszym mozliwym
wspotczynnikiem niezaleznym od a;, b, a zaleznym tylko od T.

Na podstawie definicji statej Dawenporta, mozemy znalez¢
81,---,8p(r)—1 € I takie, ze iloczyn elementéw kazdego niepustego
podciagu tego ciagu jest rézny od 1 w I'.

D(r)—1
Wtedy liczba rozwigzan réwnania [[ g% =1, gdzie x; =0 lub x; = 1,

i=1

D(MN—1
jest réwna 1 =212 T (1+1). O
i=1
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Przypadek jednorodny

Dla n > 1 mamy nastepujaca rownos¢ w Q[x] oraz w pierscieniu
grupowym QII]:

L+ x+2+.. +x"=) 271+ x)(1+x)". (3)
j=0

Dowdd.

Indukcja po n. 0
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Przypadek jednorodny

Definicja 1.5.

Dla elementu ) N,g pierscienia grupowego Q[I'] oraz liczby n € Q
ger
piszemy

Z Ngg = n wtedy itylko wtedy gdy Ny > n.
ger
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Przypadek jednorodny

Twierdzenie 1.1 w notacji mltiplikatywnej jest réwnowazne stwierdzeniu:

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I i dla dowolnych a;,...,a, €T
oraz dla dowolnych catkowitych by, ..., by mamy

k k
[Ta+a+...+a") = 2" PO (b + 1), (4)

i=1 i=1

gdzie D(I) jest statg Dawenporta grupy T.
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Przypadek jednorodny

Dowéd

N
» |

Interpretujemy réwnanie [[(1+a;+...+a%) = > Ngg

i=1 ger
kombinatorycznie.
Rozwazmy ciagi a1°, a,*2,..., a™*, ktére maja iloczyn réwny 1 w I,
gdzie x; < b; to nieujemne liczby catkowite.

Zauwazmy, ze Nj zlicza wtasnie takie ciagi.
k

Zatem liczba rozwiazan réwnania [] a = 1 w nieujemnych liczbach
i=1

catkowitych x; < b; jest réwna Nj.

Wynika stad, ze

k
Ny > 2100 H (bi +1)
i=1

wtedy i tylko wtedy gdy (4) zachodzi. OJ
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Przypadek jednorodny

Niech T bedzie skoriczona grupa abelowa.
Dla dowolnych ay, ... ,ax € T mamy

(1+ar)-... (14 a) =220 .2k (5)

Dla petnosci ekspozycji przytoczymy dowéd Olson’a (patrz [3]).
Dowdd bedzie indukcja ze wzgledu na k.
Dla kK < D(T') — 1 mamy

(L+a1) ... (14 ac) = 1> 21PN . ok

i relacja jest prawdziwa.
Zatézmy, ze relacja jest prawdziwa dla liczby czynnikéw mniejszej od k,
gdzie k > D(I') — 1.

V.
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Przypadek jednorodny

Dowéd c.d

Zatem k > D(T).
Z definicji statej Dawenporta mozemy zatozy¢, bez straty dla ogélnosci
rozwazan, ze

ap-...-a; = 1dlapewnegol <t < D(I).

Z zatozenia indukcyjnego

t k
[T +a) I @+a) =220 2,
i=2 i=t+1
k
JI(+a;) = 21720 2+,
i=2
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Przypadek jednorodny

Zatem . . .
H(l +aj) = H(l +ai) + a1 H(l + a;)
i=1 i=2 i=2
K t k
:H(1+a;)+al- ~atH(1+a, D) H(1+al)
i—o =2 i=t+1
k
—H(1+a, H1+a, YT a+a)
i=2 i=t+1

s ol=D(I)  pk—1

1 91-D(1)  gk—1 _ p1-D(F) , ok
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Przypadek jednorodny

Dowdd Twierdzenia 1.1

Trzeba pokazaé, ze:
Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I' i dla dowolnych a;,...,a, €T
oraz dla dowolnych catkowitych by, ..., by mamy

k k
[[a+a+...+a%) = 2""PO (b + 1), (6)

i=1 i=1

gdzie D(I) jest stata Dawenporta grupy T.
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Przypadek jednorodny

Dowdd Twierdzenia 1.1

Korzystajac z tozsamosci (3) dostajemy

k

[[a+a+... +a" Hsz 5114+ af)(1+a)o~  (7)

i=1 i=1 j=0

= > H2f' bi=1(1 4 af)(1 4 a;)b .

0<j1<by i=1
0<j2<b>

0<ji < by
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Przypadek jednorodny

Dowdd Twierdzenia 1.1 c.d.

Z lematu (1.6) mamy

> H2J' Y1+ o) (14 a)

0<ji<by i=1
0</2<b>

0<ji<bx

> p1-D(T Z sz, bi—151+bj—ji _ 91-D(I) Z 1

0<j1<by i=1 0<j1<bs
0<j2<b> 0<j>2<b>
0<jx<by 0<jik<bx
k
1-D(r
=2 ) H(b,' -+ 1).

j=1
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Przypadek jednorodny

Dowdd Twierdzenia 1.1 c.d.

Zatem
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Przypadek jednorodny

Twierdzenie (1.1) mozna przepisa¢ w nastepujacej postaci:

Niech ni | ng| ... | n liczby catkowite dodatnie, aj; liczby catkowite, b;
liczby catkowite dodatnie, gdzie 1 < i < k, 1 <j </, wtedy liczba
rozwigzan uktadu kongruencji

ar1xy + az1x2 + ... + ag1x¢ = 0 (mod ny),

a1ax1 + azax2 + ... + agax, = 0(mod n2),

ayxa + agix2 + ...+ ayxe = 0(mod ny),

w nieujemnych x; < b;, jest co najmniej

k
1= D(Ziny ®Lny ®...BZn;) H(b,- +1).

i=1
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Uwagi historyczne

Uwagi historyczne
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Uwagi historyczne

Andrzej Schinzel w pracy [4], postawit hipoteze dotyczaca przypadku
jednej kongruencji:

Niech neN, a; € Z i b; e N(1 </ < k).

Liczba N(n; a1, by; . .. ; ak, bx) rozwigzan kongruencji

K
Z a;x; = 0(mod n), gdzie 0 < x; < b;

i=1

spetnia nieréwnosé N(n; a1, by; ... ak, bx) > 217" Hf-;l(b,- +1).
Poniewaz dla k =n—1

k
N(m1,1;...51,1) =1=2""]](1 +1).
————

n—1 razy =1

Zatem 217" jest najlepszym mozliwym wspétczynnikiem niezaleznym od
a;, b;, a zaleznym tylko od n.
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Uwagi historyczne

Jest to szczeg6lny przypadek Twierdzenia (1.1) gdy I to grupa
cykliczna Z,,.

W pracy [4] zostaty udowodnione dwa twierdzenia,

pierwsze dotyczace przypadku jednej kongruencji (nieréwno$¢ zachodzi,
przy dodatkowym zatozeniu, ze (a;, n) = 1 dla wszystkich i < k),

oraz drugie dotyczace ogdlnego przypadku grup abelowych:

dla kazdej skonczonej grupy abelowej I', oraz kazdego wektora
[a1,...,ak] € Tk, liczba rozwigzah réwnania a;x; + ... + axxx = 0,

w nieujemnych catkowitych x; < b;, jest co najmniej

(M) -1)(IF |- 1)H bi+1),

gdzie 7(x(I)) liczba dzielnikéw charakterystyki I
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Uwagi historyczne

Nastepnie we wspélnej pracy z A. Schinzlem [6] pokazalismy, ze

w przypadku jednej kongruencji modulo n, ze wspétczynnikami a;,
twierdzenie zachodzi przy dodatkowym zatozeniu, ze dla dowolnych
i,j < k albo (aj, n)|(aj, n) lub (aj, n)|(a;, n) lub nl|[a;, aj].
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Uwagi historyczne

Schinzel w pracy [5] udowodnit miedzy innymi nastepujace twierdzenie.
/
Niech n = [] q3*, gdzie g\ to rézne liczby pierwsze, ay > 0 oraz
A=1
!
1 min{/,2/—5}
Z qx <1+ n :
A=1
Niech a;, b; catkowite, b; > 0,1 < i < k.
Wtedy liczba N(n; ay, by; ... ; ak, bx) rozwigzan kongruencji
k
Z a;ix; = 0(mod n), gdzie 0 < x; < b;
i=1
spetnia nier6wnos¢
k
N(n; ay, by;. .. ak, b)) = 2" [ [ (bi + 1)
i=1

Maciej Zakarczemny Number of solutions in a box



Uwagi historyczne

Twierdzenie to pociaga za soba Twierdzenie (1.1) sformutowane na
wstepie w przypadku jednej kongruencji modulo n, czyli réwnowaznie
grupy Z,, dla n o gestosci 0.94, ponadto dla n < 60, lub k < 16 (patrz

[51)-
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Uwagi historyczne

W aneksie do pracy Schinzla [5] Jerzy Kaczorowski pokazat, ze

k
N(n; a1, by;...;ak, bk) > n+k 1 Hb +1).
i=1

W kolejnej pracy Karol Cwalina i Tomasz Schoen [1] pokazali, ze
Twierdzenie (1.1) zachodzi dla jednej kongruencji modulo n, tym samym
zakonczyli dowéd Twierdzenia (1.1) w szczeg6lnym przypadku grupy
cyklicznej Z,, z najlepszym mozliwym wspétczynnikiem 21",
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Uwagi historyczne

W pracy Olsona [3] znajduje sie dowdd nieréwnosci z Twierdzenia (1.1),
dla dowolnej grupy abelowej I', ale w szczegélnym przypadku

by = by = ... = b, = 1, co sugeruje, ze whasciwym wyktadnikiem jest
1 — D(I), patrz takze Schinzel([4],p.364).

Ostatecznie, w pracy [8], uzywajac zupetnie innej metody udowodnitem
Twierdzenie (1.1).

W kolejnej pracy [9], ktora jest obecnie w recenzji w Colloquium
Mathematicum, rozwazatem przypadek réwnania niejednorodnego.
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Przypadek niejednorodny

Przypadek niejednorodny
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Przypadek niejednorodny

Przypadkiem niejednorodnym zajmowatem sie w pracy [9] pokazujac dwa
twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I' oraz dowolnych
k

g,a1,...,ax € I, jesli istnieje rozwigzanie réwnania Z aixi=g

w nieujemnych catkowitych x; < b;, gdzie b; sa ca%kownte dodatnie,
wtedy liczba takich rozwiazan jest co najmniej

k
3P (ki +1). (8)
i=1
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Przypadek niejednorodny

Uwaga

Niech I' = nZ, bedzie sumga prosta n grup cyklicznych rzedu 2,

ai, az,...,a, bedzie baza dla T.

Witedy liczba rozwigzan réwnania Y a;x; = > a; w nieujemnych liczbach
i=1 i=1

catkowitych x; < b; = 2, wynosi 1.

Poniewaz D(I') = n + 1 (patrz Olson [1]) oraz 1 = 3!=P(D " (2 +1).

Otrzymujemy, ze 31=P(") jest najlepszym mozliwym wspétczynnikiem

niezaleznym od a;, b;, g, a zaleznym tylko od T.
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Przypadek niejednorodny

Twierdzenie 2.3.

Dla kazdej skoniczonej grupy abelowej I', oraz dowolnych
k

g,a1,...,ax € I, jesli istnieje rozwigzanie réwnania Z axi=g

w nieujemnych catkowitych x; < b;, gdzie b; € {2° — 1 s € N},
wtedy liczba takich rozwigzan jest co najmniej

k
2P (ki +1). (9)

i=1
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Przypadek niejednorodny

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I i dla wszystkich
ai,...,ak, 8 € T, liczba rozwigzan réwnania Hfle ai=g
w nieujemnych catkowitych x; < b; jest rowna Ny, gdzie

k

g_1H(1+a,-+...+a;b"):ZNhh,

i=1 her

Jest tozsamoscia w Q[I].
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Przypadek niejednorodny

Dowdd.

K
Interpretujemy réwnanie g~ [[(1+a; + ...+ a;%) = > Nyh
i=1 her

kombinatorycznie.

Dla g € T rozwazmy ciagi a1™, a2, ..., ay*, ktére maja iloczyn g,
gdzie x; < b; s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi.

Wtedy N zlicza te ciagi.

Zatem liczba rozwigzan réwnania [, a7 = g

w nieujemnych liczbach catkowitych x; < b; jest réwna Nj. O
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Przypadek niejednorodny

Twierdzenie 3.1 w multiplikatywnej notacji jest rownowazne stwierdzeniu:

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I', dla wszystkich g, a;,...,a, €T,
k

jesli istnieje rozwiazanie réwnania [ a;% = g
i=1
w nieujemnych catkowitych x; < b;, gdzie b; sa dodatnimi

liczbami catkowitymi, wtedy zachodzi relacja:

k

g [[a+ai+...+a") =3 POT](b; (10)

i=1 i=1

x

gdzie D(I) jest stata Dawenporta grupy I'.

Whynika z Lematu 3.4 i Definicji 1.5.
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Przypadek niejednorodny

Twierdzenie 3.3 w multiplikatywnej notacji jest rownowazne stwierdzeniu:

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I', dla wszystkich g,a;,...,a,x € T
oraz dla wszystkich dodatnich catkowitych
b1, b, ..., bk € {2° —1:s € N}, jesli istnieje rozwiazanie réwnania
k
I a7’ = g w nieujemnych catkowitych liczbach x; < b;, wtedy zachodzi
i=1
relacja:
k k
g [Ja+ai+...+a") =2 PO (b +1). (11)
i=1 i=1

v

Wynika z Lematu (3.4) i Definicji (1.5).
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Przypadek niejednorodny

Lemat 2.5.

Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej I oraz dla wszystkich
k

g, a1, a,...,ax € T, jesli istnieje rozwigzanie réwnania [ a;/ = g
i=1

w nieujemnych liczbach catkowitych x; < 1, wtedy

k
g [J(+a) = 207P0 2k, (12)

i=1
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Przypadek niejednorodny

t
Mozemy zatozy¢, ze [ a; = g, gdzie 1 < t < k.
i=1

Mamy tozsamosci:
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Przypadek niejednorodny

Z Twierdzenia (1.1)
¢ K

[Ta+a" J] (1+a) =2 P02k,

i=1 i=t+1
Zatem .

g [J(+a) = 207002k,
i=1
O
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Przypadek niejednorodny

Jesli 0 < t < b, gdzie t, b sa catkowite, wtedy b— t + 1> (3)f(b+1).

Sprawdzamy, ze funkcja f(x) = 2(%))‘ — x — 2 jest rosnaca w przedziale
(1, 00). Poniewaz f(0) = (1) =0, f(2 1 dostajemy 2(3)t > t + 2 dla
nieujemnych I|czb ca’fkomtych t.

Zatem 1 — 355 > 1— ;5 > (5), wiecb—t+ 1> (3)(b+1). O

v
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Przypadek niejednorodny

Dla s > 1 mamy nastepujaca rownos¢ w pierscieniu grupowym Q[I'] :

S
1+ x+x3+.. +xX =T +x*7). (13)

Jj=1
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Przypadek niejednorodny

Dowéd.

Indukcja matematyczna ze wzgledu na s.

Dla s =1 mamy
1

1+x= H(l —|—x2j71)
j=1

i réownos¢ jest prawdziwa.
Zatézmy, ze réwnos¢ jest prawdziwa dla s — 1, gdzie s > 1.
Wtedy dla s mamy kolejno

Lbx+ o+ = (4T ) x4+ 4+ ) =

s—1 s
=1+ 2 [+ =[Ja+x7),
j=1 j=1
czyli réwno$¢ zachodzi. O
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Przypadek niejednorodny

Dowdd Twierdzenia 3.1

Trzeba pokazac¢, ze:

Dla kazdej skorniczonej grupy abelowej I', dla wszystkich g, a1,...,ac €T,
k
jesli istnieje rozwigzanie réwnania [ /% = g

i=1
w nieujemnych catkowitych x; < b;, gdzie b; s3 dodatnimi
liczbami catkowitymi, wtedy zachodzi relacja:

k k
g [ +ai+... +a") = 3" PO (b + 1), (14)
i=1 i=1

gdzie D(I) jest stata Dawenporta grupy T.
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Przypadek niejednorodny

Dowdd Twierdzenia 3.1

Mozemy znalez¢ 0 < t; < b;, gdzie 1 </ < k, takie ze
ata2 ... .- =g.
Z definicji statej Dawenporta, mozemy zatozy¢,ze:

k
Y <D -1 (15)

Niech t; = b dlal <i<s<k;ti<b dlas+1<i<k;
jesli t; < b; dla 1 < j < k, wtedy wezmy s = 0.
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Przypadek niejednorodny

Mamy réwnania

s k
g*IH(1+a;+...+a?") H (e - ™t 4 ) =
i=1 i=s+1
s k 1.5
= ((Ha,@”’) ( 11 af")) [Ta+a+...+3a)
i=1 i=st+1 i=1

K
: H (G L R

i=s+1
s k
=[[a+a"+.. .+ @Y [[ @ +a+...+a"")
i=1 i=s+1
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Przypadek niejednorodny

Z Twierdzenia 1.1

ﬁ(1+a ) )H(1+a, oot abiTh) =
i—1 i=s+l
s K
i21—D(F) (bi +1) (bi —t; +1)).
() ( 1T )
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Przypadek niejednorodny

Mamy z Lematu 3.6, ze
s k
217D(F) (b,‘ + 1) (b,' — ti 1) >
(Me+n)( T1 )
s k
> 2 PO (T]6+ 1) (T G)(bi+1)) =
i=1 i=s+1
= 21—D(F)(%)Ef:s+1 & ﬁ(bi +1)> 21—D(I’)(%)Z,-i1 ti ﬁ(bi +1).

i=1 i=1
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Przypadek niejednorodny

Poniewaz (15) zatem dalej
.k
PO ()= (b +1) >
i=1
K K
ZQI—D(F)(%)D(F H(b _|_1 31 D(r H b _|_1
i=1 i=1
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Przypadek niejednorodny

Skad
k k
g_ll—[ (UG ) H (@i a4, . +a7) = 3100 )H(b;—i—l).
=1 i=s+1 i=1

Ostatecznie

k k
g [ +ai+...+a) = 3--CO (ki +1).
i=1 i=1
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Przypadek niejednorodny

Dowdd Twierdzenia 3.3

Niech b; = 2% — 1, gdzie s; € N.
Bierzemy 0 < t; < b;, gdzie 1 < i < k takie, ze aj'az - ... a2 = g.
Poniewaz 0 < t; < 2% — 1 mozemy znalez¢ €; € {0, 1} takie, ze

si
= E 6j;2j_1
Jj=1

dlal<i/<k.
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Przypadek niejednorodny

Uzywajac (13) z Lematu (3.7) otrzymujemy

a7 i(l+a+...+ab)=a7"[J(1+a2 )=

Si
j—1
~- S g2t s si si

= a, j=1 H 1 + azj Ha/ €27t H 1 4 a,?j_l) _
j=1
S Lot pimt
= Hai o (l+a )=
j=1

gdzie njii = 1-— 26j,' € {—1, 1}
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Przypadek niejednorodny

Zatem
k k k s P
g ! H(1+a;+. . Aaf) = H a; (1+aj+. . .+a3;%) = H H(1+a?jf2 )-
i=1 i=1 i=1 j=1
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Przypadek niejednorodny

Z Twierdzenia (1.1)

k s )
Hﬁ(l—I—a?""zJ_l o« ol— DF)HH2_21 D(T H2

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

k
= 2P T (b +1),
i=1

co daje

K
g_ln(l—l—a,-—i—...—l—a, 3= =T H
=il

i=1
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O statej Dawenporta

Stata Dawenporta

Definujemy stata Dawenporta D(T') jako najmniejsza dodatnig liczbe
catkowitg n taka, ze dla kazdego ciagu gi, - . ., g, elementéw skonczonej
grupy Abelowej I'; istnieje niepusty ciag indeksow

1<ih<...<ip<n

takich, ze w grupie I zachodzi réwnos$¢:

gi1+"'+gl}:0'

Dla przyktadu:

Niech Z,, bedzie grupa cykliczna o rzedzie n; wtedy D(Z,,) = n.
Niech Z,, ® Z,, bedzie sumga prostg grup cyklicznych o rzedach
odpowiednio ny, ny gdzie ni|ny wtedy D(Z,, @ Zp,) = 1y + np — 1,
patrz John E.Olson [2], [3].
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Stata Dawenporta oszacowania

Niech I' = Zy,, & ... & Ly, oraz niech gq, ..., g, baza T, gdzie ord(g;) = n;
dla 1 <i <7r. Wtedy ciag

nie ma podeiagu niepustego o sumie rownej 0.
Zatem:

D) —1> (n;—1).
i=1

Maciej Zakarczemny Number of solutions in a box



Bibliografia

Stata Dawenporta oszacowania

W 1960, D. Kruyswijk i J.E. Olson ndowodnili niezaleznie nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.12. Jesli T jest p—grupg lub r(T) < 2, lo

D) —1 =3 (ni— 1).

i=1
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Stata Dawenporta oszacowania

P.van Emde Boas, A combinatorial problem on finite abelian groups I1,
Raports ZW-1969-007, Mathematical Centre, Amsterdam, 1969,

—1> Z —1dlal'= Z‘”‘ & Ly 0, gdzie k cakowite dodatnie.
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Stata Dawenporta oszacowania

Potem pokazano, ze dla kazdego v > 4 jest nieskonczenie wiele grup z

r([)=7roraz D(T) —1 =3 (n; — 1).
i=1

A.Geroldinger, R.Schneider, On Davenport’s constant, .J. Combin. Theory
Ser. A G1 (1992)

-

Twierdzenie 3.13. Mamy D(T)—=1 > 3 (n;—1) w kaZdym z nastepujacych

=1

przypadkiw:

1. T = Zopy @ 72 © Fagy, gdzic m,n = 3sq nicparzyste oraz mn.

2T =Za Zg;f. gdzie 1 > 3 jesl nieparzyste oraz 2 <@ < 4.

3T =72 @ Loy, @ Doy, gdzie m > 1, n > 3 sy nieparzyste oraz m|n.
4. T =Z1® Zym, gdzie nym > 2, mn — 1.
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Stata Dawenporta oszacowania

Przyklad:

Niech T' = Zg @ Zg, natomiast {eq, eq, eq,eq} zbior generatorowl, gdzie
ord(e;) = ord(es) = ord(es) = 3, ord(e,) = 6.

Ponadto niech

g =—er+textegteq, gpo=¢e —erteztey gz=e+ey—egtey

g1 = —€1+ €2+ €3 —€y, Js = €1+ e+ €3+ ey,

6 = €2 — €3 — €y, §7 = —€a + €3 — €4,

Wrtedy ciag g1, 91, 92, 92, 93, 93, 94, 94, 95, g5, g6, g7 nic ma niepustego pod-
ciagu o sumie 0 w Zj @ Zg.

Przyktad:

Niech T' = Z% @ Zg, natomiast {ey, eq, €3, €4, €5} zbior generatorowl, gdzie
ord(e;) = ord(es) = ord(es) = ord(ey) = 2, ord(e;) = 6.

Ponadto niech

gi=¢€;+e5 dlal <i<4d gs=e9+e3+e4+es,

ge=e1+eztestes, gr=e1+eateg+es, gs=e1+ex+e3+2es
Wtedy ciag g1, 92, g3, 91, 95, J6, 97, g8, Js, §s nie ma niepustego podciagu o
sumie 0w Zi @ Zg.
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Stata Dawenporta oszacowania

Twierdzenie 3.14. Niech I' = Z5 @ Z,,, gdzie n > 3 nieparzyste.
Wiedy D(I') — 1 =3 "(n; — 1), wiedy i tylko wtedy gdy v < 4.

Hipoteza 3.15. Jesli #(I') =3 lub I' = Z, gdzie n,r > 3,
r

to D(I) —1=>(n; —1).

i=1
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Stata Dawenporta oszacowania

Gorne oszacowania na stala Davenporta.

Van Emde Boas and Kruyswijk i Meshulam
Twierdzenie 3.16. Niech n > 2 wykladnik T

D) < n+|nlog ‘g‘J (Dokitadne dla grup cylliczoych.)

Hipoteza 3.17. (znacznie lepsze niz dotychezas znane ograniczenie):

Jesli |G| > 1, r(T) =, to D(T) < Z(n, —1l)+r= Z n;.

R.B. Eggleton and P.Erdés, Two combinatorial problems in group theory,
Acta Arith. 21(1972),111-116.

Twierdzenie 3.18. Jedli T niceylkliczna grupa abelowa, to D(T) < %\G\ +1.
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Notacja multiplikatywna

Dziatanie wewnetrzne

Dziataniem wewnetrznym (lub kréce] dziataniem) w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie produkiu kartezjafiskiego AxA w zbiér A. Innymi stowy méwimy, ze w zbiorze A
okreslone jest dzialanie wewnetrzne, jesli kazdej parze uporzadkowanej (a.b) elementow zbioru A przyporzadkowany jest dokladnie jeden element zbioru A (zwany wynikiem
dzialania na elementach a i b)

Jezeli “AxA—A jest dzialaniem wewnetrznym w A, to zazwyczaj wynik dzialania * na elementach a. b=A oznaczamy przez: a*b (nie zas przez (a.b) )

Dla oznaczenia dzialan wewnetrznych stosujemy czesto symbole: x, +, - W przypadku uzycia symbolu 4 méwié mozemy o notacji addytywne (dzialanie nazywamy wowczas
dodawaniem, za$ wynik - suma); w przypadku uzycia - 0 multiplikatywnej (dziakanie nazywamy mnozeniem, zas wynik iloczynem). Przy stosowaniu notacji multiplikatywnej czesto
symbol dziatania pomija sie. tzn. zamiast g - b piszemy ab.

Dziatanie zewnetrzne

Niech A F beda dowolnymi zbiorami niepustymi. Dziataniem zewngtrznym w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie produktu kartezjanskiego FxA w zbior A. Zbior F
nazywamy zbiorem operatorow.
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Grupa abelowa

Grupg (@, +) nazywamy abelowa, gdy dia kazdych a, b € ( zachodzi

Przemiennos¢

a+b=b+a

tacznosé

(a+b)+c=a+(b+¢)

Istnienie elementu neutralnego

Jate=a

Istnienie elementu przeciwnego

Vﬂ;'bg + b = e. gdzie e jest elementem neutralnym
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Fundamentalne twierdzenie o skonczonych grupach
abelowych

Niech T' bedzie skoficzona grupa abelowa. Dla n calkowitego dodatniego,
niech Z, oznacza cykliczna grupe z n elementami. Na podstawie Funda-
mentalnego Twierdzenia dla Skoniezonych Grup Abelowyeh mamy

P27 @y @ ... By 2T Ly ® ... O Fy,,

gdzie r =r(T") to ranga ', s = s(I") to calkowita ranga T,
My ey Ny, 10 licy
to potegi liczh pierwszych. Ponadto ny, ..., 1., q1, 92 - . ., Gs sa jednoznacznie

wyznaczone przez I'. Ponadto n, to wykladnik I'. Niech s calkowite dodat-
nie, elementy g, ...,gs z ' sa niezalezne jesli g; # 0dla 1 < ¢ < sidla

calkowite takie, ze 1 < ny|nal|...|n, oraz q,92...,

dowolnych my, ma, ..., ms € Z,
Zmigi = 0 implikuje myg; = ... = mygs = 0.
i=1

Ponadto tworza baze jesli sa niezalezne oraz I' = {g1) & ... & {gs).
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Pierscien

Pojecie pierscienia.
Definicja Niech R bedzie zbiorem niepustym.

(1) Algebre (R, +.-) nazywamy pierscieniem, gdy (1, +) jest grupa abelowq, dzialanie - jest laczne
oraz rozdzielne wzgledem dzialania 4+, to znaczy

Vr,y,z€R[z-(y+2)=zx-y+z-z]

Vr,y.z€R|y+z)-r=y-x+z- 2]

Dzalanie + nazywamy dodawaniem w pierscieniu R, a dzalanie - mnozeniem. Element neu-
tralny dodawania nazywamy zerem i oznaczamy przez (. Pierdcien (R, +. ) nazywamy pierscie-
niem zerowym, jezeli R = {0}.

(2) Algebre (R.+,-) nazywamy pierscieniem przemiennym, gdy jest pierscieniem i gdy mnoZenie
jest przemienne.

(3) Algebre (R, +,-) nozywamy piericieniem z jedynka, gdy jesi pierscieniem i gdy mnoZenic ma
element neutralny, ktory wéwczas nozywamy jedynks i oznaczamy przez 1.

(4) Algebre (R, +.-) nazywamy clalem. gy jest niezerowym prerscientem prze mienmym z gedynkg 1
gdy dla kazdego elementu réznego od  istnieje element odwrotny wzgledemn mnozenta.

Uwaga Niech (R, +.-) bedzie cialem. Wowcaas:
(1) R zawiera co nagmniej dwa elementy,
(2) (R.+) jest grupg abelowa.
(3) (R*.-) jest grupg abelowq. gdzie R* = R\ {0}.
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Pierscien przyktady

Przyklady:

(1) Pierscienie liczbowe. (Z, +,-).(Q, +.-). (B, +.-), (C, +, ) sa preykladami pierscieni przemien-
nych z jedynka. (N, +, -) nie jest piericieniem. Ponadto (@, +.-), (R, +,-). (C, +, -) sa ciatami, zas
(Z,+.-) nie jest.

(2) Pierscienie reszt. Niech n € N i rozwazmy Z, = {0,1,...,n — 1} z dzialaniami &,, oraz ®,.
(En, @n. ®,) sa przykdadami pierscieni przemiennych z jedynka. (Z,,@®,,®,) na ogol nie jest
cialem, chyba Ze n jest liczba pierwsza.

(3) Pierscienie wielomiandw. Niech R[] bedzie zbiorem wielomianéw zmiennej = o wspolezynni-
kach rzeczywistych. Wowczas (R[z]. +, ) jest pi sniem przemiennym z jedynka, ktory nie jest
cialem, gdzie 4 i - oznaczaja dziatama, odpowiednio, dodawania i mnozenia wielomianéw

(4) Pierécienie macierzy. Niech F' bedzie dowolnym cialem, niech M(n, F') oznacza zbiér mac ierzy

ratowych stopnia n o wspélezynnikach z ciata F. (M(n, F), +.-) jest piersci

ym + i - oznaczaja tu, odpowiednio, dodawanie i mnozenie macierzy. Pierscien ten na ogol
nie jest przemienny.

(5) Pierscien endomorfizméw. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. (V.+). Oznaczmy przez
End(V') zbiér endomorfizméw liniowych przestrzeni V. (End(V'), 4-0) jest pierscieniem z jedynka,
ktéry na ogél nie jest przemiennt, przy czym + i e sg tu dzialaniami, odpowiednio, dodawania i
skladania przeksztalcen liniow:

(6) Pierécienie funkcji. Niech (R, +“ -z) bedzie pierscieniem, niech X # (). W rodzinie funkeji

R ={f:X = R: f jest funkcja}

defmiujemy dzialania
(f + 9)(x) = flz) +g a(x) oraz (f - g)(x) = f(x) -p g().
(.’?‘ .+, -} jest pierscieniem, ktory jest przemienny, gdy R jest przemienny.
(7) Skoficzony produkt pierscieni. Niech (Ry. +1,-1), ..., (Ru. +n, -n) beda pierécieni
dukcie kartezjanskim R = Ry x ... x R, definiujemy dzialania “po wspolrzednych”:

(ay..... a,) 4+ (by..... bo) = (ay +1 by, ... a, +, b)),
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Pierscien grupowy

Pierscien grupowy. Niech (G, -¢) bedzie grupa, niech (R, +g, ‘r)
bedzie pierScieniem.

Niech R[G] = {f| f : G — R prawie wszedzie réwna0 }.

W zbiorze R[G] definiujemy w nastepujacy sposéb dziatania:

(f +&)(x) = f(x)+r&(x),

(F-8)x) = flxey ) raly).

YEG

wtedy (R[G],+, ) jest pierscieniem.
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Pierscien grupowy, sumy formalne

Niech G bedzie dowolna grupa skoficzong z dziataniem o zapisie
multiplikatywnym oraz niech R to dowolny pierscien.
Przez R[G] oznaczamy zbiér wszystkich formalnych wyrazen w postaci.

Zagg, og €R,g€G.
geG

Przyjmujemy

Z g8 = Z Beg

geG geG

wtedy i tylko wtedy gdy a, = 5, dla wszystkich g € G. Przy zapisie
elementéw w R[G] pomijamy sktadniki ze wspétczynnikami 0.

Piszemy: 0 zamiast »_ Og, g zamiast 1g, —ag zamiast (—a)g,
geG
a element neutralny grupy G oznaczamy symbolem 1 tak jak element

pierscienia R.
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Pierscien grupowy, sumy formalne

W zbiorze R[G] wprowadzamy dziatania dodawania i mnozenia przez

skalary
Z Qg8 + Z Beg = Z(O‘g + B¢)g-
geG g€G g€G
B Z Qg8 = Z(ﬂag)g-
geiG geaiG

Wprowadzamy mnozenie

Doagg || Do Beg | =D | D auhn| x

geG geG x€G \ gh=x
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Pierscien grupowy, sumy formalne

W
tak

hiorze K[(7] wprowadzamy dzialania dodawania i mnogenia przez skalary
czyni sie to z wektorami dodawanie:

A
(g1 + -+ + ongn) + (Bugy + -+ + Augn) = (01 + Si)g + - + (an + Fn g

mnozenie preez skalary:

(Brgr+ -+ Bogn) = (aB)g + -+ (@80 )gn.

Wprowadzamy j
w skrotowe] postaci

jedna operacje, ktorg jednak wygodniej zapisaé
Jest to operacja mnozenia:

(o) (£ ) = S e

gEG

gizie v> = Y 0y
gh=x
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lloczyn kartezjanski

Tloczyn kartezjanski

Nieech {Gj:¢ € I} bedzie rodzing grup, gazie T jest co najwyze] przeliczalnym zbiorem indekséw. Rozwazmy zbior
HG’, =G XGeX...xXGux...={(g1,09, -1 Gny-- )16 € Gs,i €T}
i€l
z dziataniem
def
(91,8251 Gy - - bty bay o By o )= (Grhas goba, - - Ga i, -

Powyzsze dzialanie wprowadza w tym zbiorze strukiure grupy. gdyz

= elementem neutralnym jeste = (ely [ TR ) gdzie €; jest elementem neutralnym grupy GK dla kazdego g € J.
« elementem odwrotnym do elementu ¢ = (g1, §a, - - ; Gy - - -} JESL g_1 = (gl_llg.;l, R M )

Powyzsza konstrukcjg nazywa sig iloczynem kartezjafiskim grup i oznacza symbolem H Gi,
i€l

W definicji zastosowano dla kazde] grupy zapis multyplikatywny.
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Tloczyn prosty
y prostym ) grup (; okreslonych wyzej nazywa sig podgrupe iloczynu kartezjanskiego grup H Gi okreslonego réwnoscia
el
act
T16:& g, 92, ny-- )2 T Yiom @5 = €3}
del

lloczyn prosty jest wiec zbiorem tych elementow iloczynu kartezjanskiego, ktorych prawie wszystkie wspolrzedne sa jedynkami odpowiednich grup. Grupa. kidra moze by
wyrazona jake suma prosta wiasciwych podgrup jest nazywana rozkiadalng, w przeciwnym wypacku nosi ona nazwe nierozkiadalnej
Uwagi

Jezeli [ = (1,2, e Y'n}Jss\ Zzbiorem skofnczonym, to iloczyn prosty pokrywa sie z iloczynem kartezjanskim grup, wowczas do jego oznaczenia stosuje sig rowniez zapis
Gy x Gy x...x Gy

Jezeli jednak [ = [ jest zbiorem przeliczainym, a (3; sa nietrywialne dia nieskoriczenie wielu § € [, to H G]‘ < H G]‘

Suma prosta

JezZeli rozwaz grupy A; z addytywnym m zapisu, to iloczyn prosty nazywa sig wowczas sumg prostq i pisze

DA

i€l

ns in a box
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