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Przygotowanie



Algebra

Teoria ciat.

Wyktady:
1. Wstep.

Relacja réwnowaznosci, zbiory ilorazowe (zbior klas reszt modulo n, liczby wymierne),
odwzorowania, dziatania algebraiczne. Grupa reszt Zn modulo n.

2. Teoria grup.
Podgrupy, warstwy, ich wtasnosci, twierdzenie Lagrange’a dla skoriczonych grup, podgrupy
normalne, grupy ilorazowe, homomorfizmy i izomorfizmy grup, twierdzenie Cayleya, grupy
cykliczne i ich podgrupy, izomorficzna klasyfikacja grup cyklicznych, grupy przeksztaicen,
twierdzenia o izomorfizmach grup, produkty i sumy proste grup, dziatanie grupy na zbiorze,
sprzezenie, centrum, centralizator, normalizator, twierdzenia Sylowa o grupach skoriczonych,
grupy proste, grupy rozwiazalne, grupy nilpotentne, struktura skonczenie generowanych grup
abelowych.

3. Teoria pierscieni.
Podpierscienie, ideaty jednostronne i obustronne, podciata, charakterystyka. dzielniki zera,
elementy odwracalne i elementy nilpotentne, pierécien reszt Zn, pierécien szeregdw potegowych,
homomorfizmy i izomorfizmy pierscieni, pierscienie ilorazowe, zwiazki z teorig liczb, twierdzenia o
izomorfizmach pierscieni, idealy pierwsze i idealy maksymalne, cialc klas reszt Zp, ciata
utamkow, chinskie twierdzenie o resztach.

4. Teoria podzielnosci w dziedzinach catkowitosci.
Relacje podzielnosci i stowarzyszenia, elementy rozktadalne i nierozktadalne, elementy pierwsze,
NWD, NWW, piercienie ideatow gtownych, pierscienie euklidesowe, pierscienie faktorialne.

5. Teoria ciat.
Rozszerzenie ciat, stopien rozszerzenia, element algebraiczny i jego wielomian minimalny,
rozszerzenie ciatl proste, rozszerzenie ciat skonczone, element pierwotny, twierdzenie
Kroneckera-Artina, ciato rozktadu wielomianu, ciata skorficzone, liczby algebraiczne i transcen-
dentne, ciato liczb algebraicznych, domkniecia algebraiczne, ciata algebraicznie domkniete,
zasadnicze twierdzenie algebry.
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Teoria grup
Pierscienie
Teoria podzielnosci w dziedzinach catkowitosci.
Teoria ciat.

Algebra

Twierdzenie Lagrange'a (teoria grup)

Twierdzenie Lagrange'a — twierdzenie teoril grup méwiace, ze w grupie skonczone] rzad dowolne] j&j podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy.
Dokiadniej, zachodzi rownos¢

¢l =|G: H]-|H]|
gdzie|G : H| oznacza liczbe warstw grupy (7 wzgledem jej podgrupy F, zas |G|, | H| odpowiednio rzad grupy i podgrupy.

Dowdd jesyusires

Niech (3 bedzie grupa skonczona. Rozpatizmy zbiér warstw lewostronnych {gH: g€ G} grupy (& wzgledem podgrupy [ Zbior ten stanowi rozbicie zbioru (G nan, = ‘G: H‘ [rd
definicji indeksu podgrupy) réwnolicznych ze zbiorem ff zbiorow: gy H, 92 H,... ,ynH

stad
G=gHUgHU...Ug,H.

poniewaz poszczegéine warstwy s3 roziaczne, 1o
|Gl = |gH| + |@H] + - + |92 H]

a skoro za$ wszystkie warstwy sa réwnoliczne z [, jest wiec
|Gl = H|+ |H| + ...+ |H| =n|H]|

zatem

|Gl =1G: H| - |H|



Teoria grup

Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teor

Algebra

Podgrupe V' grupy (3 nazywa sig podgrupa normaina, jesli wszystkie jej warstwy lewostronne réwnaja si¢ edpowiadajacym im warstwem
prawostronnym, tzn. gdy gN' = N g dia wszystkich g € G Fakt ten oznacza sie symbolem N <1 G-

Warunki rOwnowazne jeoyw ked)
Niech 7 bedzie podgrupa grupy (3. Wéwczas nastepujace warunki 53 réwnowazne:
(i) V jest podgrupa normaina,
(if) Zbiory warstw lewo- i prawostronnych [\ w (3 sa rowne, czy\iG/H = G’\H,
(iil) relacja réwnowaznosci ~ na zbiorze (3 ckreslona wzorem
ambESab e N
jest zgodna z dzialaniem w grupie (3. czyli dia wszystkich @, b, ¢, d € G
(a~b)A(c~d) = (ac) ~ (bd)
(iii"y relacja rownowaznosci ~ na zbiorze (7 okreslona wzorem
avb&hatbe N
Jest zgodna z dziataniem w grupie (5, czyli dia wszystkich a, b, ¢, d € G
(awb) A (¢ d) = (ac) « (bd).
(iv) dia kazdego g € (7 zachouzi gN g™ C N,
(iv) dia kazdego g € G zachodzi g’lj\’g CN
(v) dia kazdego g € (G zachodzi gN g~ = N.
(V) dia kazdego g € G zachodzi g ' Ng = N
(vi-vi') grupa [T jest ni icza ze wzgledu na senia, czyli

p(N) = Naap(n)= gng ' diadowolnege g € G
lub
#$(N) = Ndag(n) = g 'ng diadowolnego g € G,
(vii) NV jest suma kias sprzezonosci (3,
(viil) istnieje pewien homomorfizm okreslony na (7, kiérego jadrem jest V.
Kazdy z powyzszych warunkow moze by¢ przyjety za definicje normainosci podgrupy.

Niektérzy autorzy uzywaja oznaczenia NSuh (G dia rodziny wszystkich podgrup normainych grupy (5 (od ang. Normal Subgroup)
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Teoria grup
Algebra Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkoy
Teor

Twierdzenie Cayleya

Kazda grupa (7 jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy permutacii Sym (G) zbioru (. W szczegdinosci, kazda grupa (7 rzedu 1 jest izomorficzna z
pewna podgrupa grupy 3,

Dowdd jesytikoa
Dia dowolnej grupy (G, ) i dowoinego elementu g € G, niech odwzorowanie 'g: G — G' bedzie zadane wzorem 17,
Nalezy udowodnic, 7e przeksztaicenie 9 : (7 — Sym(G). u"(g) = :i'g jest zanurzeniem (monomorfizmemy.
W(G102)(%) = Ygi00(2) = (9192)7 = 1( o) = Vs (Vo))
= (g 0 ¥)(2) = ($(g) 0 ¥(8)) (2) '
zatem 1 (guge) = V(1) 0 ¥(ge)

Homomorfizm 1)) nazywa sie niekiedy reprezentacja regularna (5. PowyZsze rozumowanie jest dowodem na to, i dziatanie 1) grupy (3 na soble przez mnozenie z lewej strony jest
wieme.

= g Funkcja 1/'g jest bijekcja zbioru elementéw:
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Teoria grup
Pierscienie
Teoria podzielnosci w dziedzinach catko
Teoria ciat.

Algebra

Dziatanie grupy — w algebrze | geometrii sposob opisania symetrii obiektow za pomoca pojecia grupy. Istotne elementy obiektu opisane s za
pomoca zbioru, a jego symetrie za pomoca jego grupy symetrii, kiora skiada sig 2 i geometrycznych
Wspomnianego zbioru. Wowczas grupe te nazywa si¢ takze grupa i inie, jesli zbiér jest skor lub nie jest przestrzenia
liniowa) lub grupa przeksztatcen (szczegdinie, gdy zbior jest przestrzenia liniowa, a grupa dziata jak przeksztatcenia liniowe zbioru)
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Teoria grup
Pierscienie

Algebra

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teor

Grupa permutacji

Grupa permutacji — grupa wszystkich bijekcji pewnego zbioru w siebie (czyli permutacii) z skiadania role dziatania iidentycznoécia jako elementem
neutrainym. Elementem odwrotnym do danego jest funkcja (permutacia) eawrotna do danej, ktora zawsze istnieje z definicji bijekcji.

Niekiedy nazywana jest ona takze grupa symetryczna, zas przez niektorych autorow!” nazwa grupy permutacii stosowana jest na okreslenie jej (wiasciwe]) podgrupy.

Oznaczenia
W literaturze matematycznej istnieje szereg roznych systemow oznaczef uzywanych w kontekscie grup permutacji.

Gleichgewicht™ wprowadza symbol S'(_X') na oznaczenie grupy wszystkich permutacji zbioru X. Gay X = {1 22, n} to zamiast 5 X') pisze on S, Ten ostatni symbol jest
takze uzywany przez Langa™ oraz Browkina ! Natomiast Komorowski®™ uzywa oznaczert Bij ( XX ), H(n) na S( X ), S, odpowiednio.

WSr6d innych oznaczen spotyka sie rowniez & (X) E" oraz Sym(X) Ostatni rodzaj oznaczer jest uzywany szczegéinie w odniesieniu do zbiordw nieskoriczonych (i wiedy zwykle
uzywa sig nazwy grupa symetryczna’)

Przyklady

Gay X = {D‘ 1}‘ mamy tylko dwie permutacje zbioru X 0 — 0, 1 — 1 (identycznosciowa) oraz 0 — 1,1 — 0 (transpozycja). Jesli X = {l)‘ 1,2}‘ o mamy juz 6
permutacii

Zastosowania _
« Grupy permutacii okazaty sie szczegdlnie pomocne przy badaniu rozwiazywalnosci réwnan algebraicznych
« Dla kazdej liczby naturaine] n, rzad (liczba elementéw) grupy ), jest rowny nl
« Dlap > 2grupa S, nie jest przemienna, adiap, > 4 nie jest rozwigzaina
s Zachodzi tzw. twierdzenie Cayleya: kazda grupe mozZna utozsamiac z pewna podgrupg permutacji zbioru skiadajacego sig z elementow tej grupy.
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Teoria grup

Algebra Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkoy
Teor

Twierdzenia o izomorfizmie zostana najpienw wyrazone dia grup, gdzie przyjmuja prostsza postac | wyrazaja wazne wiasnosci grup florazowych. Wszystkie trzy dotycza .dzielenia” przez
podgrupg normaing.

Pierwsze twierdzenie (zsytjioq

JezeliG, H sagrupami, a
fiG—-H

jest homomorfizmem to

« jadro K homomorfizmu f jest podgrupa normalng G,
o obraz f jest podgrupa H, a
« grupa ilorazowa (3. / K ,nazywana czasem koobrazem, jest izomorficzna z obrazem f,

Jezeli ciag rozszczepia sie, 1o (3 jest w rzeczywistosci iloczynem pofprostym. W kategorii abelowej lemat o rozszczepianiu uscisla ten fakt do rozkiadu (3 na sume prosta

Drugie twierdzenie (znane tez jako trzecie) redytiroa
Niech
H, K beda podgrupami (5 i
H bedzie podgrupa normaing (3.
Wowczas
tioczyn F S grup  oraz [{ jest poogrupa w (3,
H N K jest podgrupa normaina w K, a
HK/H jestizomorficznaz K/ (H N K).
Trzecie twierdzenie (znane tez jako drugie) icsyuikea
Jezeli
M, N sa podgrupami normainymi w (3,
takimi, ze ) zawierasigw [V,
to
M jest podgrupa normaina w N,
N /M jest podgrupa normaina w G/ M , 2
(G/M)/(N/M)jest izomoriiczna z G /N.

Wynik ten uogdinia sie przez lemat dziewiatkowy na kategorie abelowe i bardziej ogéine odwzorowania miedzy obiekiami
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Teoria grup

Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkoy
Teor

Algebra

Toczyn kartezjanski suicea
) Osobny artykut: iloczyn kartezjanski
Niech {G;:1 € I'} bedzie rodzing grup, gdzie  jest co najwyze] przeliczalnym zbiorem indeksow. Rozwazmy zbior
TIG: =G x Gy x ... x G x oo ={(g1, 02, Gy -- )1 6i € Giyi €1}
il
Z dziataniem
(91901 Gns - WPy hos Ry )= (b, goha, - Gatin, -

Powyzsze dziakanie wprowadza w tym zbiorze strukture grupy, gdyz

« elementem neutrainym jeste = (61, €2y ey Cnye- _)‘ gazie e; jest elementem neutrainym grupy (5; dla kazdego § € 1.
« elementem odwrotnym do elementu g = (g1, G2, - -, G- JIEstg L = (g1 ", 0y e ey G aens)

Powyzsza konstrukcje nazywa sie iloczynem kartezjariskim grup | oznacza symbolem I1c:
iel

W definicji zastosowano dia kazde] grupy zapis multyplikatywny
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Teoria grup

Pierscienie
Algebra

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teor

Tloczyn prosty ek

prostym grup (G; okreslonych wyzej nazywa sie podgrupe iloczynu kartezjariskiego grup H Ga okreslonego rownoscia
i€l
dot
T1 G401 920 9n-- )2 Fon Vi s = €3}

el
lloczyn prosty jest wigc zbiorem tych elementow iloczynu kartezjariskiege, kiorych prawie wszystkie wspoirzedne sa jedynkami odpowiednich grup. Grupa, ktora moze by¢ wyrazona
jako suma prosta wiasciwych podgrup jest nazywana rozkiadalna, w przeciwnym wypadku nosi ona nazwe nierozkiadalnej

Uwagi =eyt ko)

Jezell [ = {1,2,. .., n}jest zbiorem skoficzonym, to iloczyn prosty pokrywa si¢ z iloczynem kartezjafiskim grup, wowczas do jego oznaczenia stosuje sie réwniez zapis
Gy xGax...x Gy
Jezelijednak [ = [N jest zbiorem ,aGysa y dia ficzenie wielu s € 1. to H G; < H G,

Suma prosta (o kod)

Jezeli rozwazamy grupy 4; z addytywnym sposobem zapisu, to iloczyn prosty nazywa sie wowczas suma prosta | pisze
DA
el

W algebrze abstrakcyjnej sumy proste grup uogdlnia sie na sumy proste przestrzeni

owych, modutow i innych strultur, wigcej w artykule o sumach prostych modutéw.
Sam zapis jest przemienny, tzn. dia sumy prostej dwoch grup przemiennych G = H ¢ K = K @ H. Jestrowniez faczny w sensie, ze jezell G = H @ K oraz
K=LeMvG=H¢(LoM)=Ha&LeM

JezeliG = H @ K. to mozna udowodnic, ze:

« diadowolnyehh € H, k € K zachodzih + k = k + h.
« dla dowolnych g € (G istnieja jednoznacznie wyznaczone h € H, k € K takie.ze g = h+ k.
+ zachodzi skracanie sumy w ilorazie, tzn. (H & K') /K jest izomorficzna z

Fakly te uogdinia sig fatwo na sume prosta skonczenie wielu grup.

Przyktady recyjroq

« grupa wekloréw na plaszczyznie eukiidesowe] o wspotzednych rzeczywistych z dodawaniem jest iloczynem prostym grupy liczb rzeczywistych z dodawaniem przez sama siebie
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Teoria grup

Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teor

Algebra

Tloczyn polprosty esmises
Niech beda dane grupy ' i ) oraz homomorfizm ¢: 1) — Aut N grupy ) w grupe automorfizmow grupy V'

y grup [V i [) za pos ©, m N X, D, nazywasie grupe skiadajaca si¢ z elementow (n, d), n € N,d € Dwrazz
dziataniem okreslonym wzorem

(n1,di){(n2,dr) = (n1a, (na), drda)

oraz odwrotnescia dang przez
—1 —1 —1

(n,d)™" = (W-l n),d )
i elementem neutralnym

(e.1)
gdzieg ¢ N oraz | ¢ [)sa elementami neutralnymi
lloczyn potprosty wewnetrzny fedyui coa

Niech " bedzie podgrupa normaing w (5. Dopeinieniem normalnym ) podgrupy [\ w (3 nazywamy zbiér speiniajacy warunki N (1 [} = {e} oaz ND = ( (réwnowaznie
DN = @G)
Grupe (7 nazywa s iloczynem péiprostym wewngtrznym podgrup N i [, co oznacza [ [ wiedy i tylko wiedy, gdy D) jest dopetnieniem normainym N

Jezeli grupa (3 jest iloczynem pdtprostym wewnetrznym swoich podgrup N i [, to jest ona izemorficzna z iloczynem potprostym N Xy D za posr
homemorfizmu i : D — Aut N okresionego jako 5@4(11) — dnd 1 czyli sprzezenie n, przez 4. Odwrotnie, iloczyn potprosty zewnetrzny N My D jest wewnetrznym
iloczynem potprostym swoich podgrup N x {1} oraz {e} x D, przy czym pierwsza z nich jest podgrupa normaing

Uwagi fedyiked)

o N 2, D = N x D wedy i tylko wieay, gay nomemorizm p: D — Aut N jest tywialny
7 . .
o N x4, D jest przemienna wiedy i tylko wiedy, gdy IV, D sa przemienne oraz (p: D — Aut N jest trywialny

Przykiady ooyt oo
« Grupa diedralna rzedu 27, jest iloczynem péiprostym wewnetrznym Dy, = Z,, X Zo.
« Grupa izometrii przestrzeni [R™ jest iloczynem péiprostym grupy obrotéw oraz symetrii z grupa translacii
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Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teor

Algebra

Niech (7 bedzie grupa, a X 0znacza pewien zbior, ktdrego elementy nazywane punktami beda oznaczane pismem prostym. Wowczas (lewostronnym) dziataniem grupy (3 na zbiorze
X nazywa sig funkcjg dwuargumentowa

GxX > X; (gz)—ryg-x
spetniajaca nastepujace dwa aksjomaty

c(gh)-x=g-(h-=),

«E T =0T,
gazie g, h 53 dowolnymi elementami grupy (5, element 2 nalezy do zbioru X', zas e oznacza element neutrainy w (. Zbior X nazywa sie wiedy (lewostronnym) (3-zbiorem, co
formalnie mozna 0znaczac para uporzadkowana { X, 7); 0 grupie ( méwi sie 2as, ze dziafa na X (2 lewe] strony),

, fizm w grupe sy YCZNG fedysi ko]

Powyzsze dwa aksjomaty gwarantuja, Ze dia kazdego g € (7 funkdja przeksztalcajaca 77 € X w § - T jest bijekcja {Pg zbioru Y, Jezeli nie prowadzi to do nieporozumien

wyznaczana jednoznacznie przez element g € G bijekele ip, (1) oznacza sig niekiedy symbolem g(x ) lub nawet - Diatego tez dziatanie grupy moze by¢ zdefiniowane jako

homomorfizm grupowy ¥ z G w grupe symetryczna Sym (X) wszystkich bijekeji X dany wzorem () = (9. Z tego tez powodu dowolny homomorfizm G — Sym( X) mozna

nazywat dziataniem grupy na zbiorze

Dziatanie to przypisuje kazdemu elementowi grupy permutacie X w taki sposéb, ze
. ja X T G Jest

o permutacia X odpowiadajaca iloczynowi g dwéch elementéw tej grupy jest ziozenie permutaci przypisanych do g oraz .,

Poniewaz kazdy element w (5 reprezentowany jest jako permutacja, dziatanie grupy nazywa sie takze reprezentacja permutacyjna
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Algebra

podzielnoéci w dziedzinach cat
Teoria ciat.

Stabilizator, orbita, punkt staly «suisea

Nazwy te nawiazujg do intuicji astronomicznych/geometrycznych dotyczacych badania ruchw. Stabilizator elementu nalezacego do zbioru to zbiér elementéw grupy, kire nie
_poruszaja’ elementu, stad stabilizafor catego zbioru to te elementy, kidre nie poruszaja™ elementow zbioru (stabilizujg je). Inna nazwa stabilizatora jest grupa izotrapii (oS — rowny,
Jjednakowy, trépos —zwrot, obrét, zob. izotropia). Punkty stafe to punkty, kiére nie 5a poruszane’ przez zaden element grupy, czyli stabilizowane przez cala grupe:

Orbita to zbiér punkidw, do ktérych mozna przejé¢ z danego punklu przy dziataniu grupy. Same orbity s3 roziaczne, a punkty moga przechodzié wykacznie na punkly nalezace do tej
samej orbity (kazdy punkt nalezy do pewnej orbity). Jezel dziatanie wyr6znia na zbiorze tylko jedna orbite (dowolny punkt moze przej$¢ na kazdy inny), to dziaanie nazywa sie wiernym
lub efektywnym; jest to réwnowazne temu, Ze wytgcznie element neutrainy grupy stabilizuje zbior. Ta dwoista nie jest pr. i orbily 53 ze soba scisle
powiazane.

Definicje feoytjked]
Niech grupa (3 dziata na zbiorze X oraz g € X, Zapis dziatania § - & zostanie zarzuceny na rzecz g( i) , co uwydatni sens oznaczer poszczegdlnych obiekiow.
Zbior
G(z) = {g(z): gy € G}
nazywa si¢ orbita elementu (wyznaczang przez element) &' ; czasami 0znacza sig go réwniez po prostu G (W nawigzaniu do oznaczenia dziatania jako gT).

Zvior wszystkich orbit w X ze wzgledu na dziafanie grupy (5 zapisuje sig symbolem X /3 i nazywa ilorazem dziatania; w kontekscie geometrycznym obiekt ten moze byé nazywany
przestrzenia orbit.

Zbior

L =1{g G gla) =x}
nazywa sie stabilizatorem badZ grupa izotropii elementu T, kiory oznacza sie réwniez symbolem Stab(z)_ Zbiér wszystkich stabilizatorow elementéw zbioru X nazywa sie
stabilizatorem (zbioru) badz grupa izotropii (zbioru) | 0znacza (7 y lub Stab(X) .

Punkt - nazywa sie punktem statym, jeZeli speinia on warunek
G(x) = {z}, 02l g(x) = x dakazdego g € G,

co jest rownowazne
G, =G.

Zbior punktow stalych wyznaczanych przez element § oznacza si¢ X9 a zbior wszystich punktow statych jest zapisywany jako Y'G_
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Algebra

podzielnoéci w dziedzinach cat
Teoria ciat.

WIasnosSei ooyt koa)

Orbity

‘Wiasnosci grupy gwarantuja, Ze zbior orbit w X twerzy pedziat tego zbioru ze wzgledu na dziatanie grupy (5. Relacja réwnowaznoscl wyznaczajaca ten podziat dana jest wzorem
T~y == Jeeq glz) =y,

a orbity s3 klasami abstrakeji tej relacyi, a wiec dwa elementy s3 uwazane za réwnowazne wiedy i tylko wtedy, gdy oba wyznaczaja te sama orbite (leza w jedne] orbicie), tzn

G(z) = G(y)-

Stabilizatory

Stabilizator (7, punkiu  jest poedgrupa w (G Wynika to z faklu, iz wraz ze stafa na pewnym punkeie bijekcja wyznaczana przez dany element do stabilizatora nalezy bijekcja do niej

odwrotna, ktora rowniez jest stata na pewnym punkcie oraz tego, iz ziozenie dwaoch bijekcji statych na danym punkcie réwniez jest tate na tym punkcie. Zwykle nie jest to jednak
podgrupa normalna. Grupa (3 dziata na X w sposob wolny wiedy i tylko wtedy, gdy wszystkie stabilizatory sa trywialne.

staviizator Stab(_X') catego zbioru to przeciecie wszystkich stabilizatoréw elementéw tego zbioru, gayz przeciecie podgrup danej grupy rowniez jest je podgrupa. Thumaczy to nazwe
.grupa izotropii*

Zbioru Y mozna iowat jako 2bi6r { g € G Vaex () = a}. Innymi siowy s3 to te elementy grupy g, Kidre wyznaczaja przeksztaicenia tozsamosciowe na
zbiorze X, czyli Pg = id . wynika stad, ze Stab(X)Jest podgrupa nermaing w (' jako jadro hemomerfizmu o: G — Sym(X).

Twierdzenie (e xon

Niech bedzie dane dia ustalonego ¢ € X przeksztaicenie G — X dane wzorem g — g(:) . Obrazem tego odwzorowania jest orbita wyznaczana przez punkt &, a koobraz jest
zbiorem wszystkich warstw ch G, Zwykie oilorazie teorii grup daje naturaing bijekce migdzy grupa ilorazowa G/ G, a G(x). Bijekcja ta dana
Jestwzorem b, -+ h(). Wynik ten znany jest w literaturze jako ,twi je 0 orbitach i stabili " (ang. orbit-stabllizer theorem) lub twierdzenie o klasyfikacj
G-orbit” (ang. classification of G-orbits).
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Zliczanie elementow
Powyzsze twierdzenie wraz Z twierdzeniem Lagrange'a daje
|G(x)| = [G:G,] = |GI/Gl.
Dia (71 X saskoficzonych dodatkowo zachodzi
|G(z)] = [G: Gul-
Wynik ten stosuje sie szczegolnie czesto podczas zliczania elementow zbioru

Sprzezenie stabilizatorow

Nalezy zauwazy¢, ze jezeli dwa elementy T, Y naleza do te] samej orbity, o ich podgrupy stabilizujace (3, , (7, sa i 16 (Iub sprzezone). Dokladniej: jedli y = g(x),to

Gy = yGzg

. O punktach majacych sprzezone podgrupy stabilizujgce mowi sig, ze maja ten sam fyp orbity.
Lemat Burnside'a

Wynikiem blisko zwiazanym z powyzszym twierdzeniem jest lemat Bumside'a:
1
|X/Gl= @ > 1,
geG

gdzie X9 to zbior punktow stalych wyznaczanych przez element §.Z wyniku tego korzysta sie giownie, gdy tak (7 jak i X sa skoficzone, mozna go wowczas interpretowac:
nastepujaco: liczba orbit jest rowna sredniej liczbie punktow statych przypadajacych na jeden element grupy.

Zbiér r6znic formalnych skoficzonych (G-zbioréw tworzy pierscien nazywany pierscieniem Bumnside'a, gdzie dodawanie odpowiada sumie roziacznej, a mnozenie iloczynowi
kartezjariskiemu
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Reprezentacja grupy iedyskod

@ Osobny artyku reprezentacja grupy.
Macierz 4 kwadratowa stopnia 7, € [N nad ciaiem J’ wyznacza przeksztaicenie liniowe przestrzeni linfowe] ™ w siebie. Peina grupe linowa GL (rz, K') mozna traktowac zatem
jako grupe przeksztaicen zbioru J, Kazdy homomorfizm o G — GL(n, K) wyznacza dziatanie grupy (5 na przestrzeni j{™ Dziatania te nazywa si¢ reprezentacjami grupy
w przestrzeni ™ Jesii (@ jest roznowartosciowy, to reprezentacje nazywa sic wierna,

Dziatania grupy na sobie (e koq

@ Osobne artykuly: kiasa i izator oraz

Dziatanie dowolne] grupy (3 na sobie przez mnozenie z lewej strony jest regulame. a wiec | wieme. Kazda grupa moze byG wiec zanurzona w grupie symetrycznej wiasnych elementow
Sym(@). Jest to wynik znany jako twierdzenie Cayleya
Innym waznym dziataniem grupy na sobie, bardzo pomocnym podczas badania jej strukiury, jest dziatanie poprzez tzw. automorfizmy wewnetrzne (sprzezenia), okreslone wzorem

g-x=grg".

Automerfizm g, (g) = g~ zapisywany jesttez czesto jako 19, gdyz zachowuie sie on, zgodnie ze swoim oznaczenie, tak jak potega

Orbitami tego dziatania sa zbiory G — {
G, = {g [=Xe8 g;gg’l = 1} nazywa si¢ centralizatorem elementu i oznacza CG(I) lub krétko: Z(:c) ;53 to wszystkie elementy grupy (7 przemienne z elementem .
Stabilizator C'¢;( () catego zbioru nazywa sig centrum grupy i oznacza sie symbolem Z( (7) ;3 to te elementy, kidre 53 przemienne z dowolnym elementem grupy

ge G} nazywane klasami z $ci (klasami , natomiast stabilizator

Réwnanie klas  (eayuron

Niech (7 bedzie grupa skoficzona dziatajaca na zbiorze skoficzonym X,a T, - . . , T, beda reprezentantami wszystkich orbit w zbiorze X _Poniewaz zbiér X rozpada si na
rozigczne orbity:

n
X= U G,
i=1
to prawda jest, iz moc zbioru X jest rowna sumie mocy poszczegdinych orbit, czyli sumie indeksow stabilizatordw w grupie (zob. wniosek):
n
[XI=3 [6: G-
i=1
Réwnanie to nazywa sie czesto réwnaniem klas, mozna je wyprowadzié wprost  twierdzenia o stabilizatorach i orbitach. Réwnanie kias jest narzedziem dowodzenia wielu twierdzefi w
teorii grup skoficzonych. Mozna je wykorzystac takze w dowodzie Cauchy'ego i Sylowa (zob. rownania dla kias sprzezonosci).
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Reprezentacja grupy iedyskod

@ Osobny artyku reprezentacja grupy.
Macierz 4 kwadratowa stopnia 7, € [N nad ciaiem J’ wyznacza przeksztaicenie liniowe przestrzeni linfowe] ™ w siebie. Peina grupe linowa GL (rz, K') mozna traktowac zatem
jako grupe przeksztaicen zbioru J, Kazdy homomorfizm o G — GL(n, K) wyznacza dziatanie grupy (5 na przestrzeni j{™ Dziatania te nazywa si¢ reprezentacjami grupy
w przestrzeni ™ Jesii (@ jest roznowartosciowy, to reprezentacje nazywa sic wierna,

Dziatania grupy na sobie (e koq

@ Osobne artykuly: kiasa i izator oraz

Dziatanie dowolne] grupy (3 na sobie przez mnozenie z lewej strony jest regulame. a wiec | wieme. Kazda grupa moze byG wiec zanurzona w grupie symetrycznej wiasnych elementow
Sym(@). Jest to wynik znany jako twierdzenie Cayleya
Innym waznym dziataniem grupy na sobie, bardzo pomocnym podczas badania jej strukiury, jest dziatanie poprzez tzw. automorfizmy wewnetrzne (sprzezenia), okreslone wzorem

g-x=grg".

Automerfizm g, (g) = g~ zapisywany jesttez czesto jako 19, gdyz zachowuie sie on, zgodnie ze swoim oznaczenie, tak jak potega

Orbitami tego dziatania sa zbiory G — {
G, = {g [=Xe8 g;gg’l = 1} nazywa si¢ centralizatorem elementu i oznacza CG(I) lub krétko: Z(:c) ;53 to wszystkie elementy grupy (7 przemienne z elementem .
Stabilizator C'¢;( () catego zbioru nazywa sig centrum grupy i oznacza sie symbolem Z( (7) ;3 to te elementy, kidre 53 przemienne z dowolnym elementem grupy

ge G} nazywane klasami z $ci (klasami , natomiast stabilizator

Réwnanie klas  (eayuron

Niech (7 bedzie grupa skoficzona dziatajaca na zbiorze skoficzonym X,a T, - . . , T, beda reprezentantami wszystkich orbit w zbiorze X _Poniewaz zbiér X rozpada si na
rozigczne orbity:

n
X= U G,
i=1
to prawda jest, iz moc zbioru X jest rowna sumie mocy poszczegdinych orbit, czyli sumie indeksow stabilizatordw w grupie (zob. wniosek):
n
[XI=3 [6: G-
i=1
Réwnanie to nazywa sie czesto réwnaniem klas, mozna je wyprowadzié wprost  twierdzenia o stabilizatorach i orbitach. Réwnanie kias jest narzedziem dowodzenia wielu twierdzefi w
teorii grup skoficzonych. Mozna je wykorzystac takze w dowodzie Cauchy'ego i Sylowa (zob. rownania dla kias sprzezonosci).
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Twierdzenie Sylowa

Twierdzenia Sylowa — twierdzenia teoril grup autorstwa Petera Sylowal'l, czasem formutowane jako jedno twierdzenie Sylowa. Wynik ten jest czesciowym
odwroceniem twierdzenia Lagrange'a (rzad podgrupy jest dzielnikiem rzedu danej grupy), a zarazem uogéinieniem twierdzenia Cauchy'ego (o istnieniu
podgrupy rzedu bedacego liczba pierwsza dzielacym rzad danej grupy)

Twierdzenia rsuies
© Zobacz tez p-grupa.

Niech p bedzie liczba pierwsza, kidra ponadio jest wzglednie pierwsza z liczba naturaing + (izn. najwiekszy wspolny dzienik nwd(pr)=1). Niech G bedzie

grupa rzedu ‘G‘:?k’r, gdzie k. jest pewna nieujemna liczba catkowita; dowoing jej podgrupe rzedu P’v gdzie i=1,....k nazywa si¢ p-podgrupa tej grupy, przy

czym podgrupy rzdu p* nazywane sq P-podgrupami Sylowa.

Pierwsze twierdzenie Sylowa
W grupie & istnieje (co najmniej jedna) p-podgrupa Sylowa

Drugie twierdzenie Sylowa
Wszystkie p-podgrupy Sylowa grupy ¢ sa sprzezone, tzn. dia dowolnych p-podgrup Sylowa H,K grupy ¢ istnieje taki automorfizm wewnelrzny ©g tej grupy (g (a)=gag 1), 28
PlH]=K.

Trzecie twierdzenie Sylowa
Liczba sp wszystkich -po

rup Sylowa grupy & przystaje do jedynki modulo P, tzn. sp=1 mod p (czyli p jest dzielnikiem sp—1, 1. p|s,—1).

Wnioski esysoa

Z twierdzenia Lagrange'a wynika, ze p-podgrupa Sylowa jest jej maksymaina (w sensie zawierania) p-podgrupa, a jej indeks rowny = nie jest podzielny przez p; innymi siowy splr. Z

drugiego twierdzenia wynika, ze warunek sy=1jest normalnesci (a nawet nosci) p-podgrupy Sylowa®!. Z pierwszego i drugiego twierdzenia Sylowa wynika,
ze jezell i jest p-podgrupg Sylowa w G, zas K jest p-podgrupg normaing w G, to istnieje taki element geG, dla ktérego K jest podgrupa normaing w g g—!

Jezeli p jest dzielniiem rzedu || grupy G, to w grupie tej istnieje element rzedu P (tzw. twierdzenie Cauchy'ego); ponadto sp dziell wiedy |G|. Jezeli kazdy element g€G ma rzad postaci
#*,10 G Jest p-grupa. Jesli pq oraz |Gl=pq, gdzie P,9 53 pewnymi liczbami pierwszymi, to w & istnieje podgrupa normaina rzedu ; jezeli g nie dzieli ponadto p—1, to grupa & jest
cykliczna. W szczeg6inosci jesli g nie dzieli p—1 oraz p nie dzieli g—1, to jedyna grupa rzedu p¢ jest suma prosta grup cyklicznych o rzedach p i g-
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Grupa prosta

Grupa prosta — nietrywiaina grupa nie majaca wiasciwych podgrup normainych, czyli jedynymi grupami normainymi sa w niej grupa trywiaina i ona sama.

Prayklad comixcn

« Grupa cykliczna Zs jest prosta. Jesl H jest podgrupa tej grupy, to je] rzad (liczba elementéw) musi byé dzielnikiem 3 (rzedu G). Poniewaz 3 jest liczba
pierwsza, jej jedynymi dzielnikami g 1 i 3, wiec H jest albo trywialna albo réwna G. Przykladem grupy kiéra nie jest prosta jest Z+2. Podgrupa skiadajaca
sic z elementow 0, 41 8 jest podgrupa rzedu 3 i jest dzielnikiem normalnym Z+z, poniewaz jest przemienna

« Podobnie grupa addytywna Z (wszystkich liczb calkowitych) nie jest prosta - zbior liczb parzystych jest je] nietrywialna podgrupa normaing

« Analogiczne rozumowanie mozna zastosowat do wszystkich grup przemiennych, i pokazac Ze jedynymi grupami przemiennymi, kiére sa proste, s3 grupy cykiiczne o liczbie
elementéw bedacej liczba pierwsza

« Grupy Mathieu

Klasyfikacja e e

Kiasyfikacja nieprzemiennych grup prostych jest znacznie bardzicj skomplikowana. Najmniejsza z takich grup jest grupa altemujaca Ag | mozna pokazat ze kazda grupa prosta rzgdu 60
jest z nig izomorficzna

Grupy proste stanowig "klocki” z Ktorych zbudowane s3 wszystkie grupy skoriczone, w podobnym znaczeniu jak liczby pierwsze stanowia klocki z kidrych zbudowane sa wszystkie liczby
naturalne. Klasyfikacja skoficzonych grup prostych, zakoficzona w 1982 roku, jest jednym z najwiekszych projektow w

Twierdzenie Feita-Thompsona mowi, Ze kaZda grupa nieparzystego rzedu jest rozwiazalna. Wynika z tego Ze kazda skoficzona grupa prosta jest grupa cykliczng o rzedzie pienvszym
albo ma rzad parzysty.

Istnieja rozne nieskoficzone grupy proste: przykiadami takich grup sq proste grupy Liego i grupy Thompsona Ti V.
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Grupa rozwigzalna

Grupa rozwiazalna — w matematyce, jest to grupa, dla ktérej istnieje ciag subnormalny o abelowych faktorach (przemiennych ilorazach)

Nazwa pojecia ma swoje rédio w teorii Galois, skad pochodzi — pienwiastki wielomianu o wspiczynnikach z pewnego ciata mozZna wyrazic za
pomoca pienwiastnikéw (elementow ciata potaczonych dziataniami dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia | pierwiastkowania dowolnego

stopnia naturainego), gdy tzw. grupa Galois ciata rozkiadu danego ianu jest ) T Abela-Ruffiniego méwi, Ze grupy Galois
ciata rozktadu wielomianéw stopnia wickszego od 4 nie musza by¢ rozwiazalne, tzn. wsrod wielomianéw rzeczywistych dowolnego stopnia
wiekszego niz 4 istnieja wielomiany, kiérych pierwiastki nie daja sie przedstawic za pomoca pierwiastnikow. Przykdadem moze by¢ nastepujacy
wielomian piatego stopnia: 2% _ g _ 1

Definicja
Grupa (7 jest rozwiazalna, gdy istnije ciag podgrup
{I}=HoCH C---CH 1 CH =G
takich, ze dla kazdego 1 < ¢ < K 5a speinione warunki
« H;_, jest podgrupa normaing H;
« grupa llorazowa H; / H;_ jest abelowa
Warunki réwnowazne e ks
Czasami jako definicje podaje sie réwniez nastepujacy, réwnowazny warunek
Grupa (G jest rozwiazaina wtedy | tylko wiedy, gay (") = {1} 2 pewnej liczby m,
gazie ¢x(n) 0znacza n1-1a pochodna grupy (. Naimniejsza taka liczbg 12 nazywa sie stopniem rozwiazainesel grupy (3.

Jezeli grupa (3 jest skoriczona, to jest ona rozwiazalna wiedy i tylko wiedy, gdy faktory ciagu kompozycyjnego grupy (3 sa grupami cyklicznymi rzedu, bedacego liczba pienwsza,
Rownowazno&¢ ta wynika z twierdzenia Jordana-Holdera.

Wlasnoesci
« Podgrupa grupy rozwiazaingj jest rozwiazaina.
« Jesli H < G igrupa (3 jest rozwiazana, to iloraz G/H rowniez jest grupa rozwiazaing.
« Jezeli { <] G oraz grupy [ i G/ H sa rozwiazalne, to (' réwniez jest grupa rozwiazaing
+ Obrazt arupy > jest grupa
« lloczyn prosty grup rozwiazalnych jest grupa rozwiazaina.
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Grupa nilpotentna w.

Grupa nilpotentna —w teoril grup, intuicyjnie grupa .prawie” abelowa. Grupy nilpotentne pojawiaja sie w teorii Galois, a takze w zagadnieniach zwiazanych z
Klasyfikacja grup. réwniez grup Liego.

Definicja s won

Grupe (G nazywamy nil , jezell istnieje: ciag podgrup {e}=Go <G <Gy... € Gp=GCG.z=e
LGiaG, i=0,....n
2. grupy lorazowe G / G 52 podgrupami centrum Z(G/Gi) dai = 0,1,2,... ,n — 1
Jesli Istnieje ciag o te] wiasnoscl to go ciagiem grupy 3. Naj 1 dla Ktorego grupa (3 Jest nilpotentna, nazywamy stopniem

nilpotentnosci | oznacza pi] (.

Uwaga fedytikoa)

Nastepujace warunki sg rownowazne:
1. cag{e} = Go < Gy < Gy... £ G, = Gestcentrainy.
2 cagfe} =Gy < Gy € Gy... < G, = Glestnomany oraz[Gy 1, G] < G;, i =0,1,...,n— L
3 [Gey1, Gl € G, i=0,1,....n—1

Przyklady o e
Grupa nilpotenina jest na przykiad

« dowolna grupa przemienna,
b

« grupa multiplikatywna macierzy postaci ] gdzie a, b, ¢ 53 elementami pewnego ciata,

oo =
ISE=E

c

1

+ grupa kwatemionow (Jg, ma centrum zedu 2 (Z(Qg) = {1, —1}); ciag centrainy te grupy to {1}, {1, —1}, Q5. zatem jest to grupa nilpotentna drugiego stopnia
nilpotentnosci,

+ kazdy produkt prosty skorczonej liczby p-grup,

« dyskretna grupa Heisenberga

+ kazda grupa (7 rzgdu pF, gdzie P jestliczba pienwsza jest nilpotentna oraz nil G < k
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Wlasnosei oy wa
« Kazda grupa nilpotentna jest rozwiazaina
« Jezeli komutant grupy (3 jest zawarty w jej centrum, to grupa jest nilpotentna
« grupy permutacji S, nie sa nilpotentne dia r, > 2
+ Kazda podgrupa grupy nilpotentnej kiasy 72 jest grupa nilpotentna Kiasy co najwyzej 1, co wigcej to samo dotyczy obrazu homomorficznego grupy nilpotentnej.
. Zdania sa 1o Zne dia grup skoficzonych:
« (3 jest nilpotentna.
« Jezeli [f jest wiasciwa podgrupa (5. to [ jest wiasciwa podgrupa normaing normalizatora N( H )
» Kazda maksymalna podgrupa wiasciwa (5 jest normaina.
« G jest suma prosta swoich podgrup Sylowa
Ostatnie stwierdzenie moze by€ uogéinione na grupy nieskoficzone: jezeli (5 jest nilpotentna, to kazda podgrupa Sylowa G, grupy (5 Jest normaina, 2 suma prosta tych pos
Sylowa jest podgrupa wszystkich elementéw skoficzonego rzedu w (7 (zob. podgrupa torsyjna).
Jedli grupa G/Z(G) jest nilpotentna stopnia 77, to (3 jest nilpotentna stopnia gy, 4 1.
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Skoriczone grupy przemienne s

o grup mowi, e kazda skoriczona grupa przemienna moze byc wyrazona jako suma prosta podgrup cyklicznych rzedu
bedacego potega liczby pierwszej. Jest to przypadek 6 [ ficzeni grup W przypadku, gdy rozwazana grupa ma
beztorsyjng range réwna zeru

Grupa Zy,, JeSt izomorficzna z iloczynem prostym Z,,, przez Z,, wiedy | tylko wiedy, gdy 712 | 72 53 wzglednie pierwsze.
Diatego mozna zapisa¢ dowolng skoriczong grupe abelowa (7 jako iloczyn prosty postaci
Ly @ BL,
na dwa rézne Sposoby
« gdzieliczby ky, - - -, ki, s polegami liczb pierwszych
« gazie ky dziell fry, ktore dzieli [y i tak dalej, azdo .

Na przykiad Z5 moze by¢ wyrazona jako suma prosta dwoch podgrup cyklicznych rzedéw odpowiednio 315: Zy5 =~ {0,5,10} & {0,3, 6,9, 12}. To samo mozna powiedziet
0 dowolne] grupie przemiennej rzedu 15, co prowadzi do ciekawego wniosku, i2 wszystkie grupy przemienne rzedu 15 sa izomorficzne

Innym przykiadem jest fakt, 2e kazda grupa abelowa rzedu & jest izomorficzna z Zg (liczby caikowite od 0 do 7 z dodawaniem modulo 8), 7, @ Z, (nieparzyste liczby cakowite od 1
do 15 z mnozeniem modulo 16) badz Ze @ Zy B Zo-

Zobacz tez liste matych grup zawierajaca skoficzone grupy przemienne rzedu 16 lub mniejszego.
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Teoria pierscieni e

‘W teorii pierscieni elementy odwrotne wzgledem nazywane sa . Poniewaz elementy pierscienia z dziataniem dodawania tworza grupe, to dia
kazdego elementu pierscienia istnieje element do niego przeciwny, zatem kazdy 2 nich jest odwracalny wzgledem tego dodawania. Zwyczajowo nazwe element odwratny rezerwuje sig
dla elementu odwrotnego wzgledem mnozenia. Poniewaz nie kazdy element ma element do niego odwrotny wzgledem mnozenia, to uzasadnione jest wyroznianie tych elementow,
ktére maja swoje odwrotnosci — wiasnie one nazywane sq elementami odwracainymi lub dia odréznienia od ogéinie pojetych elementéw odwracalnych jednosciami (nie nalezy mylic z
Jedynka, ktéra w danym pierscieniu z jedynka jest jedna)

Dia danego pierscienia z jedynka ( R, +, -, 0, 1) element g € R nazywa sie odwracalnym lub jednoscia, jesii jest dzielnikiem jedynki-

Tpera-b=b-a=1.

Grupa elementow odwracalnych (esyuikod

Zbiér 6 danego pierscienia oznacza sie symbolem R+ lub [ R). Poniewaz zbi6r ten zawiera jedynke (elementem do niej odwrotnym jest ona sama) oraz dia
a,b € R'iestab™ € R* 1o (R*,-, 1) lest grupa

Pierscieri (z jedynka) [§ jest pierscieniem z dzieleniem wiedy i tylko wiedy, gdy R* = R\ {0}.
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Algebra

Element nilpotentny ..

Element lub nilpotent pierscienia J7 - element T S R o tej wiasnosci, ze

=

dia pewnej liczby naturaine] 72 W kazdym pierécieniu 0 (element neutrainy dodawania) jest elementem nilpotentnym

Wlasnosci sk
Twierdzenie. Niezerowy clement nilpotentny jest dzielnikiem zera

Dowsd. Niech € P bedzie § P. Oznaczato, ze dla pewnego 1z € I zachodzi ™ = (). Poniewaz, z zatozenia, element & jest
niezerowy, 1o p > 1. Oznacza to, ze

=22 =0
co dowoazi tezy

T Suma dwéch ow n , ktbre sa ze soba jesttakze r

Dowéd. Niech P bedzie pierécieniem przemiennym, a -, 4 € [P dwoma elementami nilpotentnymi. Gznaczmy przez gy, 2 € [N liczby takie, ze ™ — ()i yf" = (). Poniewaz, z
zalozenia, elementy & | Y sa 2e soba przemienne, to mozemy zastosowac w2or Newlona dia wyrazenia (- 4 /)™ ™, otrzymujac

mn
(z+ )™ = Z (m+ TL)ZkywH»m—k
k=0 k
Dia() < k < mzachodzim 4+ n — k > n.czyil y””“'*"' = ()i sktadniki odpowiadajace tym indeksom ; 53 zerami. Pozostate skiadniki odpowiadaja ki > m, czyli w tym
przypadku ok — (). Oznacza to, ze wszystkie sitadniki w powyzsze] sumie 3 zerami, a wiec i cata suma jest zerem. Element T +- y jest wiec elementem nilpotentnym

Whniosek. W pierécieniu przemiennym suma dowolnych dwdch 6 n jest

T W piers 2 jedynka suma elementu i elementu Jest elementem
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Pierscienie i moduly rsmiton
Twierdzenia o izomorfizmie zachodza réwniez dia modutbw nad ustalonym pierécieniem [7 (a wiec réwniez i dia przestrzenie liniowe nad ustalonym ciatem). Nalezy jedynie zamieni¢
pojecia .grupa’ na , R-modul

podgrupa” i .podgrupa normaina” na ,podmoduf”, a .grupa ilorazowa’ na _modut ilorazowy”

W przypadku przestrzeni liniowych pierwsze o nosi nazwe o rzedzie

Twierdzenia o izomorfizmie zachodza takze dia pierscieni, homemorfizmow pierscieni i ideatow. W tym przypadku nalezy zamienic pojgcia .grupa” na pierscien’, ,podgrupa’ na
.podpierscieni” i ,podgrupa normaina’ na ideat", a .grupa ilorazowa" na piersciefi ilorazowy”

We wspomnianych dwdch przypadkach notacja supremum to ,H + ", nie za$ ,H K"

Ogolnie e e

Aby uogInic ten wynik na algebre uniwersaing, podgrupy normaine musz3 by¢ zastapione kongruencjami

Kr6tko, jezeli 4 jest algebra uniwersaina, to jana A jestrelacja 6 ci ¢ okreslona na 4, ki6ra jest podalgebra, gdy jest ona rozpatrywana jako podzbior 4 x A
(z dziataniami okreslonymi po wspoirzednych). Zbidr kias ro 10sci A/(I)muze byc pr w algebre tego samego lypu poprzez zdefiniowanie dziatan na
reprezentantach; beda one dobrze okreslone, poniewaz g jest podalgebra 4 x A,

Pierwsze twierdzenie (cstikoa
Jezeli A, B sa algebrami, a f homomorfizmem z 4 do B, to relacja rownowaznosci J okreslona na 4 wzorem

a~b + f(a) = f(b)iestkongruencjana 4,zas aigebra 4 /P jest izomorficzna z obrazem f, czyli podaigebraw 3

Drugie twierdzenie teoywjkon

Dla danej algebry 4 i jej podalgebry 3 oraz kongruencji okreslonej na A4 | niech [B]d) bedzie podzbiorem A/(I) wyznaczanym przez wszystkie klasy kongruencji zawierajace element
z B, Symbol b  bedrie oznaczat przecieeie b (rozpatrywane jako podzbier 4 x A)z B x B, Weéwczas [B]® jest podaigebra A /b, a d g jest kongruencja na B wreszcie
algebra[ B]® jest izomorficzna z algebra B/ @ 5.

Trzecie twierdzenie ey kos

Niech 4 bedzie algebra, a § oraz Jy beda dwoma relacjami kongruencji okreslonymi na 4, gdzie s zawiera sie w p Wowczas ¢p wyznacza kongruencie @ na A/\I/ okreglong
wzorem

[aly ~ [bly <= a ~g b,aA/Pjestizomoricznaz (A /) /O.
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Algebra

Dia kazdego pierScienia catkowitego P (zatem i struktur takich jak piersciefi liczb calkowitych czy pierscief wielomianw o wspéiczynnikach catkowitych) mozna zdefiniowac ciato
nazywane cialem ulamkéw. Definidje sie je jako zbior kias abstrakcji relacji rownowaznosci ~ okreslonej w iloczynie kartezjafiskim > % [* w nastepujacy sposob:

la,b] ~ [e.d] —= ad = bc-
W zbiorze tym wprowadza sie réwniez dziatania dodawania i mnozenia

[a,b] + [c, d] = [ad + be, bd],

la,b] - [c, d] = [ac, bd].

Jak wspomniano wezesniej, ciato utamkow Sci liczb Jest z ciatem liczb

p fedyt ko]
Jezell pierscief przemienny ma dzielniki zera, to nie mozna skonstruowad na nim ciata uamkow: jesli 2y = 0 dia niezerowych 7,y € P, to
(11~ 2] = [z, 1112 ~ fa, o [1.2] = (0,6} [1.2] ~ (0,1} [1.2] = [0.4] ~[0.1].
czyli
[1.1] ~[0,1].
stad za$ dla dowolnego
[a,b] = [a, ] - [1,1] ~ [a, B] - [0,1] = [0,B] ~ [0, 1]

wiec jest tylko jedna klasa abstrakeji — Kiasa [0, 1], a z definiji ciato ma przynajmnie] dwa rozne elementy

Dia pierscieni nieprzemiennych tworzenie ulamkow bardzo sie komplikuje.

Przygotowanie
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Chiriskie twierdzenie o resztach mowi, ze ukiad kongruencji:

=y (mod ny),
z =y; (mod ny),

x =y, (mod ng),
gdzie y1, ¥a, .. ¥« 53 dowolnymi liczbami catkowitymi, a liczby ns, fia,

1<z<ny ng-nge... -0,

Jest 0 jedno z najwazniejszych twierdzefi w teorii iczb | kryptografii

. Mo liczby parami wzglednie pierwsze), spetnia dokladnie jedna liczba

Przygotowanie
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Algorytm rozwigzywania ukladu kongruencji e v
Istnieje algorytm wyliczania x na podstawie takiego ukiadu rownan.
oraz M= M m; (i < k). Wowczas na podstawie zatozenia n; oraz [\ sa wzglednie pierwsze, tzn. korzystajac z rozszerzonego algorytmu Euklidesa istnieja takie liczby catkowite f;. gi (i

Mianowicie, niech
M=ni-ny-nz-...-my

k) ze
fini +giM; = 1.
Niech e; = giM; (7 < k). Wowczas

1 (mod n;)

€,
oraz

e; =0 (mod n;)
gdy j # . Wiedy x zdefiniowany wzorem

i=1

Przygotowanie
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Algebra

Przyktad (eoymjkoa)

Dany jest ukiad kongruencj

2 =3 (modd).
T (mod5).
z =1 (modT)

Uzywajac metody generowania kolejnych wielokrotnosci (ktéra jest mato wydajnym algorytmen, aczkolwiek prawdopodobnie najlepszym do obliczania recznie);
Ogolne rozwigzanie pierwszego réwnania 1o 3 + 4/
Znajdujemy najmniejsze takie i, 2e x = 3 + 4/ speinia drugie rownanie:
3(0), 7 (1), 11(2), 15 (3), 19 (4)
Najmniejsze takie i to 4

Z dwoch pierwszych réwnan otrzymujemy zatem kongruencie x = 19 (mod 20)
Ogdlne rozwigzanie dwoch pierwszych rownan to 19 + (4 - 5)J.
Znajdujemy najmniejsze takie j, ze x = 19 + 20] speknia trzecie rownanie:

19 (0), 39 (1), 59 (2), 79 (3), 99 (4).

Cazyli najmniejsze rozwiazanie to 99, a ogolne 99 + (4 - 5 - 7).

Uogolnienie ik

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka, a I, &, .., I jego ideatami. Jesli sa one parami wzglednie pienvsze, fj.
L+, =R (i#j ij<n)

to naturalny homomorfizm
¢:R— R/Ii x R/l x--- x R/,

zdefiniowany przez warstwy elementu wzgledem ideatow
¢la)=(a+I,a+Is...;a+1,)

jest epimorfizmem.

Wersja dla liczb wynika z zastosowania twierdzenia do pierscienia liczb catkowitych, bedacego pierscieniem ideatéw giéwnych.

Przygotowanie
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Dziedzina calkowito$el e

Dziedzina caikowitosci - niezerowy pirScieh przemienny  jedynka ber (wiasciwych) dzielnikow zera. Pierscierie te 53 uogoinieniem piersciena ez
catkowitych i stanowia one naturainy kontekst do badania podzielnosci ze wzgledu na dos¢ regulame reguly przep :

wiasnoscia Jest tzw. prawo skracania

} dziedziny Sci nazywa sie i, wiele pozycji jednak sie nimi nie zajmuje (ograniczajac sie do Kiasy pierscieni przemiennych).
nazywajac dziedziny catkowitosci w skrocie rowniez dziedzinami. Inna nazwa dziedziny catiowitosci, pochodzaca od Langa, jest pierscien catkowity

ich

Wlasnosci sy
+ Niech R bedzie dziedzing catkowitoscl. Jezeli @, b, ¢ € R, przy czym ¢ # 0, to zachodzi wiasnos¢ skracania
jesliac = be,to g = b,
« Kazde cialo jest dziedzina calkowitosci
+ Kazda skoficzona dziedzina catkowitosci jest ciatem.
Dowod: Wystarczy wykazac, ze dowolny element jest odwracalny. Rozwazmy dia danego elementu a jego iloczyny ze wszystkimi elementami pierécienia: @y, @dy, . . .

Gayby wérdd nich nie bylo jedynki, to pewien element wystepowaiby dwa razy (co najmnie]) dia loczynéw z réznymi elementami. Jednak wowczas gl = g | Z wiasnosci skracania:

b=c

LA,

Przygotowanie
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Teoria ciat.

Definicje mozna rozszerzyé na dziedziny catkowitosci: dziai teorii pierscieni zajmujacy sie badaniem podzielnosci w pierscieniach nazywa sie teoria podzielnosci. Jezeli x|y i y|x, o
elementy - oraz 3 nazywa sie stowarzyszonymi. Relacja stowarzyszenia zdefiniowana wzorem

T~y = aly Ayl
jest relacja rownowaznosci. Mozna to wyrazi¢ réwniez nastepujaco

Ty = T =y,
gazie ¢ jest elementem oawracalnym (jecrescia; w istocie sa to dzielniki jedynki), tzn. intuicyjnie: elementy stowarzyszone ,r6znia sig” o czynnik odwracalny. Jest to réwnowazne
stwierdzeniu, iz jezeli I|y‘1o dia dowolne] liczby 0 takie), ze W ~ x zachodzi réwniez u_r‘y_ Jest to powdd dla ktorego wyrdznia sig tradycyjnie w zbiorze dzielnikéw pewne elementy
(np. liczby dodatnie wsrod liczb catiowitych): wiedy jeden z dzielnikow reprezentuje inne z nim stowarzyszone (w liczbach catkowitych odwracalne sg wytacznie 1 oraz —1). W ten
sposob dzielniki wiasciwe mozna opisa¢ jako dzielniki, kidre nie stowarzyszone z dana liczba i nie bedace przy tym jednogciami. Dzielniki nierozkiadaine to dzielniki niebedace

jednoscia, kéry nie ma dzielnikéw wiaciwych

Najwigkszy dzielnik elementu T, kiory jest Snie Y nazywa sie najwigkszym wsp6inym tych 6w, przy czym jest on okreslony z dokiadnoscia do
stowarzyszenia

Relacje podzielnosci mozna zdefiniowac w dowolng] péigrupie. Jezeli ma ona element zerowy, to kazdy element jest Zzera (w dInesci w liczbach 0jest
wielokrotnascia dowolnej liczby | kazda liczba jest jej dzielnikiem)

Przygotowanie
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Teoria podzielnosci w dziedzinach catkowitosci.
Teoria ciat.

Pierscien z jednoznacznoscia rozkladu ..

Pierscien z jednoznacznescia rozkiadu (pierseien Gaussa, UFD, od ang. unigue raclorization domain) — pierscien przemienny, kiérego kazdy element nieodwracalny moze by¢
prz jiony jako iloczyn ow pi yeh W 5posob, izn co do permutacii czynnikéw. Pierscienie te uogoiniaja pierscien liczb catkowitych w ten
5pos6b, Ze spetniaja one takze teze podstawowego twierdzenia arytmetyki.

Ponizszy ciag zawierari zbioréw obrazuje pewne szczegoine przypadki pierscieni z jednoznacznoscia rozktadu:

$cienie z jednoznacznoscia rozkiadu > dziedziny idealow giownych = pierscienie euklidesowe > ciata

Definicja iesmiwea

Dziedzina calkowitosci |f nazywana jest pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu wiedy | tylko wiedy, gdy

« dla dowolnege elementu a € R isinieja elementy nierozktadaine ay, ay, . ..,y € Rtake,ze@ =a;-Qz- ... Q.
gazie wszystkie elementy a; , b; 53 nierozkiadaine, to 771, = 71 1 istnieje permutacja 7T taka, ze @; ~ by ;). to znaczy elementy

ejezeliayay ... a,=b -by-...
te 53 stowarzyszone.

m

Wlasnosel e o
« Jezeli R est pierscieniem z jednoznacznoscia rozitadu, to istnieje w nim najwigkszy wspoiny dzielnik.

« Twierdzenie Gaussa: Jezeli R jest z $cig rozidadu, piersciefi 6w R[x] rowniez jest pierécieniem z jednoznacznoscia rozkiadu
« W pierscieniu z jednoznacznoscia rozkiadu kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Przygotowanie
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PSS - ,
Pierscien idealow glownych .
Pierscien idealow giownych (lakze pierscien giowny) - w algebrze pierscief catkowity, kidrego kazdy ideat jest ideatem giownym.
Wilasnosci emivon
+ Kazdy pierscien gidwny jest pierscieniem noetherowskim poniewaz kazdy jego ideat jest przez zbior a zatem skoficzony.

+ Kazdy pierscien gibwny jest pierscieniem z jednoznacznoscia rozkfadu.
+ Kazde dwa elementy a, b pierscienia ideatow giownych P maja najwiekszy wspolny dzieink NWD(a, b), ktory daje sie zapisaé w postaci ax 4 by dia pewnych v,y € P.

« W pierscieniu ideafow giswnych P element ¢ € P jest nierozidadalny wiedy i tylko wtedy, gdy ideat generowany przez ten element, () jest maksymalny, czyli wtedy i tylko wiedy.,
gdy pierscieft llorazowy P/ () jest ciatem

o W pierscieniu ideaiow giownych kazdy ideat pierwszy jest maksymalny.

Przyklady o
Pilerscieniami giéwnymi sa;

« piersciefi liczb catkowitych,

« plerécien wielomiandw o wspélczynnikach w dowolnym ciele,
« dowolne ciafo,

+ kazdy pierscien Euklidesa.

Przygotowanie
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Drziedzina Euklidesa ...

(Przekierowano z Pierécieri euklidesowy)

Dziedzina Euklidesa (albo pierscien Euklidesa, pierscien euklidesowy) — w teorii pierscieni najbardziej ogolny typ pierscieni, w ktorym mozliwe jest wyznaczenie nawiekszego
wspdinego dzielnika za pomoca algorytmu Euklidesa

Definicja e wea

Dziedzine calkowitosci R nazywa si¢ 0zieazing Eukiidesa (albo piers Euklidesa, piers . jezeli istnieje taka funkcja
N:R—N
(nazywana norma), ze
« N0)=0,
« dla dowolnych a, b € R, gdzie b # 0, istnieja takie g, r € R, ze
a=bg+r
oraz zachodzi jeden z warunkow: r=0 lub N(r) < N(b).
Czasami dodatkowo przyjmuje sie rowniez, ze

o N(a)<Nabydiaa, bR,

Jednak nie jest to konieczne: kazda dziedzina itosci R ktora moze byc wyposazona w funkcjg M pierwsze dwa warunki, moze by rowniez wyposazona w funkcje N
speiniajaca rowniez trzeci warunek: Istotnie, dia a # 0 mozna zdefiniowac N(a) wzorem

N(a) = min M/(zxa)
z€R\{0}

Wlasnosei eepeos

Kazdy pierscien Euklidesa jest pierscieniem ideatéw giéwnych.
Dowéd. Kazdy pierscien Eukiidesa jest z definicji dziedzing catkowitosci. Nalezy wykazac, ze jezell / jest ideatem w pierscieniu Euklidesa R, 1o / = bR dla pewnego b = R Jezeli | =
{0}, 1=0R. Niech b = I, b# 0 w przypadku, gdy I # {0}. Bez straty ogélnosci, mozna przyjac, ze w(b) jest minimaine, tzn. v{b) < v(a) dia kazdego niezerowego a  R. Twierdzimy, ze /|
= bR Poniewaz, b € I, zachodzi inkluzja bR < I, nalezy zatem wykaza inkluzje przeciwng Niech a = R Istniaja zatem takie g, r = R, ze a = gb + . Poniewaz v(b) jest minimaine, r
=0, czyli zachodzi rownosC a = gb, . a € bR, co dowodzi inkluzji | < bR,

Istniejg pierécienie ideatow giéwnych, kidrych nie da sie wyposazyC w norme (. nie sa plerécieniami euklidesowymi). Przyktadem takiego pierscienia, jest

Z[H—ngi}.

Przygotowanie
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Najwiekszy wspoiny dzielnik dwdch niezerowych elementéw pierécienia Euklidesa mozna odnalezé przy pomocy algoryimu Euklidesa. Jezeli R jest pierScieniem Euklidesa, a, b = R\ {0}
to mozna utworzy¢ taki ciag rownosci
a=bg+r
b=rig+ 72
TL=Tag3 Ty
Ta = Tafa+ T4
aby
N(b) > N(r1) > N(ra) > ...

Ciag taki (jako malejacy ciag liczb calkowitych dodatnich) musi byé skoriczony. zatem dia pewnej liczby naturaine] k zachodzi Iownos¢ ris s =0. Dla najmniejszego takiego K reszta ri jest
najwiekszym wspdinym dzielnikiem elementéw a, b € R. Zatem, jesli mozna wyznaczy¢ q1, G2, - - -iT1, T2, - - -

»to mozZna wyznaczy¢ najwiekszy wspalny dzielnik a i b,
Przyklady iomieq
Pierscieniami Euklidesa sa
« Piersciefi liczb catkowitych z norma N(x) = |x]|.
« Pierscien Z[i] liczb catkowitych Gaussa wraz z norma N(z) = a° + b% gdzie z = a + bi,
« Pierscien Z[e*™] liczb catkowilych Eisensteina z norma N(z) = a° + b° - ab, gdzie z = a + b - €™,
+ Pierscien wielomiandw FAx] nad dowolnym ciatem F wyposazony z norme N(7) = stopier wielomianu f jest pierscieniem Euklidesa. Dokladniej, wiasnosc ta charakieryzuje ciata
posrod pierscieni, gdyz dia S R ljgce warunki sg ro
« Rjest ciatem,
« Pierscief ow RIx] jest pie 5
« Pierscief wielomianéw R[x] jest pierscieniem ideatéw giownych

« Niech p bedzie liczba pierwsza oraz niech T, 0znacza rodzing liczb wymiemych postaci min dia ktérych p nie dzieli n. Rodzina T, jest podpierécieniem ciata liczb wymiemych. Kazdy
element pierécienia T, moze by¢ zapisany w postaci p7/ n, gdzie p nie dzieli ani £ani n. Funkcja vdana wzorem v(p*¢ /1) = k dia p*¢/ n # 0 jest norma, 1zn. T, jest pierécieniem
Eukiidesa
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4.8 Pierdcienie faktorialne

Wprowadzimy teraz kolejr

nam Zasadnicze Twierdzen

typ piericien
Ary
Jex
jako iloezyn liczb pierwszych. O
clementy nierozkladalne.

kiéry za wrorzee wl

nodci prryjmuje znane
jak pamigtamy méwi ono o tym, ze kaidy
mi) moima prredstawié w jednoar

netyki
liczbe eatkowita (poza zerem ;

any sposth
ipowiednikami liczh pierwszych w ogélnej sytuacji stany

Definicja 4.8.1 (rozklad jednoznaceny). Jesli P jest pierdcieniem calkowitym, to mowimy,
i clement a € P ma rozklad jednoznaczny, gdy:

(1) clement a jest nicrozHadalny lub moina go zapisa jako

zony loczyn clementéw
nicrozkladalnych (rosklad shoiiczomy),

2) jedli clement a ma dwa rozklady na clementy nicrozkladalne a. = pi-...pr = q1-... e
tor

s oraz isinieje take permutacia @ €

s de g e o dlai = L,...,r

Wprowadzimy teraz d

ytulowego picricienia faktorialnego

Definicja 4.8.2 (pierdcied [akion

). Calkowity picricier P nazpwamy pierécienicm
ktorialn, (dziedzing z jednoznaczmodcig rozkladu, piericieniem Gaussa), jesli kazdy
aktorial dricdzing = jed g rozklad C kazdy

niezerowy clement nicoduracalny tego picrcienia posiada rozHad jednozmaceny,
Prayklad 4.8.3. W pierécieniu Z[i/)
Deielnikam

clementy 4 12 — 2iy/ nie majg NWD,
{'sq =1, 4, 22, +(1+iv/3), +(1—iv/3). Wpdine deielniki obu liesb: 1, +2, (14

Jednak 2 nie dziel

1, i 2 nie deieli

(1 iv3) ale tez 1 +iv/3 nie deieli £2

Przedstawimy teraz fundame

alne wlasnosci takiego pierdcienia.

Twicrdzenic 4.8.1 (charakteryzacia picrécienia faktorialnego). Jesi P jest picrdcieniem
calkowitym, w ktdrym kaidy miczerowy clement nicoduracalny posiada rozklad skoriczony,
to nasteprijgce warunki sq réwnou

kazdy miczcrowy clement nioduracalny posiada rozklad jednoznacsny,
dla dowolnyck a,b € P* mamy NWW (a,b) # 2

dla dowolnyck a,b € P* mamy NW D(a,b) £ &

ideal generowany precz element nicrozkladalny w tym picrscieniu jest idealem picru-
sym
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Rozszerzenie ciala

(Przekierowano z Rozszerzenia ciaf)

Rozszerzenie ciata - w teorii ciat jest to wigksze w sensie inkluzii ciaio zawierajace dane ciao. Na przykiad, ciato liczb rzeczywistych jest rozszerzeniem ciata liczb wymiemych; cialo
liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciat liczb rzeczywistych (wiec takze wymiernych). Rozszerzenia ciat 3 centrainym pojeciem teorii Galois. Wyr6znia sie wiele rodzajow rozszerzefi
ciat ze wzgledu na ich wiasnosci.

Kazde iie . ciala I iest orzesirzenia liniowa nad /. Wvmiar tei orzestrzeni oznacza sie orzez[ I - K'linazvwa stooniem rozszerzenia . O K

Rozszerzenie ciala o pierwiastki wielomianu iesuirea

Z teoril rownar algebraicznych wynika, Ze kazdy niesprzeczny ukiad rownan nad ciafem J ma rozwiazanie w pewnym ciele [, W szczegolnosci, jezeli f jest wielomianem o
wspélczynnikach z ciafa J, 1o istnije rozszerzenie , ciala (", kidre zawiera pienwiasiek @ wielomianu f.

Mowimy, ze cialo [, jest rozszerzeniem ciata (" o pierwiastek a wielomianu f € x| wiedy i tylko wiedy, gay L = K (a)"

Dla przykiadu, ciato liczb 1jest jiem ciata liczb rzeczywistych o pierwiastek ianu h(z) = 2 + 1
Jesli [, jest rozszerzeniem ciata | oraz g € L, to

fla) .
K(@) = {12 & 1: f,9€ K[z, g(a) # 0}
Rozszerzenie o i danego nie jest w przypadku gdy wielomian jest rozkladainy. W przypadaku gdy dany wielomian jest nierozkiadainy,

to wyznacza sie z $cig do izomorfizmu
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Ciato rozktadu wielomianu resyjros)

Mowimy, ze ciato [, jest cialem rozkiadu wielomianu f € K [:E] wiedy i tylko wiedy, gdy wielomian f rozkiada sie w pierscieniu L[z] na czynniki liniowe oraz
L=K(a,...,an)

gdzie dy, -

53 wszystiami pierwiastkami f w ciele [,

Dia kazdego wielomianu stopnia dodatniego istnieje jego ciato rozkiadu. Dowoine dwa ciata rozkiadu tego wiglomianu sa izomorficzne.

Rozszerzenie algebraiczne eoixa
@ Zobacz tez: element algebraiczny.

Rozszerzenie [, ciata J{' nazywamy algebraicznym wiedy i tylko wiedy, gdy kazdy element q £ [, jest algebraiczny nad [
Dia przykiadu, kazdy element ciata skofczonego jest algebraiczny nad podciatem prostym. zawartym w tym ciele
Dia rozszerzenia I O K iq € I nastepujace warunki sa réwnowazne

« a jest algebraiczny nad

« Kla| = K(a)

¢ [K(a): K] <oc
Stopiefi rozszerzenia K(a) 2 K nazywa si¢ stopniem elementu algebraicznego g ¢ J{. Stopien ten jest réwny stopniowi wielomianu nierozktadainego f € K [x] takiemu, ze
fla) = 0.atakze stopniowi r [ € K[z]takiego. ze f(a) = 0

Rozszerzenie rozdzieleze s
@ Zobacz tez- element rozdzielczy.

Rozszerzenie [, ciata  nazywamy rozdzielczym wiedy i tylko wtedy, gdy kazdy element q € [ Jest rozdzielczy nad

Jesli ciato " ma charaklerystyke réwna () to kazde jego rozszerzenie iczne jest rozdzi W szczegdinosci, kazde algebraiczne rozszerzenie ciata liczb wymiemnych jest
rozdazielcze.
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Rozszerzenie czysto przestepne o

Rozszerzenie [, ciata J{’ nazywamy czysto przestepnym wtedy i tylke wiedy, gay istnieje znior algebraicznie niezalezny A C . takize ]\'(A) =L

Rozszerzenia skoiiczone esmitos
Rozszerzenie [, ciala J nazywa sie skoriczonym wiedy i tylko wiedy, gdy ma skoficzony stopiefi, tzn [L : K| < oo

Kazde ro: rZenif fi jest Jesli o O K 2 K jest ciagiem rozszerzen ciat, to rozszerzenie K O K jest skoriczone wiedy i tylko wiedy, gdy rozszerzenia
Ky 2 K1 Ky 2 K saskoficzone. Ponadto

[Ky: K] =Ky K] - [Ky : K|

Rozszerzenie normalne emjies
O Osobny artykuf: Rozszerzenie normaine.

Rozszerzenie [, ciata J{ nazywamy normalnym wtedy i tylko wiedy, gdy jest algebraiczne i dla kazdege b € L, wielomian nisrozkiadalny f € K [x], Ktérego pienwiastiiem jest
rozkiada sie w L[] na czynniki liniowe.
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Algebra Pierscienie

Teoria podzielnosci w dziedzinach catkov
Teoria ciat.

Element algebraiczny ...,

Element iczny - uogdinienie pojecia liczby icznej na ia dowolnych ciat. Liczby algebraiczne to elementy algebraiczne ciata liczb zespolonych nad ciatem liczb

wymiernych

Definicja wimitea
Niech J{” bedzie podciatem ciafa [, Element ¢ € [ nazywamy elementem algebraicznym nad J{ wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje niezerowy wielomian o wspoiczynnikach z ciafa
, Kidrego pierwiastkiem jest @

Element nie bedacy algebraicznym nad ' nazywamy elementem przestepnym nad J{ w ciele [,

Wilasnosc esuiton

« Zbidr tiich 6w ciata [, nad J{ tworzy cialo, zwane rozszerzeniem algebraicznym ciata J

o Jeslig ¢ [ jest elementem algebraicznym nad [, to
K(a) = Kla] = {f(a) € L: f € L[z} (por. oznaczenia w artykule rozszerzenia ciaf)

+ Dia kazdego elementu algebraicznego g € [, nad [ istnieje doktadnie jeden unormowany wielomian pienwszy Pa o wspdiczynnikach z ciala (. element pierwszy w pierscieniu
K[z]). kiérego pierwiastkiem jest a. Wielomian Pa nazywamy elementu a.Zachodzi[F'(a) : F] = deg p,- Stopier ten nazywamy
stopniem elementu algebraicznego a
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Element nazywa sie pierwotny, jedli kazdy element ciala jest jego potega.
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Rozszerzenie normalne ...

Rozszerzenie normalne - rozszerzenie ciata takie, ze dia kazdego elementu, kiéry nalezy do rozszerzenia, a nie nalezy do ciata, kazdy wielomian nierozitadainy, kidrego ten element
Jest pierwiaskiem, rozkiada sie na czynniki liniowe w pierscieniu wielomianow o wspoiczynnikach z rozszerzenia. Rozszerzenia normaine odgrywaja duza role w teorii Galois.

Definicja womson
Rozszerzenie [, ciala J nazywamy normalnym wiedy | tylko wiedy, gdy jest algebraiczne i dia kazdego b € [ wielomian nierozktadalny f € K[:c]‘ Kiérego pierwiastiiem jest f

rozkiada sigw L[z] na czynnik liniowe

Warunki réwnowazne o
Niech [, bedzie skeficzonym rozszerzeniem ciata J{'. Nasigpujace warunki sg rownowazne.

1 L/K jest rozszerzeniem normalnym.
2. [, jest cialem rozkiadu pewnego wielomianu o wspéiczynnikach z ciata g
3. Dia kazdego zanurzenia : [, — K

el)=L

gdzie J{ oznacza algebraiczne domknigcie ciata [

Wlasnosci esyuiron
Je8i ), M, L saciaa