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Syllabus.

Plan prezentacji, dwa typy

�wiat, kabli sznurków i sznurowadeª.

W ramkach ró»owych, z reguªy, pisz¦ u»ywaj¡c poj¦¢
dost¦pnych codziennemu do±wiadczeniu.

Abstrakcyjne struktury matematyczne, tak»e historia
matematyki, biologia, syllabus.

Ramki niebieskie mog¡ wymaga¢ pewnej wcze±niejszej wiedzy.
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Cel przedmiotu Teoria W¦zªów

Celem przedmiotu jest przedstawienie elementów teorii
w¦zªów w sposób dost¦pny dla studentów o
umiarkowanym przygotowaniu matematycznym.

Drugim celem jest umo»liwienie studentowi
zrozumienia zastosowa« teorii w¦zªów w analizie
ªa«cuchów DNA.
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Proponowane tre±ci programowe

1. Wprowadzenie i motywacja: przedmiot teorii w¦zªów
oraz jej znaczenie, szczególnie w zastosowaniach
(2 godziny).

2. Podstawowe poj¦cia: de�nicja w¦zªa, rzut i diagram
w¦zªa, rzut regularny, de�nicja splotu.
Problemy z rozró»nieniem w¦zªów - przykªady
(4 godziny).

3. Elementarne deformacje w¦zªa, równowa»no±¢ w¦zªów,
w¦zªy trywialne.
Ruchy Reidemeistera Twierdzenie o równowa»no±ci
w¦zªów. (4 godzin).

4. Techniki kombinatoryczne rozró»niania w¦zªów i
splotów: kolorowanie, indeks zaczepienia. (4 godziny).

5. Arytmetyka splotów: mno»enie i dodawanie splotów,
wªasno±ci tych dziaªa«. W¦zªy pierwsze. (3 godziny).

6. Niezmienniki wielomianowe: wielomian Aleksandra,
wielomian Jonesa, nawias Kau�mana. (4 godziny).

7. Grupa podstawowa w¦zªa. (3 godziny).

8. Wi¦cej o zastosowaniach, z naciskiem na zastosowania
w chemii, biologii molekularnej. (6 godzin).
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Wielomian Aleksandra-Conwaya

De�nicja

Danemu zorientowanemu w¦zªowi lub splotowi K , mo»emy
przypisa¢ wielomian Laurenta ∇K (z), od zmiennej z, tak aby
speªnione byªy dwa aksjomaty:

A. 1 Je±li K to trywialny w¦zeª, to ∇K (z) = 1.

A. 2 Zaªó»my, »e D+, D−, D0 to regularne diagramy,
odpowiednio do trzech w¦zªów (lub splotów),
K+, K−, K0.
Owe regularne diagramy s¡ dokªadnie takie same poza
otoczeniem jednego skrzy»owania.
W tym otoczeniu, regularne diagramy ró»ni¡ si¦ w
sposób przedstawiony na rysunku obok.

Wtedy wielomiany Laurenta tych trzech w¦zªów (lub splotów)
s¡ w nast¦puj¡cej relacji

∇K+
(z)−∇K− (z) = z∇K0

(z).

(Zatem do oblicze« mo»emy stosowa¢ równanie
∇K+

(z) = ∇K− (z) + z∇K0
(z).)

Wielomian ∇K (z), zde�niowany wy»ej jest nazwany
wielomianem Conwaya.
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Zadanie

Trzy regularne diagramy D+, D−, D0 skonstruowane jak
wy»ej s¡ nazwane skein diagramami, a relacja

∇K+
(z)−∇K− (z) = z∇K0

(z),

pomi¦dzy wielomianami Laurenta K+, K−, K0, jest nazwana
skein relacj¡.
Operacja, która zamienia jeden z D+, D−, D0 na inny jest
nazwana skein operacj¡.
B¦dziemy pisa¢ ∇D+

(z) zamiennie z ∇K+
(z) lub w rysunkach

P(D+).
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�wiczenie, policzmy wielomian Conwaya dla
pi¦ciolistnika.

Na pocz¡tek, budujemy dwa nowe diagramy poprzez
zmian¦ jednego ze skrzy»owa« (+) pi¦ciolistnika
przedstawionego na »óªto.

Pierwszy diagram w pierwszym równaniu to trójlistnik,
drugi to splot dwóch w¦zªów trywialnych z czterema
skrzy»owaniami.

Zmieniaj¡c jedno ze skrzy»owa
n (+) w tym splocie,
dostajemy znów trójlistnik i splot dwóch w¦zªów
trywialnych z dwoma skrzy»owaniami (splot Hopfa).

Zmieniaj¡c jedno ze skrzy»owa« (+) trójlistnika
dostajemy w¦zeª trywialny , i znów splot Hopfa.

Zmieniaj¡c jedno ze skrzy»owa« (+) splotu Hopfa
dostajemy splot z trywialny i w¦zeª trywialny.

Splot trywialny wymaga nieco sprytu, gdy» nie ma
dodatnich skrzy»owa«, patrz ostatnie równanie.

Mamy zatem pi¦¢ niewiadomych (odpowiednio wielomiany
Conwaya dla splotu trywialnego o dwóch ogniwach, splotu
Hopfa, trójlistnika, splotu dwóch w¦zªów trywialnych
z czterema przeci¦ciami, pi¦ciolistnika)oraz pi¦¢ równa«, które
metod¡ kolejnego podstawienia mo»na rozwi¡za¢.
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�wiczenie, policzmy wielomian Conwaya dla
pi¦ciolistnika.

Rozwi¡zanie
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Wielomian Aleksandra-Conwaya.

Twierdzenie

Je±li zast¡pimy zmienn¡ z przez
√
t − 1√

t
w wielomianie

Conwaya, to otrzymamy wielomian Aleksandra.

∆K (t) = ∇K (
√
t − 1√

t
).
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�wiczenie policz wielomian Aleksandra.

Zadanie

Policz wielomian Aleksandra:

dla w¦zªa trywialnego,

dla splotu trywialnego o dwóch ogniwach,

dla splotu dwóch w¦zªów trywialnych z czterema
przeci¦ciami,

dla splotu Hopfa,

dla trójlistnika,

dla pi¦ciolistnika.



Teoria w¦zªów, cz¦±¢ II
Syllabus.

�wiczenie policz wielomian Aleksandra.

Twierdzenie: Wielomian Aleksandra splotu trywialnego o µ
ogniwach jest to¿samo�ciowo równy 0.
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Drzewko skein diagramu dla trójlistnika.
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Drzewko skein diagramu dla w¦zªa ósemkowego.
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Wyznacz wielomian Aleksandra.

Zadanie

Wyznacz wielomian Aleksandra dla splotu Boromeusza.

Zadanie

Wyznacz wielomian Aleksandra dla splotu Whiteheada.
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Podstawowe wªasno±ci wielomianu Aleksandra.

Wªasno±¢:

Je±li K jest w¦zªem to ∆K (1) = 1.
Je±li L jest splotem o µ-ogniwach (µ ≥ 2) to ∆L(1) = 0.

Twierdzenie

Zaªó»my, »e f (t) jest wielomianem Laurenta, który speªnia
dwa warunki:

(1) f (1) = 1,

(2) f (t) = f (t−1).

Wtedy istnieje w¦zeª, który ma wielomian Aleksandra równy
f (t).
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Przykªad.

Na rysunku obok znajduje si¦ jeden z w¦zªów, którego
wielomian Aleksandra wynosi
f (t) = 2t−2 − 10t−1 + 17− 10t + 2t2
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Twierdzenie

Zaªó»my, »e K jest w¦zªem.

Je±li −K jest w¦zªem otrzymanym z K przez
odwrócenie orientacji K , to ∆K (t) = ∆−K (t).

Je±li K∗ jest lustrzanym odbiciem K , wtedy
∆K∗ (t) = ∆K (t).
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Przykªad

Wiemy, »e wieomian Aleksandra trywialnego w¦zªa wynosi 1;
jednak istniej¡ nie-trywialne w¦zªy, które maj¡ wielomian
Aleksandra 1.
Przykªad jest dany na rysunku obok.



Teoria w¦zªów, cz¦±¢ II
Syllabus.

De�nicja

Regularny diagram D splotu L, który jest zªo»eniem
regularnych diagramów dwóch splotów, rozª¡cznych jest
nazwany split diagramem (rozªo»onym, podzielonym).

Twierdzenie

Je±li L jest split splotem, to

∆L(t) = 0.
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Istniej¡ sploty L, takie, »e ∆L(t) = 0 mimo,»e nie s¡ split
w¦zªami. Patrz rysunek obok.
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Zaªó»my, »e K1]K2 jest sum¡ spójn¡ lub w¦zªów (lub splotów)
K1, K2, to ∆K1]K2

= ∆K1
∆K2

.
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Wielomian Jonesa

De�nicja

Zaªó»my, »e K jest zorientowanym w¦zªem (lub splotem) i D
jest zorientowany regularny diagram dla K .
Wtedy wielomian Jonesa K , oznaczany jako VK (t), mo»e by¢
zde�niowany jednoznacznie z nast¦puj¡cych aksjomatów.

A.1: Je±li K jest trywialnym wk¦zªem, to VK (t) = 1.

A.2: Zaªó»my, »e D+, D−, D0 s¡ skein diagramami (patrz
obok), wtedy zachodi nast¦puj¡ca relacja

1

t
VD+

(t)− tVD− (t) =
(√

t − 1√
t

)
VD0

(t).

VK (t) jest wielomianem Laurenta od zmiennej
√
t.

Wielomian Jonesa jest niezmiennikiem w¦zªa K .

Algorytm liczenia wielomianu Jonesa jest caªkowicie
analogiczny, do algorytmu liczenia wielomianu Aleksandra.
Jednak poniewa» wspóªczynniki w skein relacjach s¡ ró»ne,
wyliczenie wielomianu Jonesa jest w tym wypadku trudniejsze.
Dla przykªadu wielomian Jonesa splotu trywialnego Oµ dla
µ ≥ 2 nie jest równy 0, jak w przypadku wielomianu
Aleksandra.
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Wielomian Jonesa

Dla trywialnego splotu Oµ o µ ogniwach mamy:

VOµ (t) = (−1)µ−1
(√

t + 1√
t

)µ−1
.
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Wielomian Jonesa
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Wielomian Jonesa
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Wielomian Jonesa
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Wielomian Jonesa

�wiczenie

Wielomian Jonesa prawego-trójlistnika K to
VK (t) = t + t3 − t4, a wielomian lewego trójlistnika to
VK (t) = t−1 + t−3 − t−4, zatem te dwa w¦zªy nie s¡
równowa»ne!
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Wielomian Jonesa

�wiczenie

Wielomian Jonesa w¦zªa ósemkowego jest symetryczny, tzn.:
VK (t) = VK (t−1).
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Wielomian Jonesa

�wiczenie

Poka», »e wielomian Jonesa w¦zªa K z rysunku obok wynosi:

VK (t) = t−3 − t−2 + t−1 − 1 + t − t2 + t3.
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Wielomian Jonesa

�wiczenie

Obliczenia wielomianu Jonesa, pokazaªy, »e jest on nie
trywialny w sytuacji gdy wielomian Aleksandra jest trywialny,
tzn. równy 1.
Jest przypuszczenie, bez dowodu, »e tak jest w istocie zawsze.
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Przykªad

Wiemy, »e wieomian Aleksandra trywialnego w¦zªa wynosi 1;
jednak istniej¡ nie-trywialne w¦zªy, które maj¡ wielomian
Aleksandra 1.
Przykªad jest dany na rysunku obok.

Jego wielomian Jonesa wynosi:

−t−4 + 2t−3 − 2t−2 + 2t−1 + t2 − 2t3 + 2t4 − 2t5 + t6
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Wielomian Jonesa
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Nawias Kau�mana

De�nicja

Nawias Kau�mana niezorientowanego diagramu D, oznaczany
przez 〈D〉, jest wielomianem Laurenta jednej zmiennej A
zde�niowanym przez trzy nast¦puj¡ce aksjomaty.

A.1, Normalizacja: 〈©〉 = 1, gdzie © oznacza diagram
w¦zªa trywialnego, jedno ogniwo, bez przeci¦¢.

A.2: Delta: 〈D t©〉 = δ〈D〉, gdzie δ = −A−2 − A2 oraz
D t© oznacza diagram D razem z pojedynczym
ogniwem, który nie przecina si¦ same ze sob¡ ani z D.

A.3: Skein relacja: 〈D+〉 = A〈D0〉 + A−1〈D∞〉 gdzie
diagramy D+, D0,D∞ ró»ni¡ si¦ jak na rysunku obok.
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Nawias Kau�mana

Uwagi:

nawias jest zde�niowany, na diagramie, nie na w¦¹le,

jest to wielomian diagramu niezorientowanego, wi¦c nie
ma rozró»nienia na skrzy»owania typu D+ lub D−, gdy
ju» wybierzemy, które skrzy»owanie jest dodatnie
pozostaªe, s¡ jednoznacznie zde�niowane,

skein relacje mo»na przepisa¢ w postaci:
〈D−〉 = A〈D∞〉 + A−1〈D0〉,

wielomian diagramu splotu trywialnego o n skªadowych
na pªaszczy¹nie to δn−1,

jest to niezmiennikw wzgl¦dem drugiego i trzeciego
ruchu Reidemeistra, ale nie pierwszego!

»eby byª niezmiennikiem tak»e pierwszego ruchu,

trzeba przyj¡¢ A = (−1)
1

3 , ale wtedy nie b¦dzie to
wielomian.
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Kodowanie w¦zªów.

Pasma

Zawarto±¢ ka»dego paska jest prosta, wyst¦puj¡ tylko cztery
typy pasków.

Przy pomocy ewentualnych deformaacji, tak aby dwa
skrzy»owania nie wyst¦powaªy na jednym poziomie, mo»emy
zawsze dokona¢ podziaªu w¦zªa na poziome paski. Takie
przedstawienie diagramu w postaci okre±lonej liczby
elementarnych cegieªek pozwala zakodowa¢ diagram
(oczywi±cie z dokªadno±ci¡ do deformacji).

Diagram z rysunku ma kod

∩1 ∩1 δ2δ2δ1−1δ3−1 ∪2 ∪1
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 1
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 2
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 3
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 4
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 5
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 6
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 7
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Kodowanie w¦zªów.

Pasek 8
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Dodatek, kodowanie ruchów Reidemeistera.

R1 kod
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Dodatek, kodowanie ruchów Reidemeistera.

R2 kod
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Dodatek, kodowanie ruchów Reidemeistera.

R3 kod
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Dodatek, kodowanie ruchów Reidemeistera.

R3 kod, sprowadza si¦ do jednego przypadku, gdzie n ≥ 2
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Domkni¦te warkocze.

Szczególna posta¢ domkni¦tych warkoczy. De�nicja
geometryczna

Generatory typu ∩ wyst¦puj¡ tylko na pocz¡tku, a typu
∪ tylko na ko«cu.

Mamy jeden wielokrotny generator na górze i jeden
wielokrotny generator na dole.

Orientacja (patrz strzaªki zaznaczone na pasmach
diagramu).

Domkni¦tym warkoczem nazywamy taki diagram, który daje
si¦ zdeformowa¢ (izotopie planarne)
do diagramu opisanego w trzech punktach powy»ej.
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Twierdzenie Aleksandra.

Twierdzenie Aleksandra (znane od 60 lat)

Ka»dy zorientowany w¦zeª mo»na przedstawi¢ w postaci
domkni¦tego warkocza.

Informacje o dowodzie, kolejne kroki

Jak rozpozna¢ czy dany diagram jest domkni¦tym
warkoczem:

� Wygªadzenie wszystkich skrzy»owa« diagramu.

� Je±li dzi¦ki wygªadzaniu otrzymali±my okr¦gi
rozcinaj¡ce sfer¦ na dwa koªa i pier±cienie o zgodnie
zorientowanych skªadowych brzegu, to mieli±my
doczynienia z domkni¦tym warkoczem.

Niezale»nie czy zaczeli±my od domkni¦tego warkocza,
czy nie, otrzymali±my okr¦gi zorientowane, nazwane
okr¦gami Seiferta. Zachowuj¡ one orientacj¦ zgodnie
z wyj±ciow¡ orientacj¡ rozpatrywanego diagramu.

Okre±lamy h(D) defekt naszego diagramu D jako równy
liczbie par niezgodnych okr¦gów Seiferta.

Korzystamy z metody P. Vogela z 1989 roku
i wykonujemy ruch Reidemeistera typu II, na dwóch
ró»nych okr¦gach Seiferta, niezgodnie zorientowanych,
aby nast¦pnie dokona¢ wygªadzenia. Taka operacja
zmniejsza defekt o jeden.
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Twierdzenie Aleksandra, przykªad.

Prawy trójlistnik ∩3 ∩1 δ2δ3−1δ2 ∪1 ∪3 jest domkni¦tym warkoczem.
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Warkocze.

Warkocze.

To diagramy powstaj¡ce przez skªadanie pasków podanych
poni»ej i tylko takich (odpowiednie kody δ, δ−1).

Dla wygody dopuszczamy u»ywanie generatora trywialnego,
czyli wi¡zki równolegªych pasm (kod ◦).
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Warkocze.

Przykªadowy warkocz o czterech pasmach.
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Warkocze.

Deformacje warkoczy

Warkocze maj¡ lu¹ne ko«ce, b¦dziemy je deformowa¢,
ale tylko tak, »eby wrozpatrywanych diagramach nie pojawiªy
si¦ generatory ∩ ani ∪.

Dopuszczamy wykonywanie na warkoczach tych ruchów
Reidemeistera, które nie zaburzaj¡ struktury warkoczy.
Dopuszczamy ruchy przedstawione na rysunku.
Zamiast zaznacza¢, które pasmo idzie gór¡, a które doªem,
przyjmujemy nast¦puj¡c¡ konwencj¦:

dopuszczalne s¡ te ruchy, które odpowiadaj¡
schematowi przedstawionemu na rysunku i s¡
topologiczne, tzn. bez rozcinania wykonalne.

Mo»emy wykonywa¢ drugi i trzeci ruchu Reidemeistera.
Wedªug kodów ruchów Reidemeistera:

2R: δnδn−1 = δn
−1δn = ◦◦, gdzie ◦ generator

trywialny, n ≥ 1.

3R: δn−1δnδn−1 = δnδn−1δn, gdzie n ≥ 2.
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Grupa warkoczy.

Sklejanie warkoczy
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Grupa warkoczy.

Przykªad sklejenia dwóch w¦zªów, do splotu.
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Grupa warkoczy.

Przykªad sklejenia dwóch w¦zªów, do splotu.
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Grupa warkoczy.

Klasy równowa»no±ci warkoczy.

Klasy równowa»no±ci warkoczy o n pasmach (ze wzgl¦du na
ruchy RII, RIII) stanowi¡ grup¦. Nazywamy j¡ grup¡ warkoczy
o n pasmach Bn.

Dwa fakty

Je
eli dwa warkocze s¡ w tej samej klasie tzn.
reprezentuj¡ ten sam element w grupie warkoczy,
to ich domkni¦cia s¡ równowa»ne jako w¦zªy.

Je»eli we¹miemy dwa warkocze nale»¡ce do Bn, które
s¡ w tej grupie sprz¦»one, i te warkocze domkniemy,
to równie» otrzymamy równowa»ne w¦zªy.
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Grupa warkoczy, a równowa»no±¢ w¦zªów.

Twierdzenie Markova.

Je»eli domkni¦cia dwóch warkoczy s¡ równowa»ne, to mo»na
przerobi¢ jeden warkocz na drugi za pomoc¡ operacji
(które zmieniaj¡ liczb¦ pasm, i s¡ pewnego rodzaju ruchem
Reidemeistera typu I):

Bn 3 γ ←→ γδn
±1 ∈ Bn+1.

Twierdzenie Markova wyra»a zagadnienie równowa»no±ci
w¦zªów w j¦zyku ±ci±le algebraicznym. Grupa warkoczy daje
si¦ opisa¢ za pomoc¡ generatorów i relacji, a szukanie
niezmienników w¦zªów jest, na mocy twierdzenia Markova,
w znacznej mierze zredukowane do szukania funkcji, które
przyjmuj¡ jednakowe warto±ci na elementach sprz¦»onych.

T¡ wªa±nie drog¡ poszedª Jones, uzyskuj¡c w roku 1984 swój
sªynny wielomian.
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Niezmienniki.

Twierdzenie Reidemeistera podaje warunek konieczny
i wystarczaj¡cy równowa»no±ci dwóch diagramów
splotów. Jednak nie daje nam efektywnej metody
pozwalaj¡cej na rozwi¡zanie problemu równowa»no±ci
splotów.

Niezmiennikiem splotów nazywamy funkcj¦, która
ka»demu diagramowi przyporz¡dkowuje pewien obiekt
algebraiczny w taki sposób, aby równowa»nym
diagramom odpowiadaªy te same obiekty.
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Wielomian Jonsa.

Zaªó»my, »e K jest zorientowanym w¦zªem (lub splotem) oraz
D to zorientowany regularny diagram dla K .
Wtedy VK (t) wielomian Jonsa K mo»na zde�niowa¢
jednoznacznie z nat¦puj¡cych dwóch aksjomatów.
(Wielomian jest wielomianem Laurenta dla

√
t, co rozumiemy

jako wyst¦powanie skªadników z ujemnymi pot¦gami
√
t.

Wielomian VK (t) jest niezmiennikiem K .)

A1. Je±li K jest trywialnym w¦zªem, wtedy przyjmujemy
VK (t) = 1.

A2. Zaªó»my, »e D+, D−, D0 to regularne diagramy,
odpowiednio, trzech w¦zªów (lub splotów),
K+, K−, K0.
Te regulatne diagramy s¡ dokªadnie takie same w
s¡siedztwie jednego skrzy»owania. W tym s¡siedztwie,
regularne diagramy ró»ni¡ si¦ w sposób pokazany na
rysunku obok.
(Zauwa»: W przypadku D+ (D−) w tej okolicy, istnej¡
jedynie dodatnie (ujemne) skrzy»owania.)
Wtedy wielomiany Laurenta trzech w¦zªów (lub
splotów) s¡ poª¡czone nast¦puj¡c¡ relacj¡

1

t
VD+

(t)− tVD− (t) = (
√
t − 1√

t
)VD0

(t).
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Wielomian Jonsa.

Trywialny splot zªo»ony z µ skªadowych

V
0µ

(t) = (−1)µ−1
(√

t + 1√
t

)µ−1
.
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Wielomian Jonsa.
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Arytmetyka w¦zªów raz jeszcze.

Niech D1 b¦dzie diagramem w¦zªa
poªo»onym w póªpªaszczy¹nie x < 0 oraz
niech D2 b¦dzie diagramem innego w¦zªa,
który le»y w póªpªaszczy¹nie x > 0.
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Arytmetyka w¦zªów raz jeszcze.

Nast¦pnie wybieramy po jednym punkcie z ka»dego diagramu
i ª¡czymy wybrane punkty krzyw¡, która nie przecina »adnego
z diagramów poza punktami ko«cowymi.
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Arytmetyka w¦zªów raz jeszcze.

W kolejnym kroku " pogrubiamy " ª¡cz¡c¡ krzyw¡ i
otrzymujemy sum¦ dwóch w¦zªów, któr¡ oznaczamy D1]D2.
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Arytmetyka w¦zªów raz jeszcze.

Po zastosowaniu operacji sumy spójnej do dwóch trójlistników
otrzymujemy nast¦puj¡cy diagram w¦zªa.
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Arytmetyka w¦zªów raz jeszcze.

Suma dwóch w¦zªów jest dobrze okre±lona, co oznacza, »e
diagramy, które powstan¡ przez powtórzenie powy»szej
procedury z innym wyborem punktów i krzywej b¦d¡
równowa»ne.
Zbiór w¦zªów z powy»ej zde�niowan¡ operacj¡ jest monoidem
(operacja jest ª¡czna, przemienna, posiada element neutralny,
jak mno»enie w liczbach naturalnych).
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

Crick i Watson, w jednym z najbardziej niezwykªych
odkry¢ 20-tego wieku, wyja±nili podstaow¡ struktur¦
DNA.

Otrzymali w 1962 roku Nagrod¦ Nobla z medycyny
w dziedzinie �zjologii.

Wykazali, »e DNA posiada struktur¦ podwójnej
prawoskr¦tnej helisy.

Dwie nici polinukleotydowe s¡ wzajemnie splecione
i biegn¡ równolegle w dwóch przeciwlegªych kierunkach
(uªo»enie przeciwrównolegle), tworz¡c w ten sposób
podwójn¡ helis¦.

Oplataj¡ lini¡ ±rubow¡ wspóln¡ o± dªug¡.
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

Kwas deoksyrybonukleinowy (DNA) tworzy
najwa»niejszy w przyrodzie zapis okre±laj¡cy kompletn¡
struktur¦ i wszystkie funkcje nie tylko pojedynczych
komórek, ale i caªych organizmów.

Podstawowe funkcje DNA to kodowanie informacji
zwi¡zanej z sekwencj¡ RNA i biaªek, kontrol¡ ich
syntezy oraz przekazywanie informacji genetycznej
nast¦pnym pokoleniom.

W ramach projektu The Human Genome Project oraz
innych bada« w 2003 roku zsekwencjonowano caªy
genom czªowieka.
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

DNA jest liniowym polimerem, w którym
monomeryczn¡ podjednostk¡ s¡ cztery chemicznie
odr¦bne nukleotydy.

Ka»dy nukleotyd skªada si¦ z trzech komponentów:
cukru pentozy, zasady azotowej (adenina, cytozyna,
guanina, tymina) i reszty kwasu fosforowego.

Mog¡ one by¢ poª¡czone razem w ªa«cuchy o dªugo±ci
setek, tysi¦cy, a nawet milionów jednostek.
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

Najbardziej rozpowszechnion¡ w przyrodzie form¡
podwóójnej helisy jest prawoskr¦tna B-DNA.

Ponadto spotykane s¡ równie» formy prawoskr¦tne A,
C, D, E i lewoskr¦tna Z-DNA.

Kwas RNA - kwas rybonukleinowy, jest drugim typem
kwasu nukleinowego. Jego budowa jest podobna do
budowy DNA z dwiema zasadniczymi ró»nicami:
cukrem wchodz¡cym w skªad RNA jest ryboza, a
zamiast tyminy wyst¦puje uracyl.
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

Mechanizm wiernego kopiowania informacji
genetycznej jest obecny we wszystkich komórkach
podlegaj¡cych podziaªom.

Najwa»niejsz¡ cech¡ procesu replikacji jest jej
semikonserwatywny charakter, co oznacza, »e ka»da
ni¢ DNA stanowi matryc¦ do wytworzenia nowej,
komplementarnej nici.

Podstawowym procesem zapewniaj¡cym precyzyjne
przekazywanie informacji genetycznej komórkom
potomnym jest proces powielania genomu zwany
replikacj¡ DNA.

Cz¡steczka DNA mo»e tak»e przyjmowa¢ form¦
pier±cienia i dlatego mo»e by¢ spl¡tana lub zwi¡zana.

Ponadto cz¡steczke DNA mo»na czasowo przerwa¢.
W tym przerwanym stanie DNA mo»e ulec �zycznej
deformacji struktury, by nast¦pnie ulec rekombinacji.
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Cechy modelu Watsona i Cricka,
znanego jako helisa B-DNA

1. Dwa ªa«cuchy polinukleotydowe, biegn¡ce w
przeciwnych kierunkach, okr¦caj¡ si¦ wokóª wspólnej
osi tworz¡c prawoskr¦tn¡, dwuniciow¡ helis¦.

2. Zasady purynowe i pirymidowe znajduj¡ si¦ wewn¡trz
helisy, natomiast reszty fosforanowe i deoksyrybozowe
s¡ na zewn¡trz.

3. Adenina (A) tworzy par¦ z tymin¡ (T), a guanina (G) z
cytozyn¡ (C).
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Wªasno±ci DNA

Koliste cz¡steczki DNA, wykazuj¡ce przestrzenne
skr¦cenie wokóª siebie zostaªy nazwane formami
superhelikalnymi.

Helisa mo»e ªatwo si¦ wygina¢ w ªuk lub przyjmowa¢
form¦ superhelikaln¡ bez wi¦kszych lokalnych zmian
struktury.
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Teoria w¦zªów w biologii molekularnej.

Topoizomerazy

Grupa enzymów bior¡cych udziaª w replikacji, gdzie
odpowiadaj¡ za stopie« skr¦cenia podwójnej helisy.

We wczesnych latach 70 - si¡tych odkryto, »e enzym
topoizomeraza umo»liwia caªy proces od pocz¡tkowego
przerwania do rekombinacji DNA.

Topoizomerazy rozpl¡tywuj¡ podwójn¡ helis¦ DNA,
udost¦pniaj¡c w ten sposób matryc¦ dla enzymów
replikacyjnych lub transkrypcyjnych.

Dziaªanie topoizomerazy jest poª¡czone z nowymi
niezmiennikami splotów.

Pokazano, »e kiedy topoizomerazy powoduj¡ zmiany
formy DNA to jest to proces podobny do tego co
lokalnie dzieje si¦ w skein diagramach.

Dziaªanie topoizomerazy jest poª¡czone z nowymi
niezmiennikami, wa»nym konceptem jest tu indeks
zaczepienia.
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W¦zªy i DNA

Topologiczne podej±cie do enzymologi.

Enzymologia

Dziaª biochemii zajmuj¡cy si¦ enzymami, ich struktur¡,
wªa±ciwo±ciami, mechanizmami dziaªania, przebiegiem
katalizowanych przez nie reakcji, funkcjami, drogami
biosyntezy oraz sposobami ich izolowania i oczyszczania.

W niektórych przypadkach stwierdzono, »e DNA, który
ma ksztaªt pier±cienia skªadaj¡cego si¦ z jednej nici lub
dwóch nici zwini¦tych w podwójn¡ helise.

Taka pojedyncza ni¢ DNA mo»e by¢ dosªownie wi¡zana
w sensie o jakim mówili±my dotychczas.

Modele abstrakcyjnych obiektów (w¦zªó i splotów)
mo»emy teraz zaobserwowa¢ w rzeczywisto±ci pod
mikroskopem elektronowym.

Ostatnie badania pokazuj¡, »e typ w¦zªu DNA ma
znaczenie na funkcj¦, dziaªanie cz¡steczki DNA w
komórce.
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W¦zªy i DNA

Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Matematyczny model cz¡steczki DNA to zwykle
cienka, dªuga, zorientowana, skr¦cona wst¡»ka.

Na tym rysunku, wst¡»ka jest homeomor�czna z
S1 × [−1, 1], ale nie z wst¦g¡ M �obiusa.
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W¦zªy i DNA

Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Obie krzywe C1 oraz C2, które stanowi¡ brzegi wst¦gi
B reprezentuj¡ zamkni¦te nici DNA.

Mo»emy ustali¢ orientacj¦ na krzywej C , która stanowi
o± dla B.
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W¦zªy i DNA

Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Obie krzywe C1 oraz C2, które stanowi¡ brzegi wst¦gi
B reprezentuj¡ zamkni¦te nici DNA.

Mo»emy ustali¢ orientacj¦ na krzywej C , która stanowi
o± dla B (tj. centralnej krzywej S1 × {0}).
Orientacja na C idukuje orientacje na C1 i C2.

Indeks zaczepienia lk(C1, C2) jest niezmiennikiem, i
jego zmiana ma bardzo istotny wpªyw na struktur¦
cz¡steczki DNA.

Topoizomerazy katalizuj¡ przeksztaªcanie DNA do
formy superhelikalnej oraz jego relaksacj¦, tn¡c i
ponownie ª¡cz¡c nici helisy.

Dla przykªadu, wiadomo, »e je±li zredukujemy indeks
zaczepienia (zwany te» indeksem zapl¡tania)
dwuniciowej cz¡steczki DNA, wtedy rezultatem jest
powstanie form superhelikalnych.
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W¦zªy i DNA

Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Redukcja indeksu zaczepienia cz¡steczki DNA mo»e
by¢ osi¡gni¦te przez dziaªanie topoizomerazy na
cz¡steczk¦ DNA.

W rzeczywisto±ci, orientacja cz¡steczki DNA nie jest
dokªadnie jak wy»ej.

Orientacje, w rzeczywisto±ci, na dwóch niciach DNA s¡
wzajemnie przeciwne, dlatego mo»e powinni±my
przypisa¢ wzajemnie orientacje dla krzywych C1 i C2.

Jednak w przypadku supªa stworzonego przez C1 i C2,
indeks zaczepienia zde�niowany na cz¡steczce DNA w
biologii i indeks zaczepienia zde�niowany na cz
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Jak zaobserwowaª Jerome Vinograd w roku 1963,
kolisty DNA wirusa polio w czasie wirowania rozdzielaª
si¦ na dwa pasma. Podczas rozwi¡zywania tej zagadki
odkryª on wa»n¡ wªasno±¢ kolistego DNA, jakiej nie
maj¡ cz¡steczki liniowe.

Rozwa»my odcinek o dªugo±ci 260 pz i konformacji
helisy B -DNA.

Poniewa» ilo±¢ zasad przypadaj¡cych na jeden skr¦t w
cz¡steczce DNA wynosi 10, 4,
ta liniowa cz¡steczka tworzy 25 = 260

10,4
skr¦tów.
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W¦zªy i DNA

Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Teraz poª¡czmy ko«ce tej helisy, tworz¡c zrelaksowany kolisty
DNA.

Zupeªnie inny kolisty DNA mo»e powsta¢, kiedy odwiniemy
liniow¡ cz¡steczk¦ DNA o dwa skr¦ty przed poª¡czeniem jej w
struktur¦ kolist¡.
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Jakie s¡ nast¦pstwa odwini¦cia DNA przed
poª¡czeniem ko«ców?

Mo»liwe jest przybranie przez ni¡ dwóch konformacji.:

DNA mo»e przybra¢ struktur¦ tworz¡c¡ 23 skr¦ty helisy
oraz odwini¦t¡ p¦tle nie tworz¡c¡ dodatkowych
splotów.

DNA mo»e takrze przybra¢ struktur¦ superchelikaln¡,
gdzie helisa tworzy 25 skr¦tów oraz 2 skr¦ty
lewoskr¦tnej (okre±lonej jako ujemna) struktury
superhelikalnej.
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W¦zªy i DNA

Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Przybranie konformacji superhelikalnej znacz¡co
wpªywa na ogólnk¡ form¦ DNA.

Cz¡steczka superhelikalna DNA jest bardziej zwarta ni»
zrelaksowany (rozlu¹niony) DNA tej samej dªugo±ci.

Dlatego w czasie wirowania lub elektroforezy
superhelikalny DNA porusza si¦ szybciej ni» jego
zrelaksowana forma.

Podczas eksperymentu Vinograda szybciej
sedymentowaª superhelikalny DNA, natomiast wolniej
sedymentuj¡cy DNA byª zrelaksowany.
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Dzi¦kuj¦ za obejrzenie prezentacji, spis prac, z których korzystaªem, wraz z rysunkami
(rysunki przerobiªem w programie gra�cznym) znajduje si¦ na ostatnim slajdzie.
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Topologia. Wªa±ciwo±ci strukturalne cz¡steczki, które nie
ulegaj¡ zmianie podczas deformacji.

Kluczow¡ wªa±ciwo±ci¡ topologiczn¡ cz¡steczki
kolistego DNA jest liczba oplece« (indeks zaczepienia,
ang. linking number - Lk), która okre±la ile razy
jedna ni¢ DNA owija si¦ prawoskr¦tnie wokóª osi helisy,
sprowadzonej do prostej le»¡cej na pªaszczy¹nie.
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Liczba oplece«, przykªady

Dla zrelaksowanego DNA przedstawionego na rysunku
obok Lk = 25.
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Topologia.

Dziedzina matematyki zajmuj¡ca si¦ deformacjami nazywa si¦
topologi¡. (str. ??)

Matematyka to nie tylko arytmetyka, algebra, geometria,
rachunek ró»niczkowy czy caªkowy.
W matematyce wyodr¦bniªo si¦ wiele nowych dziedzin.
Topologia, to dziaª matematyki badaj¡cy te wªasno±ci �gur,
które si¦ nie zmieniaj¡ przy deformacjach
( rozci¡ganie, wyginanie, skr¦canie,
ale bez rozrywania i sklejania ).

Semantyka - nazwa topologia powstaªa z poª¡czenia greckich
sªów:

τoπoς znaczy miejsce, poªo»enie,

λóγoς mo»na interpretowa¢ jako nauk¦.

Czyli topologia to nauka o poªo»eniu i ksztaªcie.
Na pocz¡tku XX wieku u»ywany byª termin " analysis situs "
( ªacina ) czyli analiza poªo»enia.
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zanurzenie (str. ??)

W topologii ogólnej zanurzeniem przestrzeni A w przestrze« B jest homeomor�zm f : A ↪→ B.

krzywa zamkni¦ta (str. ??)

Rozmaito±¢ jedno wymiarowa, spójna, zamkni¦ta.

rozmaito±¢ 1-wymiarowa (str. ??)

Rozmaito±¢ 1-wymiarowa, to zbiór, który lokalnie " przypomina "
1-wymiarow¡ przestrze« euklidesow¡ R1.
Przykªady: okr¡g, sinusoida.
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przestrze« euklidesowa (str. ??)

(przestrze« o geometrii euklidesowej)
Niech dana b¦dzie przestrze« liniowa V nad ciaªem liczb rzeczywistych R wymiaru n, w której jest
okre±lony standardowy iloczyn skalarny (nazwany euklidesowym).
Przestrze« a�niczn¡ (zamkni¦ta na kombinacje a�niczne) (E , V ) nazywa si¦ wówczas przestrzeni¡
euklidesow¡ wymiaru n.
Przestrze �m wspóªrz¦dnych rzeczywistych (n−elementowych ci¡gów liczb rzeczywistych jest przestrzeni¡
liniow¡ nad R) jest przestrzeni¡ a�niczn¡ nad sam¡ sob¡, wektory i punkty uto»samia si¦ w naturalny
sposób.

rysunek z Wikipedii
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przestrze« spójna

Przestrze« topologiczna X , której nie mo»na rozªo»y¢ na sum¦ dwóch niepustych, rozª¡cznych
podzbiorów otwartych.
Równowa»nie:
-X nie mo»e by¢ rozªo»ona na dwa rozª¡czne i niepuste zbiory domkni¦te,
- jedynymi podzbiorami X zarazem otwartymi i domkni¦tymi s¡ X i zbiór pusty.

Silniejsze poj¦cie: przestrze« spójna drogowo, w której dowolne dwa punkty daj¡ si¦ poª¡czy¢
drog¡.

Podzbiór przestrzeni topologicznej nazywa si¦ spójnym, je»eli jest spójny jako podprzestrze« tej
przestrzeni.

sfera trójwymiarowa S3 (str. ??)

Oznaczana te» S3.

S3 = ∂B4 ⊂ R4,

gdzie B4 to jednostkowa kula 4−wymiarowa.
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krzywe ªamane, kawaªkami liniowe (str. ??)

Linia ªamana to w geometrii linia utworzona z ci¡gu odcinków (zwanych jej bokami) w taki sposób, »e
1) »adne dwa nast¦puj¡ce po sobie odcinki nie le»¡ na jednej prostej,
2) wierzchoªek (ang. vertex) b¦d¡cy ko«cem pierwszego odcinka jest pocz¡tkiem drugiego odcinka,
wierzchoªek b¦d¡cy ko«cem drugiego jest pocz¡tkiem trzeciego i tak dalej.
Je±li wierzchoªek b¦d¡cy pocz¡tkiem pierwszego boku jest jednocze±nie i ko«cem ostatniego, to ªaman¡
nazywamy zamkni¦t¡..

krzywe gªadkie (str. ??)

Termin o podwójnym znaczeniu, oznaczaj¡cy krzyw¡ maj¡c¡ parametryzacj¦
klasy regularno±ci C1 lub C∞.
Pierwszy z tych warunków oznacza, »e krzywa ma w ka»dym punkcie styczn¡ zmieniaj¡c¡ si¦ w sposób
ci¡gªy wzdªu» krzywej.

homeomor�zm (str. ??)

Intuicyjnie to przeksztaªcenie, które dowolnie ±ciska, rozci¡ga, wygina lub skr¦ca �gur¦, nie robi jednak
w niej dziur, nie rozrywa jej ani nie skleja jej fragmentów.
Homeomor�zmy s¡ ci¡gªymi bijekcjami, których funkcja odwrotna jest równie» ci¡gªa.
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Uszczególnienia, pomoce

�amana zwyczajna

�amana zwyczajna wyst¦puje wtedy gdy:
1.dwa odcinki maj¡ce wspólny koniec nie le»¡ na jednej linii prostej.
2.pierwszy koniec mo»e by¢ wspóólny dla co najwy»ej dwóch odcinków.

Krzywa zamkni¦ta

Krzyw¡ γ na pªaszczy¹nie nazywamy odwzorowanie ci¡gªe przedziaªu (α, β) w pªaszczyzn¦.
Je±li γ(α) = γ(β) krzyw¡ t¡ nazywamy krzyw¡ zamkni¦t¡, a je±li ponadto jest ona ró»nowarto±ciowa
w przedziale (α, β) to nazywamy j¡ krzyw¡ Jordana.
W praktyce krzyw¡ Jordana nazywamy te» obraz tej krzywej na pªaszczy¹nie i ten obiekt jest
homeomor�czny z okr¦giem.
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Festiwal nauki, przygotowanie, efekty.

Zabawki druciane z Empika lub z papierniczego na
ulicy Krupniczej, du»e modele 60zª+100 zª zakupi¢.

Zrobi¢ w¦zªy z liny, na planszach dwa w¦zªy
równowa»ne zabawa polega na przerobieniu jednego na
drugi u»ywaj¡c modelu z liny. Zrobi¢ przykªad
pokazowy. Dla przykªadu odl¡taj w¦zeª z rysunku obok
powy»ej.

Kupi¢ 5 sztuk gumek rubber loops, patrz rysunek obok
poni»ej. Zrobi¢ bransoletki, pier±cionki, nauczy¢ robi¢
bransoletki studentów, zatrudni¢ ich do tej pracy.

Koszulki darmowe (pieni¡dze dla koªa) z nadrukiem np.
dzikiego w¦zªa, (mo»na zrobi¢ mi¦dzy Hal¡ Targow¡, a
Stradomiem).

Podzieli¢ zabawki na trzy stopnie trudno±ci.


