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Plan prezentacji, dwa typy

Swiat, kabli sznurkéw i sznurowadet.

W ramkach rézowych, z reguty, pisze uzywajac pojeé
dostepnych codziennemu doéwiadczeniu.

Abstrakcyjne struktury matematyczne, takze historia

matematyki, biologia, syllabus.

Ramki niebieskie moga wymagaé pewnej wczesniejszej wiedzy.
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Cel przedmiotu Teoria Weztéw

@ Celem przedmiotu jest przedstawienie elementéw teorii
wezféw w sposéb dostepny dla studentéw o
umiarkowanym przygotowaniu matematycznym.

@ Drugim celem jest umozliwienie studentowi
zrozumienia zastosowah teorii weztéw w analizie
taficuchéw DNA.
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Proponowane tresci programowe

1. Wprowadzenie i motywacja: przedmiot teorii weztéw
oraz jej znaczenie, szczegdblnie w zastosowaniach
(2 godziny).

2. Podstawowe pojecia: definicja wezta, rzut i diagram
wezta, rzut regularny, definicja splotu.
Problemy z rozréznieniem weztéw - przyktady
(4 godziny).

3. Elementarne deformacje wezta, réwnowaznos$é weztéw,
wezty trywialne.
Ruchy Reidemeistera Twierdzenie o réwnowaznosci
weztéw. (4 godzin).

4. Techniki kombinatoryczne rozrézniania weztéw i
splotéw: kolorowanie, indeks zaczepienia. (4 godziny).

5. Arytmetyka splotéw: mnozenie i dodawanie splotéw,
wtasnosci tych dziatan. Wezty pierwsze. (3 godziny).

6. Niezmienniki wielomianowe: wielomian Aleksandra,
wielomian Jonesa, nawias Kauffmana. (4 godziny).

7. Grupa podstawowa wezta. (3 godziny).

8. Wiecej o zastosowaniach, z naciskiem na zastosowania
w chemii, biologii molekularnej. (6 godzin).
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Wielomian Aleksandra-Conwaya
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Wielomian Aleksandr

Danemu zorientowanemu weztowi lub splotowi K, mozemy
przypisa¢ wielomian Laurenta V(z), od zmiennej z, tak aby
spetnione byty dwa aksjomaty:

A. 1 Jedli K to trywialny wezet, to Vi (z) = 1.

A. 2 Zatézmy, ze D, D_, Dg to regularne diagramy,
odpowiednio do trzech weztéw (lub splotéw),
Ky, K_, Ko.
Owe regularne diagramy sa doktadnie takie same poza
otoczeniem jednego skrzyzowania.
W tym otoczeniu, regularne diagramy réznia si¢ w
sposéb przedstawiony na rysunku obok.

Wtedy wielomiany Laurenta tych trzech weztéw (lub splotéw)
s3 w nastepujacej relacji

Vi, (2) = Vk_(2) = 2V Ky (2)-

(Zatem do obliczei mozemy stosowaé réwnanie
Vi, (2) = Vk_(2) + 2V (2).)

Wielomian V (z), zdefiniowany wyzZej jest nazwany
wielomianem Conwaya.
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Trzy regularne diagramy Dy, D_, Dg skonstruowane jak
wyzej s3 nazwane skein diagramami, a relacja

Vi, (2) = Vk_(2) = 2V 4 (2),

pomiedzy wielomianami Laurenta K, K_, Kp, jest nazwana
skein relacja.

Operacja, ktéra zamienia jeden z D, D_, Dg na inny jest
nazwana skein operacj3.

Bedziemy pisaé Vb, (z) zamiennie z VK, (z) lub w rysunkach
P(D4).
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Cwiczenie, policzmy wielomian Conwaya dla
pieciolistnika.

Na poczatek, budujemy dwa nowe diagramy poprzez
zmiane jednego ze skrzyzowah (+) pigciolistnika
przedstawionego na zétto.

Pierwszy diagram w pierwszym réwnaniu to tréjlistnik,
drugi to splot dwéch weztéw trywialnych z czterema
skrzyzowaniami.

Zmieniajac jedno ze skrzyzowan (+) w tym splocie,
dostajemy znéw tréjlistnik i splot dwéch weztéw
trywialnych z dwoma skrzyzowaniami (splot Hopfa).
Zmieniajac jedno ze skrzyzowan (+) tréjlistnika
dostajemy wezet trywialny , i znéw splot Hopfa.
Zmieniajac jedno ze skrzyzowan (+) splotu Hopfa
dostajemy splot z trywialny i wezet trywialny.

Splot trywialny wymaga nieco sprytu, gdyz nie ma
dodatnich skrzyzowan, patrz ostatnie réwnanie.

Mamy zatem pigé niewiadomych (odpowiednio wielomiany
Conwaya dla splotu trywialnego o dwéch ogniwach, splotu
Hopfa, tréjlistnika, splotu dwéch weztéw trywialnych

z czterema przecigciami, pigciolistnika)oraz pigé réwnan, ktére
metoda kolejnego podstawienia mozna rozwigzaé.

Pc@w zx q@) - P«:@)
H%w z KH:EI\@) =Pc:%\\)7)
P:Cé)p Zx PcC@): RC@)

O OO
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Cwiczenie, policzmy wielomian Conwaya dla
pieciolistnika.

PﬂC@): P(@)=

2O)-([))-1

P‘@J = P(C@): 0
H%FHC@) - p(@):z
P(C@) =F’(?@)=P(@) - 1422
P(@ FP(E\\)?J - 2z+42°

P(@) = 1+3z%+z"
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Wielomian Aleksandra-Conw

Twierdzenie

Jesli zastapimy zmienng z przez \/t — % w wielomianie

Conwaya, to otrzymamy wielomian Aleksandra.

A(t) = Vi(Vi = J2).
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Cwiczenie policz wielomian Aleksandra.

PﬁC@) - P:@i :
= P(©) :P(@) =1 I podstaw I

s
Policz wielomian Aleksandra:
n A ) = A h= 0
@ dla wezta trywialnego,
dl lotu trywial dwéch i h,
a splotu trywialnego o dwéch ogniwac R {7):'0(@ A -,
dla splotu dwéch weztéw trywialnych z czterema (/
przecigciami,

dla splotu Hopfa, P‘Cg) - p(gl\@) =p(@) - 1+z2

dla tréjlistnika,
dla pieciolistnika. 3
/ P:@FP(C\\ZJ -2z¢z

a@) = 1+3z%+z*

sk
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Cwiczenie policz wielomian Aleksandra.

ie: Wielomian Aleksandra splotu trywialnego o p

ogniwach jest to£samolJciowo réwny 0.

Skein réwnanie odpowiadajace do skein diagraméw na rysunku obok to:
Vb, (2) = Vb_(2) = 2Vp, ().

Poniewaz oba D4 oraz D_ s3 trywialnymi splotamio (g — 1)-ogniwach,
Y, (2) = Vp_(2).
Dlatego

0 =12Vp,(2), tzn., Vp,(z) =0.

2 QO OO0

H~-2 copies

»O+0 0O

J1=2 copies

SOEIOROIC,

=2 copies
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Drzewko skein diagramu dla tréjlistnika.

CQDD

OLQ) @‘”
OO~ @g @)O

Vk(z) = 1Vo(2) +2Vo00(2) +2°Vo(2).

Vo(z) =1
Vool(z) =0,
Wielomian Conwaya Vk(z) =1 +2%

Wielomian Aleksandra Ay (t) = 1+ (vt — :1/*6)2 =t"1-1+t.
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Drzewko skein diagramu dla wezta 6semkowego.

D+@ (dodatnie skrzyzowanie)
v N

(ujemne
skrzyzowanie)

Q
&
&

réwnania z ktérych korzystamy:
Vilz) = Volz) +2Vools) - #Vo(r) =1~ 22 o= Y- 44T ()]

A% =V —zV
AK(t)zlu(ﬂ--}ft_)Q:kt“-rs—t. p_(2) = Vb, (2) —2Vn,(2)
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Wyznacz wielomian Aleksandra.

Zadanie

Wyznacz wielomian Aleksandra dla splotu Boromeusza.

Zadanie

Wyznacz wielomian Aleksandra dla splotu Whiteheada.
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Podstawowe wtasnosci wielomianu Aleksand

Whtasnosé:

Jedli K jest weztem to Ay (1) = 1.
Jesli L jest splotem o p-ogniwach (i > 2) to A;(1) = 0.

Twierdzenie

Zatézmy, ze f(t) jest wielomianem Laurenta, ktéry spetnia
dwa warunki:

1) fa)=1,
(2) f(t) = f(t™Y).

Witedy istnieje wezet, ktéry ma wielomian Aleksandra réwny

f(t).

N
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Przyktad.

(D

wielomian Aleksandra wynosi

Na rysunku obok znajduje si¢ jeden z weztéw, ktérego
f(t) =2t=2 — 10t~ + 17 — 10t + 2¢2 J

/\‘/\\/\\./\\/\\K\/\’\ S OO,
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Twierdzenie

Zatézmy, ze K jest weztem.
@ Jeili —K jest weztem otrzymanym z K przez
odwrécenie orientacji K, to Ak (t) = A_k(t).

@ Jeili K* jest lustrzanym odbiciem K, wtedy
Dy (t) = Ak (t).
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Kinoshita- Terasaka

Wiemy, ze wieomian Aleksandra trywialnego wezta wynosi 1; /-

jednak istnieja nie-trywialne wezty, ktére maja wielomian
Aleksandra 1. \/\

Przyktad jest dany na rysunku obok.
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Definicja

Regularny diagram D splotu L, ktéry jest ztozeniem
regularnych diagraméw dwéch splotéw, roztacznych jest
nazwany split diagramem (roztozonym, podzielonym).

A,

Twierdzenie

Jesli L jest split splotem, to

A(t) =0.

T A
S
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Istnieja sploty L, takie, Ze A;(t) = 0 mimo,ze nie s3 split
weztami. Patrz rysunek obok. J
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Zatézmy, ze Kyf#{K2 jest suma spdjna lub weztéw (lub splotéw)
K1, K2, to Ak, pky = Dy DKy - J
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Wielomian Jonesa
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Wielomian Jonesa

Zatézmy, ze K jest zorientowanym weztem (lub splotem) i D
Jest zorientowany regularny diagram dla K.

Wtedy wielomian Jonesa K, oznaczany jako Vi (t), moze byé
zdefiniowany jednoznacznie z nastgpujacych aksjomatéw.

A.1: Jedli K jest trywialnym wkeztem, to Vi (t) = 1.

A.2: Zatézmy, ze Dy, D_, Dg s3 skein diagramami (patrz
obok), wtedy zachodi nastepujaca relacja

2p, (8 — tvp_(8) = (VE— ) Vo (0)-

Vi (t) jest wielomianem Laurenta od zmiennej /t.
Wielomian Jonesa jest niezmiennikiem wezta K.

Algorytm liczenia wielomianu Jonesa jest catkowicie
analogiczny, do algorytmu liczenia wielomianu Aleksandra.
Jednak poniewaz wspétczynniki w skein relacjach s3 rézne,
wyliczenie wielomianu Jonesa jest w tym wypadku trudniejsze.
Dla przyktadu wielomian Jonesa splotu trywialnego O, dla

@ > 2 nie jest réwny 0, jak w przypadku wielomianu
Aleksandra.
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Wielomian Jonesa

Dla trywialnego splotu O, o y ogniwach mamy:

= = n=1
Vo, () = (1=t (vi+ L .

Dowod:

Dowod bgdzie indukcja po /. Jesli 4 = 1, to jest to Aksjomat 1.

Zatem zalézmy indukeyjnie, Ze réwnos$é zachodzi dla jt—1

Vo, ()= (~1F Vit 3 )

Rozwazmy teraz skein diagram z rysunku obok, poniewaz
+ = D_ = 0,_10raz Do = OP,
na mocy zatozenia indukcyjnego mamy:

Her (Ve )T e (v )
- (- e
Poniewaz lewa strona tej formuly to:
(e )0
=0 (Vi ) T (Ve ) (-

zatem krok indukcyjny zostat wykonany i twierdzenie zachodzi.

1

Vit

)

QO 0O

[ —
p-2 copies

1~2 copies

JORROROIC;

-2 copies
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Wielomian Jonesa

Policzymy teraz wielomian Jonesa dla prawoskretnego trojlistnika.

Jak w przypadku wielomianu Aleksandra piszemy potrzebne nam relacje:
Vb, (t) = t*Vp_(t) + tzVp,(t)
Vp_(t) = t7?Vp, (t) = t~'2Vp,(t),

gdzie dla wygody przyjelismy z = (ﬂ - 7‘;)

Vi(t) = t*Vo(t) + t32Voo(t) + t*2*Vo(t)
=t+td—th
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Wielomian Jonesa

Oznaczmy przez X LI Y sume dwéch roziacznychzbioréw X oraz Y.

WLASNOSC:
Vbuo, = (-1)* (\/Z + %)“vnm
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Wielomian Jonesa

Zatozmy, ze K;#K2 jestsuma spéjna dwoch weziéw lub splotow , wedy
Vi (t) = Vi, (£) Vi ().
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Wielomian Jonesa

Theorem

Vouup, (1) = = (VI+ ) Vo, Vo, (0.

Theorem
Zatozmy, ze —K jest weztem z przeciwng orientacja niz K, wtedy

V_k(t) = Vk(t).
Theorem
Zatozmy, ze K* jestlustrzanym odbiciem wezla lub splotu K, wtedy

Vi (8) = Vi (t72).
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Wielomian Jonesa

Wielomian Jonesa prawego-tréjlistnika K to

Vk(t) = t + t3 — t*, a wielomian lewego tréjlistnika to
Vk(t) =t 473 ¢4

, zatem te dwa wezty nie sa
réwnowazne!
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Wielomian Jonesa

Wielomian Jonesa wezta ésemkowego jest symetryczny, tzn.:
—1
Vie(t) = Vi (t77)-
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Wielomian Jonesa

@
Pokaz, ze wielomian Jonesa wezta K z rysunku obok wynosi: f\\

V)=t 33—t 2414t + 6. \{)
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Wielomian Jonesa

@
Obliczenia wielomianu Jonesa, pokazaly, ze jest on nie f\\

trywialny w sytuacji gdy wielomian Aleksandra jest trywialny,
tzn. réwny 1. /)
Jest przypuszczenie, bez dowodu, ze tak jest w istocie zawsze.
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Kinoshita- Terasaka

Wiemy, ze wieomian Aleksandra trywialnego wezta wynosi 1;
jednak istnieja nie-trywialne wezty, ktére maja wielomian

Aleksandra 1. ( ,
Przyktad jest dany na rysunku obok. -

Jego wielomian Jonesa wynosi:

B N Al R A Ta ity o gy Yoy
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Wielomian Jonesa

Wezel] wielomian

Wielomian Jonesa

3 [(=)-1+1]
4 | (D143

5 [ (-2~-1+1-1+1]

5 | (-1)[2-3+2]

6 | (-1)[-2+5-2

62 |(-2)[-1+3-3+3-1]

63 | (-2)1-3+5-3+1]

T (=31 -14+1-1+1-1+1]
7 | (-1)[3-5+3]

7 | (-2)2-3+3-3+2

T | (-D)d-7+4]

T | (-2)2-4+5-4+2

T | (-2)[-1+5-7+5-1]

7 |(-2)1-5+9-5+1]

8 |(-1)[-3+7-3

8 |(-3)[-1+3-3+3-3+3-1]
8 |(-1[-4+9-4]

8 |(-2)[-2+5-5+5-2]

8 |(-3)[-1+3-4+5-4+3-1]
8 | (-2)[-2+6-7+6-2]

8 |(-3)1-3+5-5+5-3+1]
8 |(-2)[2~-6+9-6+12]

& |(-3)[-1+3-5+7-5+3-1]
810 |(-3)[1-3+6-7+6-3+1]
8 | (-2)[-2+7-9+7-2]

82 [(-2)1~-T+13-7+1]

83 |(-2)2~T+11-7+2]

8 | (-2)[-2+8-11+8-72

815 |(~2)[3-8+11~8+3]

816 |(-3)1-4+8-9+8—4+1]
817 [(-3)[-1+4-8+11-8+4-1]
85 | (-3)[-1+56-10+13-10+5-1]
819 | (=3)L-1+0+1+0—1+1]
820 ((=2)1-2+3-2+1]

8 | (<2)[-1+4=5+4=1]

(DL+0+1-1]

(-2 -1+1-1+1]
@R+0+1-1+1-1]

@M -1+2-1+1-1]

(-1 -1+2-2+1-1+1]
(-D[1-142-2+42-241]
(-3)[-1+2-2+3-2+2~1]
@)1+0+1-1+1~1+1-1]
(D-142-242-1+1-1]
@-1+2-2+3-2+1-1]
(1-2+3-2+3-2+1-1]

(A -1+3-3+3-3+2-1]
(-D1-2+43-3+4-3+2-1]
(-3)[-1+3-3+4-4+3-2+1]]
(-2[1-1+42-2+42-2+1-1+1]
Of1-142-2+3-3+2-2+1]
(-4)1-1+2-3+3-3+2-1+1]
(-3)1-1+2-3+3-3+3-2+1]
O -1+3-3+3-4+3-2+1]
(-DL-1+3-4+4-4+3-2+1]
(-2)[-1+2-2+4-4+4-3+2-1]
(=3)[~1+2=3+5-4+4=-3+2-1]
(-4L-2+43-4+45-4+3-2+1]
(-2)[-1+2-3+5-4+5-4+2-1]
(-1 -2+4-4+5-5+3-2+1]
(—4)[1-2+4-5+5-5+4-2+1]
(-3)[-14+3-4+5-5+5-3+2—1]
(-D1-2+4-5+6-5+4-3+1]
(21 -2+5-5+6-6+4-3+1]
(=2)[-1+3-4+6-6+6-5+3—1]
(—4)1-3+5-6+7—6+5-3+1]
(-4)1-4+6-T+9-T+6-4+1]
@1+0+1+0+0+1]
(-1)[-1+2-1+2-1+1-1]
()2-2+3-3+2-2+1]

5 8

"
29080
2 A
00 2 065,63

(—:-D

90088
BOE BT,
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Nawias Ka

Nawias Kauffmana niezorientowanego diagramu D, oznaczany
przez (D), jest wielomianem Laurenta jednej zmiennej A
zdefiniowanym przez trzy nastgpujace aksjomaty.
A.1, Normalizacja: () = 1, gdzie O oznacza diagram
wezta trywialnego, jedno ogniwo, bez przecigé.

A.2: Delta: (DU Q) = (D), gdzie § = —A~2 — A2 oraz
D U O oznacza diagram D razem z pojedynczym
ogniwem, ktéry nie przecina si¢ same ze sobg ani z D.

A.3: Skein relacja: (Di) = A(Dp) + A~ (Dso) gdzie

diagramy Dy, Dg, Do, réznig sie jak na rysunku obok.
v

[)AI

Dis
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Nawias Kauffmana

@ nawias jest zdefiniowany, na diagramie, nie na wezle,

@ jest to wielomian diagramu niezorientowanego, wigc nie
ma rozréznienia na skrzyzowania typu Dy lub D_, gdy
Jjuz wybierzemy, ktére skrzyzowanie jest dodatnie
pozostate, s3 jednoznacznie zdefiniowane,

@ skein relacje mozna przepisaé w postaci:

(D_) = A(Doo) + A~ (Do),

@ wielomian diagramu splotu trywialnego o n sktadowych
na ptaszczyznie to 5"71,

@ jest to niezmiennikw wzgledem drugiego i trzeciego
ruchu Reidemeistra, ale nie pierwszego!

@ Zeby byt niezmiennikiem takze pierwszego ruchu,

1
trzeba przyjaé A = (—1)3, ale wtedy nie bedzie to
wielomian.
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Kodowanie weztéw.




Teoria weztéw, czesé Il
SVELTER

Kodowanie weztéw.

Zawartoéé kazdego paska jest prosta, wystepuja tylko cztery
typy paskéw.

T-~-T1I |""§‘i""| |

Przy pomocy ewentualnych deformaacji, tak aby dwa
skrzyzowania nie wystepowaty na jednym poziomie, mozemy
zawsze dokonaé podziatu wezta na poziome paski. Takie
przedstawienie diagramu w postaci okreslonej liczby
elementarnych cegietek pozwala zakodowaé diagram
(oczywiscie z doktadnoscia do deformacji).

Diagram z rysunku ma kod

N1 N1 525251_153_1 Uz Ug
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.
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Kodowanie weztéw.

& PLESE D
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Kodowanie weztéw.

35

P4

CELI0D D

(




Teoria weztéw, czesé Il
SVELTER

Dodatek, kodowanie ruchéw Reidemeistera.
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Dodatek, kodowanie ruchéw Reidemeistera.
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Dodatek, kodowanie ruchéw Reidemeistera.

XA
YA

-\
\._’ \

\

/




Teoria weztéw, czesé Il
SVELTER

Dodatek, kodowanie ruchéw Reidemeistera.

R3 kod, sprowadza si¢ do jednego przypadku, gdzie n > 2

e
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Domkniete warkocze.

Szczegblna postaé domknigtych warkoczy. D
geometryczna

@ Generatory typu N wystepuja tylko na poczatku, a typu
U tylko na kohcu.

@ Mamy jeden wielokrotny generator na gérze i jeden
wielokrotny generator na dole.

@ Orientacja (patrz strzatki zaznaczone na pasmach
diagramu).

Domknietym warkoczem nazywamy taki diagram, ktéry daje
sie¢ zdeformowaé (izotopie planarne)
do diagramu opisanego w trzech punktach powyzej.
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SVELTER

Twierdzenie Aleksandra.

Twierdzenie Aleksandra (znane od 60 lat)

Kazdy zorientowany wezet mozna przedstawié w postaci
domknigtego warkocza. /

Informacje o dowodzie, kolejne kroki /

@ Jak rozpoznaé czy dany diagram jest domknietym
warkoczem:

N,

Wygtadzenie wszystkich skrzyzowan diagramu.

Jeéli dzigki wygtadzaniu otrzymalismy okregi
rozcinajace sfer¢ na dwa kota i pierécienie o zgodnie
zorientowanych sktadowych brzegu, to mielismy
doczynienia z domknigtym warkoczem.

@ Niezaleznie czy zaczelismy od domknietego warkocza,
czy nie, otrzymaliSmy okregi zorientowane, nazwane
okregami Seiferta. Zachowuja one orientacje zgodnie
z wyjsciowq orientacja rozpatrywanego diagramu.

@ Okreélamy h(D) defekt naszego diagramu D jako réwny
liczbie par niezgodnych okregéw Seiferta.

@ Korzystamy z metody P. Vogela z 1989 roku
i wykonujemy ruch Reidemeistera typu Il, na dwéch
réznych okregach Seiferta, niezgodnie zorientowanych,
aby nastepnie dokonaé wygtadzenia. Taka operacja
zmniejsza defekt o jeden.




Teoria weztéw, czesé Il
SVELTER

Twierdzenie Aleksandra, przyktad.

Prawy tréjlistnik N3 N1 62537152 Uiz U3 jest domknigtym warkoczem.
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Warkocze.

To diagramy powstajace przez sktadanie paskéw podanych
ponizej i tylko takich (odpowiednie kody 4, 571).

I lxl | | lxl |

Dla wygody dopuszczamy uzywanie generatora trywialnego,
czyli wigzki réwnolegtych pasm (kod o).
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Warkocze.

Przyktadowy warkocz o czterech pasmach.
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Warkocze.

Deformacje warkoczy

Warkocze maja luZzne kofice, bedziemy je deformowaé,
ale tylko tak, zeby wrozpatrywanych diagramach nie pojawity
si¢ generatory M ani U.

Dopuszczamy wykonywanie na warkoczach tych ruchéw
Reidemeistera, ktére nie zaburzaja struktury warkoczy.
Dopuszczamy ruchy przedstawione na rysunku.

Zamiast zaznaczaé, ktére pasmo idzie géra, a ktére dotem,
przyjmujemy nastepujaca konwencje:

@ dopuszczalne s3 te ruchy, ktére odpowiadaja
schematowi przedstawionemu na rysunku i sa
topologiczne, tzn. bez rozcinania wykonalne.

Mozemy wykonywaé drugi i trzeci ruchu Reidemeistera.
Wedtug kodéw ruchéw Reidemeistera:
@ 2R: 5,,5,,71 = 6,,716,, = oo, gdzie o generator
trywialny, n > 1.
@ 3R:6,_16,0,—1 = 6,6,_10,, gdzie n > 2.
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Grupa warkoczy.

Przyktad sklejenia dwéch weztéw, do splotu.
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Grupa warkoczy.

Przyktad sklejenia dwéch weztéw, do splotu.
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Grupa warkoczy.

Klasy réwnowaznoéci warkoczy.

Klasy réwnowaznosci warkoczy o n pasmach (ze wzgledu na
ruchy RIl, RIIl) stanowia grupe. Nazywamy ja grupa warkoczy
o n pasmach B,.

@ Jeéli dwa warkocze sa w tej samej klasie tzn.
reprezentuja ten sam element w grupie warkoczy,
to ich domknigcia s3 réwnowazne jako wezty.

@ Jezeli wezmiemy dwa warkocze nalezace do B, ktére
s3 w tej grupie sprzezone, i te warkocze domkniemy,
to réwniez otrzymamy réwnowazne wezty.




Teoria weztéw, czesé Il
SVELTER

Grupa warkoczy, a réwnowaznos¢ weztéw.

Jezeli domknigcia dwéch warkoczy sa réwnowazne, to mozna
przerobié jeden warkocz na drugi za pomoca operacji

(ktére zmieniajg liczbe pasm, i s3 pewnego rodzaju ruchem
Reidemeistera typu I):

1
Bp 3y +— 'YJNi € Bpya-

Twierdzenie Markova wyraza zagadnienie réwnowaznosci
weztéw w jezyku Scisle algebraicznym. Grupa warkoczy daje
sie opisaé za pomoca generatoréw i relacji, a szukanie
niezmiennikéw weztéw jest, na mocy twierdzenia Markova,
w znacznej mierze zredukowane do szukania funkcji, ktére
przyjmujq jednakowe warto$ci na elementach sprzezonych.

Ta wtasnie droga poszedt Jones, uzyskujac w roku 1984 swéj
stynny wielomian. J
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Niezmienniki

Niezmienniki.

@ Twierdzenie Reidemeistera podaje warunek konieczny
i wystarczajacy réwnowaznosci dwéch diagraméw
splotéw. Jednak nie daje nam efektywnej metody
pozwalajacej na rozwigzanie problemu réwnowaznosci
splotéw.

@ Niezmiennikiem splotéw nazywamy funkcje, ktéra
kazdemu diagramowi przyporzadkowuje pewien obiekt
algebraiczny w taki sposéb, aby réwnowaznym
diagramom odpowiadaty te same obiekty.
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Niezmienn

Wielomian Jonsa.

Zatézmy, ze K jest zorientowanym weztem (lub splotem) oraz
D to zorientowany regularny diagram dla K.

Wtedy Vi (t) wielomian Jonsa K mozna zdefiniowaé
Jjednoznacznie z natepujacych dwéch aksjomatéw.

(Wielomian jest wielomianem Laurenta dla \/t, co rozumiemy
jako wystepowanie sktadnikéw z ujemnymi potegami +/t.
Wielomian Vi (t) jest niezmiennikiem K.)

Al. Jeéli K jest trywialnym weztem, wtedy przyjmujemy
Vi (t) = 1.

A2. Zatézmy, ze D, D_, Dg to regularne diagramy,
odpowiednio, trzech weztéw (lub splotéw),
Ky, K_. Ko.
Te regulatne diagramy s3 doktadnie takie same w
sgsiedztwie jednego skrzyzowania. W tym sasiedztwie,
regularne diagramy réznia si¢ w sposéb pokazany na
rysunku obok.
(Zauwaz: W przypadku Dy (D_) w tej okolicy, istneja
jedynie dodatnie (ujemne) skrzyzowania.)
Wtedy wielomiany Laurenta trzech weztéw (lub
splotéw) sa potaczone nastepujacy relacja

Vo, () = tVp_ (1) = (Vi - ﬁ)voo(f)-
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Niezmienniki

Wielomian Jonsa.

Trywialny splot ztozony z u sktadowych \\/ \/ ) (

Vo, () = (=1 7" (vi+ \%)“71 . Y ey o
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Niezmienniki

Wielomian Jonsa.

Vp, () = t*Vp_(t) + tzVp,(t)
Vp_(t) = t73Vp, (t) - t 72V, (t),

@)
LQ> @
00+ @g &zo

Vi(t) = t*Vo(t) + t2Voo (t) + t722Vo(t)
=t+t3 —th

z:(\ﬂ—v‘;).
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Arytmetyka weztéw raz jeszcze.

Niech Dy bedzie diagramem wezta
potozonym w pétptaszczyznie x < 0 oraz
niech D> bedzie diagramem innego wezta,
ktéry lezy w pétptaszczyznie x > 0.
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Arytmetyka

Arytmetyka weztéw raz jeszcze.

Nastepnie wybieramy po jednym punkcie z kazdego diagramu
i taczymy wybrane punkty krzywa, ktéra nie przecina zadnego
z diagraméw poza punktami kohcowymi.

 X=0
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Arytmetyka

Arytmetyka weztéw raz jeszcze.

W kolejnym kroku " pogrubiamy" taczaca krzywa
otrzymujemy sume dwéch weztéw, ktérg oznaczamy Di #iDs>.
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Arytmetyka

Arytmetyka weztéw raz jeszcze.

Po zastosowaniu operacji sumy spdjnej do dwéc
otrzymujemy nastepujacy diagram wezta.

%)
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Arytmetyka weztéw

Suma dwéch weztéw jest dobrze okreélona, co oznacza, ze
diagramy, ktére powstang przez powtdrzenie powyzszej
procedury z innym wyborem punktéw i krzywej beda
réwnowazne.

Zbiér weztéw z powyzej zdefiniowana operacja jest monoidem
(operacja jest taczna, przemienna, posiada element neutralny,
jak mnozenie w liczbach naturalnych).




Teoria weztéw, czesé Il

Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Teoria weztéw w biologii molekularne;.

@ Crick i Watson, w jednym z najbardziej niezwyktych
odkryé 20-tego wieku, wyjasnili podstaowa strukture
DNA.

@ Otrzymali w 1962 roku Nagrode Nobla z medycyny
w dziedzinie fizjologii.

@ Woykazali, ze DNA posiada strukture podwdjnej
prawoskretnej helisy.

@ Duwie nici polinukleotydowe s3 wzajemnie splecione
i biegng réwnolegle w dwéch przeciwlegtych kierunkach
(utozenie przeciwréwnolegle), tworzac w ten sposéb
podwéjng helise.

@ Oplataja linig $érubowa wspélna oé dtuga.




Teoria weztéw, czesé Il

Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Teoria weztéw w biologii molekularne;.

@ Kwas deoksyrybonukleinowy (DNA) tworzy
najwazniejszy w przyrodzie zapis okreslajacy kompletna
strukture i wszystkie funkcje nie tylko pojedynczych
komérek, ale i catych organizméw.

@ Podstawowe funkcje DNA to kodowanie informacji
zwigzanej z sekwencjag RNA i biatek, kontrolg ich
syntezy oraz przekazywanie informacji genetycznej
nastepnym pokoleniom.

@ W ramach projektu The Human Genome Project oraz
innych badah w 2003 roku zsekwencjonowano caty
genom cztowieka.
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Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Teoria weztéw w biologii molekularne;.

@ DNA jest liniowym polimerem, w ktérym
monomeryczng podjednostky s3 cztery chemicznie
odrebne nukleotydy.

@ Kazdy nukleotyd sktada sig¢ z trzech komponentéw:
cukru pentozy, zasady azotowej (adenina, cytozyna,
guanina, tymina) i reszty kwasu fosforowego.

@ Moga one byé potaczone razem w tancuchy o diugosci
setek, tysiecy, a nawet milionéw jednostek.
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Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Teoria weztéw w biologii molekularne;.

@ Najbardziej rozpowszechniona w przyrodzie forma
podwééjnej helisy jest prawoskretna B-DNA.

@ Ponadto spotykane sa réwniez formy prawoskretne A,
C, D, E i lewoskretna Z-DNA.

@ Kwas RNA - kwas rybonukleinowy, jest drugim typem
kwasu nukleinowego. Jego budowa jest podobna do
budowy DNA z dwiema zasadniczymi réznicami:
cukrem wchodzacym w sktad RNA jest ryboza, a
zamiast tyminy wystepuje uracyl.
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Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Teoria weztéw w biologii molekularne;.

@ Mechanizm wiernego kopiowania informacji
g
genetycznej jest obecny we wszystkich komérkach
podlegajacych podziatom.

@ Najwazniejsza cecha procesu replikacji jest jej
semikonserwatywny charakter, co oznacza, ze kazda
ni¢ DNA stanowi matryce do wytworzenia nowej,
komplementarnej nici.

@ Podstawowym procesem zapewniajacym precyzyjne
przekazywanie informacji genetycznej komérkom
potomnym jest proces powielania genomu zwany
replikacja DNA.

@ Czasteczka DNA moze takze przyjmowaé forme
pierscienia i dlatego moze byé splatana lub zwigzana.

@ Ponadto czasteczke DNA mozna czasowo przerwaé.
W tym przerwanym stanie DNA moze ulec fizycznej
deformacji struktury, by nastepnie ulec rekombinacji.
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Cechy modelu Watsona i Cricka,
znanego jako helisa B-DNA

NH,

. N o}
1. Dwa tafcuchy polinukleotydowe, biegnace w - = k\ NH /L\N NH

. . . . . . . HN
przeciwnych kierunkach, okrecaja sie wokét wspélnej NN N :

osi tworzac prawoskretna, dwuniciowa helise. PURYNA ADENINA GUANINA

2. Zasady purynowe i pirymidowe znajduja si¢ wewnatrz

helisy, natomiast reszty fosforanowe i deoksyrybozowe N N,
s3 na zewnatrz. NZ ‘
Hd A L

3. Adenina (A) tworzy pare z tyming (T), a guanina (G) z
cytozyna (C) PIRYMIDYNA CYTOZYNA TYMINA URACYL

Zasady azotowe wchodzace w skiad kwasow nukleinowych.




Teoria weztéw, czesé Il

Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.

Wtasnosci DNA

"]

Koliste czasteczki DNA, wykazujace przestrzenne
skrecenie wokét siebie zostaty nazwane formami
superhelikalnymi.

Helisa moze tatwo si¢ wyginaé w tuk lub przyjmowaé
forme superhelikalng bez wigkszych lokalnych zmian
struktury.
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Teoria weztéw w biologii molekularne;.

Dwie nici DNA

Topoizomerazy H

Grupa enzyméw biorgcych udziat w replikacji, gdzie DWIE nici @

odpowiadajg za stopien skrgcenia podwéjnej helisy.

@ We wczesnych latach 70 - sigtych odkryto, ze enzym M Przerwanie

topoizomeraza umozliwia caty proces od poczatkowego

przerwania do rekombinacji DNA. @

e

@ Topoizomerazy rozplatywuja podwéjna helise DNA,
udostepniajagc w ten sposéb matryce dla enzyméw
replikacyjnych lub transkrypcyjnych.

@ Dziatanie topoizomerazy jest potaczone z nowymi
niezmiennikami splotéw.

formy DNA to jest to proces podobny do tego co
lokalnie dzieje si¢ w skein diagramach.
@ Dziatanie topoizomerazy jest potaczone z nowymi

niezmiennikami, waznym konceptem jest tu indeks
zaczepienia.

@ Pokazano, ze kiedy topoizomerazy powoduja zmiany @

Efekt topoizomerazy II,
wygladzenie skrzyzowania

4 h rozwiazanie wezla,,)
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Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.
Wezty i DNA

Topologiczne podejécie do enzymologi.

Enzymologia Substrate Reaction Product

a OO0 Supercoiled

Dziat biochemii zajmujacy si¢ enzymami, ich struktura,

0 /
wtaéciwosciami, mechanizmami dziatania, przebiegiem 6 (,\ &) Knotied
katalizowanych przez nie reakcji, funkcjami, drogami {) \
biosyntezy oraz sposobami ich izolowania i oczyszczania. ) b 0) Linked

@ W niektérych przypadkach stwierdzono, ze DNA, ktéry
ma ksztatt pierscienia sktadajgcego sie z jednej nici lub
dwéch nici zwinietych w podwéjng helise.

@ Taka pojedyncza ni¢ DNA moze byé¢ dostownie wiazana
w sensie o jakim méwiliSmy dotychczas.

@ Modele abstrakcyjnych obiektéw (wezté i splotéw)
mozemy teraz zaobserwowaé w rzeczywistosci pod
mikroskopem elektronowym.

@ Ostatnie badania pokazuja, ze typ weztu DNA ma Figure 1
zZnaczenie na funkcjg, dziatanie cZQsteczki DNA w (a) Topological approachmenzymolugv (b) DNA (+) Whitehead link,
- (c) DNA knot 65
komérce.




Teoria weztéw, czesé Il
Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.
Wezty i DNA

Matematyczny model czasteczki DNA.

B
G
C "

k(C,,C;) =1
Wr(B) =0, Tw(B) = 1

(a)

@ Matematyczny model czasteczki DNA to zwykle
cienka, dtuga, zorientowana, skrecona wstazka.

B
@ Na tym rysunku, wstazka jest homeomorficzna z
St X [—1, 1], ale nie z wstega Mobiusa.
C

k(C,,C,) =-1
Wr(B) =-1, Tw(B) = 0

(b)
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Wezty i DNA

Matematyczny model czasteczki DNA.

B
G
C "

k(C,,C;) =1
Wr(B) =0, Tw(B) = 1

(a)

@ Obie krzywe Cy oraz Cp, ktére stanowia brzegi wstegi
B reprezentuja zamknigte nici DNA.

B
Mozemy ustalié orientacje na krzywej C, ktéra stanowi
o$ dla B.
C

k(C,,C,) =-1
Wr(B) =-1, Tw(B) = 0

(b)
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Wezty i DNA

Matematyczny model czasteczki DNA.

o
o
o
]

©

Obie krzywe Cy oraz Cp, ktére stanowia brzegi wstegi
B reprezentuja zamknigte nici DNA.

Mozemy ustalié¢ orientacje na krzywej C, ktéra stanowi
oé dla B (tj. centralnej krzywej S* x {0}).

Orientacja na C idukuje orientacje na C3 i Ca.

Indeks zaczepienia /k(Cy, C2) jest niezmiennikiem, i
Jjego zmiana ma bardzo istotny wptyw na strukture
czasteczki DNA.

Topoizomerazy katalizuja przeksztatcanie DNA do
formy superhelikalnej oraz jego relaksacje, tnac i
ponownie taczac nici helisy.

Dla przyktadu, wiadomo, ze jesli zredukujemy indeks
zaczepienia (zwany tez indeksem zaplatania)
dwuniciowej czgsteczki DNA, wtedy rezultatem jest
powstanie form superhelikalnych.

C.

k(C,,C;) =1
Wr(B) =0, Tw(B) = 1

(a)

C

k(C,,C,) =-1
Wr(B) =-1, Tw(B) = 0

(b)
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Wezty i DNA

Matematyczny model czasteczki DNA.

@ Redukcja indeksu zaczepienia czasteczki DNA moze
byé osiagnigte przez dziatanie topoizomerazy na
czasteczke DNA.

@ W rzeczywistosci, orientacja czasteczki DNA nie jest
doktadnie jak wyzej.

@ Orientacje, w rzeczywistoéci, na dwéch niciach DNA sa
wzajemnie przeciwne, dlatego moze powinnismy
przypisaé wzajemnie orientacje dla krzywych Gy i Ga.

@ Jednak w przypadku supta stworzonego przez Cy i Ca,
indeks zaczepienia zdefiniowany na czasteczce DNA w
biologii i indeks zaczepienia zdefiniowany na cz

C.

k(C,,C;) =1
Wr(B) =0, Tw(B) = 1

(a)

C

k(C,,C,) =-1
Wr(B) =-1, Tw(B) = 0

(b)
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Wezty i DNA

Liczba oplecen DNA jest cecha topologiczna,
determinujaca stopien skrecenia superhelikalnego.

@ Jak zaobserwowat Jerome Vinograd w roku 1963,
kolisty DNA wirusa polio w czasie wirowania rozdzielat
si¢ na dwa pasma. Podczas rozwigzywania tej zagadki
odkryt on wazng wtasnoséé kolistego DNA, jakiej nie
maja czasteczki liniowe.

v
5

@ Rozwazmy odcinek o dtugoséci 260 pz i konformacji
helisy B- DNA.

@ Poniewaz iloé¢ zasad przypadajacych na jeden skret w
czgsteczce DNA wynosi 10, 4,
ta liniowa czgsteczka tworzy 25 =

260
10,4

skretéw.

8

B i S e e e s S s eSS e )
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Wezty i DNA

Liczba oplecen DNA jest cecha topologiczna,
determinujaca stopien skrecenia superhelikalnego.

Teraz potaczmy konce tej helisy, tworzac zrelaksowany kolisty 2 q
DNA. J

Zupetnie inny kolisty DNA moze powstaé, kiedy odwiniemy 20
liniowg czgsteczke DNA o dwa skrety przed potaczeniem jej w § ?
strukture kolista. 32 ,Dg’
Y -~
Py o 10

1 5 10 15 20 23 rozluzniona czasteczka kolista
i g Lz

‘ ‘
= wmmw&mmmmmmmmﬁo%

liniowy DNA cdwinigty o dwa skrety w prawo
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Wezty i DNA

Liczba oplecen DNA jest cecha topologiczna,
determinujaca stopien skrecenia superhelikalnego.

-5
@ Jakie sa nastepstwa odwinigcia DNA przed % ?p)
potaczeniem koncéw? Z{ ;)
@ Mozliwe jest przybranie przez niag dwéch konformaciji.: h.\
DNA moze przybraé strukture tworzaca 23 skrety helisy 5 g o

oraz odwinieta petle nie tworzaca dodatkowych

splotéw. Lk=23, Tw= 23, Wr-0

edwinigla ezasteczka kolista
DNA moze takrze przybraé strukture superchelikalna,
gdzie helisa tworzy 25 skretéw oraz 2 skrety

lewoskretnej (okreslonej jako ujemna) struktury S5O0 2SR
superhelikalnej. f.}ﬂ?yﬁ{b
y
Yoo kw,f

25 s 18
Lk=23, Tw- 25, Wr-—2
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Biologia molekularna, wyjasnié pojecia.
Wezty i DNA

Liczba oplecen DNA jest cecha topologiczna,
determinujaca stopien skrecenia superhelikalnego.

@ Przybranie konformacji superhelikalnej znaczaco
wptywa na ogélnka forme DNA.

@ Czasteczka superhelikalna DNA jest bardziej zwarta niz
zrelaksowany (rozluzniony) DNA tej samej dtugosci.

@ Dlatego w czasie wirowania lub elektroforezy
superhelikalny DNA porusza si¢ szybciej niz jego
zrelaksowana forma.

@ Podczas eksperymentu Vinograda szybciej

sedymentowat superhelikalny DNA, natomiast wolniej fonej i vjemie superhelikalne]
sedymentujagcy DNA byt zrelaksowany. DNA. [Daicki uprzejmodei: Dr. Jack Griffith] o
v
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Koniec gtéwnej czesci prezentacji

Dzigkuje za obejrzenie prezentacji, spis prac, z ktérych korzystatem, wraz z rysunkami

(rysunki przerobitem w programie graficznym) znajduje si¢ na ostatnim slajdzie.
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Koniec gtéwnej czesci prezentacji

Topologia. Wtasciwosci strukturalne czasteczki, ktére nie
ulegaja zmianie podczas deformaciji.

Kluczowa wtasciwoscia topologiczng czasteczki
kolistego DNA jest liczba oplecer (indeks zaczepienia,
ang. linking number- Lk), ktéra okreéla ile razy

jedna ni¢ DNA owija si¢ prawoskretnie wokét osi helisy,
sprowadzonej do prostej lezacej na ptaszczyznie.
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Koniec gtéwnej czesci prezentacji

Liczba oplecen, przyktady

@ Dla zrelaksowanego DNA przedstawionego na rysunku
obok Lk = 25. J

rozluzniona czgsteczka kolista
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Uszczegélnienia, pomoce

dzina matematyki zajmujaca s

)

Matematyka to nie tylko arytmetyka, algebra, geometria,
rachunek rézniczkowy czy catkowy.

W matematyce wyodrebnito si¢ wiele nowych dziedzin
Topologia, to dzial matematyki badajacy te wtasnosci figur,
ktére sie nie zmieniaja przy deformacjach

( rozciagganie, wyginanie, skrecanie,

ale bez rozrywania i sklejania ).

Semantyka - nazwa topologia powstata z potaczenia greckich
stéw:

@ romos znaczy miejsce, potozenie,

@ )\6vos mozna interpretowaé jako nauke.
Czyli topologia to nauka o potozeniu i ksztatcie.

Na poczatku XX wieku uzywany byt termin " analysis situs
( tacina ) czyli analiza potozenia.
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Uszczegélnienia, pomoce

zanurzenie (str.??)

W topologii ogélnej zanurzeniem przestrzeni A w przestrzen B jest homeomorfizm f : A — B.

krzywa zamknigta (str.??)

Rozmaito$é¢ jedno wymiarowa, spdjna, zamkniegta.

rozmaitoéé 1-wymiarowa (str. ??)

Rozmaitoéé 1-wymiarowa, to zbiér, ktéry lokalnie " przypomina"
1-wymiarowg przestrzen euklidesowa RY.
Przyktady: okrag, sinusoida.




Teoria weztéw, czesé Il

Uszczegélnienia, pomoce

przestrzen euklidesowa )

(przestrzen o geometrii euklidesowej)

Niech dana bedzie przestrzen liniowa V nad ciatem liczb rzeczywistych R wymiaru n, w ktérej jest
okreslony standardowy iloczyn skalarny (nazwany euklidesowym).

Przestrzen afiniczng (zamknigta na kombinacje afiniczne) (E, V) nazywa si¢ wéwczas przestrzenia
euklidesowa wymiaru n.

Przestrzem wspétrzednych rzeczywistych (n—elementowych ciagéw liczb rzeczywistych jest przestrzenia
liniowa nad R) jest przestrzenia afiniczna nad sama soba, wektory i punkty utozsamia si¢ w naturalny
sposéb.

Przestrzen wspohrzednych rzeczywi-
stych

v xy.2)

rysunek z Wikipedii
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Uszczegélnienia, pomoce

przestrzef spdjna

@ Przestrzen topologiczna X, ktérej nie mozna roztozyé na sume dwéch niepustych, roztacznych
podzbioréw otwartych.
Réwnowaznie:
- X nie moze by¢ roztozona na dwa roztaczne i niepuste zbiory domknigte,
- jedynymi podzbiorami X zarazem otwartymi i domknigetymi sa X i zbiér pusty.

@ Silniejsze pojecie: przestrzeh spéjna drogowo, w ktérej dowolne dwa punkty daja si¢ potaczyé
droga.

@ Podzbiér przestrzeni topologicznej nazywa sie spéjnym, jezeli jest spdjny jako podprzestrzeh tej
przestrzeni.

sfera tréjwymiarowa S3 (str. ??)

Oznaczana tez S3.
S3 = 8Ba C R*,

gdzie Bg to jednostkowa kula 4 —wymiarowa.
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Uszczegélnienia, pomoce

krzywe tamane, kawatkami liniowe (str.??)

Linia tamana to w geometrii linia utworzona z ciggu odcinkéw (zwanych jej bokami) w taki sposéb, ze
1) zadne dwa nastepujace po sobie odcinki nie leza na jednej prostej,

2) wierzchotek (ang. vertex) bedacy koficem pierwszego odcinka jest poczatkiem drugiego odcinka,
wierzchotek bedacy koficem drugiego jest poczatkiem trzeciego i tak dalej.

Jesli wierzchotek bedacy poczatkiem pierwszego boku jest jednoczes$nie i koficem ostatniego, to tamana
nazywamy zamknietg..

krzywe gtadkie (str. ??)

Termin o podwéjnym znaczeniu, oznaczajacy krzywa majaca parametryzacje

klasy regularnosci C! lub C°.

Pierwszy z tych warunkéw oznacza, ze krzywa ma w kazdym punkcie styczng zmieniajaca si¢ w sposéb
ciagty wzdtuz krzywej.

homeomorfizm (str.?7?)

Intuicyjnie to przeksztatcenie, ktére dowolnie Sciska, rozcigga, wygina lub skreca figure, nie robi jednak
w niej dziur, nie rozrywa jej ani nie skleja jej fragmentéw.
Homeomorfizmy sa ciggtymi bijekcjami, ktérych funkcja odwrotna jest réwniez ciagta.

N
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Uszczegélnienia, pomoce

tamana zwyczajna

tamana zwyczajna wystepuje wtedy gdy:
1.dwa odcinki majgce wspélny koniec nie leza na jednej linii prostej.
2.pierwszy koniec moze by¢ wspéélny dla co najwyzej dwéch odcinkéw.

| A

Krzywa zamknigta

Krzywa - na ptaszczyznie nazywamy odwzorowanie ciggte przedziatu (a, 3) w ptaszczyzne.

Jesdli v(a) = v(B) krzywa ta nazywamy krzywa zamknietg, a jesli ponadto jest ona réznowartosciowa
w przedziale (o, 8) to nazywamy ja krzywa Jordana.

W praktyce krzywa Jordana nazywamy tez obraz tej krzywej na ptaszczyznie i ten obiekt jest

homeomorficzny z okregiem.

N,
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Prace, na podstawie ktérych powstata prezentacja
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Prace, na podstawie ktérych powstata prezentacja

Festiwal nauki, przygotowanie, efekty.

@ Zabawki druciane z Empika lub z papierniczego na
ulicy Krupniczej, duze modele 60zt+100 zt zakupié.

@ Zrobié wezty z liny, na planszach dwa wezty
réwnowazne zabawa polega na przerobieniu jednego na
drugi uzywajac modelu z liny. Zrobié przyktad
pokazowy. Dla przyktadu odlataj wezet z rysunku obok
powyzej.

o Kuplc 5 sztuk gumek rubber Ioops patrz rysunek obok
ponizej. Zrobié¢ bransoletki, pierscionki, nauczyé¢ robié
bransoletki studentéw, zatrudni¢ ich do tej pracy.

@ Koszulki darmowe (pieniadze dla kota) z nadrukiem np.
dzikiego wezta, (mozna zrobié¢ miedzy Hala Targowsa, a
Stradomiem).

@ Podzieli¢ zabawki na trzy stopnie trudnosci.




