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Teoria w¦zªów
Syllabus.

Plan prezentacji, dwa typy

�wiat, kabli sznurków i sznurowadeª.

W ramkach ró»owych, z reguªy, pisz¦ u»ywaj¡c poj¦¢
dost¦pnych codziennemu do±wiadczeniu.

Abstrakcyjne struktury matematyczne, tak»e historia
matematyki, biologia, syllabus.

Ramki niebieskie mog¡ wymaga¢ pewnej wcze±niejszej wiedzy.



Teoria w¦zªów
Syllabus.

Cel przedmiotu Teoria W¦zªów

Celem przedmiotu jest przedstawienie elementów teorii
w¦zªów w sposób dost¦pny dla studentów o
umiarkowanym przygotowaniu matematycznym.

Drugim celem jest umo»liwienie studentowi
zrozumienia zastosowa« teorii w¦zªów w analizie
ªa«cuchów DNA.



Teoria w¦zªów
Syllabus.

Proponowane tre±ci programowe

1. Wprowadzenie i motywacja: przedmiot teorii w¦zªów
oraz jej znaczenie, szczególnie w zastosowaniach
(2 godziny).

2. Podstawowe poj¦cia: de�nicja w¦zªa, rzut i diagram
w¦zªa, rzut regularny, de�nicja splotu.
Problemy z rozró»nieniem w¦zªów - przykªady
(4 godziny).

3. Elementarne deformacje w¦zªa, równowa»no±¢ w¦zªów,
w¦zªy trywialne.
Ruchy Reidemeistera Twierdzenie o równowa»no±ci
w¦zªów. (4 godzin).

4. Techniki kombinatoryczne rozró»niania w¦zªów i
splotów: kolorowanie, indeks zaczepienia. (4 godziny).

5. Arytmetyka splotów: mno»enie i dodawanie splotów,
wªasno±ci tych dziaªa«. W¦zªy pierwsze. (3 godziny).

6. Niezmienniki wielomianowe: wielomian Aleksandra,
wielomian Jonesa, nawias Kau�mana. (4 godziny).

7. Grupa podstawowa w¦zªa. (3 godziny).

8. Wi¦cej o zastosowaniach, z naciskiem na zastosowania
w chemii, biologii molekularnej. (6 godzin).



Teoria w¦zªów
Syllabus.

Wprowadzenie i motywacja:
przedmiot teorii w¦zªów

oraz jej znaczenie,
szczególnie w zastosowaniach

(2 godziny).



Teoria w¦zªów
Syllabus.

Przedmiot biologii molekularnej

Biologia molekularna

Nauka podstawowa zajmuj¡ca si¦ biologi¡ na poziomie
molekularnym. (tzw. de�nicja klasyczna)

Bada, w jaki sposób funkcjonowanie organizmów »ywych
uwarunkowane jest wªa±ciwo±ciami buduj¡cych je cz¡steczek,
a zwªaszcza biopolimerów, jakimi s¡ kwasy nukleinowe i biaªka.
Zakres jej przedmiotu i metody ma cz¦±¢ wspóln¡
(potocznie: zaz¦bia si¦ ona)
z takimi dziedzinami wiedzy jak genetyka, biochemia, bio�zyka
czy cytologia.

Cytat

Biologia molekularna jest szczególnie zainteresowana formami
biologicznych cz¡steczek, ich trójwymiarow¡ struktur¡, genez¡
i ich funkcjonowaniem. William Astbury "Nature " .



Teoria w¦zªów
Syllabus.

Przedmiot teorii w¦zªów

Teoria w¦zªów

Matematyczna teoria w¦zªów, dziaª topologii, zajmuj¡cy si¦
w¦zªami (matematycznymi).

De�nicja intuicyjna (!) w¦zªa

Od w¦zªów znanych z codziennego »ycia w¦zªy
"matematyczne " ró»ni¡ si¦ tym, »e " sznurek " jest
niesko«czenie cienki, rozci¡gliwy i pozbawiony tarcia, a jego
ko«ce s¡ poª¡czone.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Matematyka »ycia, Ian Stewart

Matematyka i biologia jeszcze niedawno.

Matematyka odgrywaªa w naukach biologicznych
jedynie rol¦ sªu»ebn¡, byªa traktowana utylitarnie
(tzn. byªa jedynie narz¦dziem).

Wykorzystywano j¡ do przeprowadzania rutynowych
oblicze« oraz do szukania prawidªowo±ci statystycznych.

Nie wnosiªa wiele do rozumienia ró»nych zjawisk.

Mogªaby w ogóle nie istnie¢.

Matematyka i biologia obecnie.

Matematycy i biolodzy wspólnie staraj¡ si¡ wyja±ni¢
natur¦ i pochodzenie samego »ycia.

W XXI wieku to wªa±nie biologia mo»e by¢ dziedzin¡
stymuluj¡c¡ rozwój matematyki.

W biologii wykorzystuje si¦:
teori¦ prawdopodobie«stwa, ukªady dynamiczne, teori¦
chaosu, symetri¦, teori¦ grafów, teori¦ w¦zªów.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Pi¦¢ rewolucji.

Biologia zajmowaªa si¦ ro±linami, zwierz¦tami, owadami,
jednak pi¦¢ wielkich rewolucji zmieniªo sposób, w jaki my±limy
o »yciu.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Historiozo�a rewolucji biologicznych.

Wynalezienie mikroskopu
(trzysta lat temu),

nast¦pnie okoªo (50 lat)...



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Historiozo�a rewolucji biologicznych.

Wprowadzenie systematycznej klasy�kacji istot »ywych
zamieszkuj¡cych Ziemi¦,
(Karol Linneusz, lekarz, botanik, zoolog, Systema
Naturae, 1735),

nast¦pnie okoªo (100 lat)...



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Historiozo�a rewolucji biologicznych.

Ogªoszenie teorii ewolucji,
(Karol Darwin, O powstawaniu gatunków drog¡
naturalnego doboru czyli o utrzymywaniu si¦
doskonalszych ras w walce o byt , 1859),

nast¦pnie okoªo (50 lat)...



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Historiozo�a rewolucji biologicznych.

Odkrycie genu,
(Gregor Mendel, opublikowaª wyniki swoich prac
w 1865 oku, ale przez kolejne 50 lat nie wzbudziªy one
zainteresowania),

nast¦pnie okoªo (50 lat)...



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.

Pi¦¢ rewolucji.

Historiozo�a rewolucji biologicznych.

Odkrycie struktury DNA,
(w latach pi¦¢dziesi¡tych XX wieku Francis Crick i
James Watson, zaczeli si¦ zastanawia¢ nad struktur¡
zªo»onej cz¡steczki wyst¦puj¡cej w komórkach
praktycznie wszystkich istot »ywych: kwasu
deoksyrybonukleinowego. Zaczeli budowa¢ papierowo,
metalowe modele z elementów w ksztaªcie cz¡steczek,
o których wiadomo byªo, »e stanowi¡ cz¦±¢ DNA. Tym
sposobem doszli do wniosku, »e DNA tworz¡ dwie nici,
niczym poª¡czone ze sob¡ dwa ci¡gi spiralnych
schodów).

ju» ponad (50 lat)...

Czas na szóst¡ rewolucje, rok 2015.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Odkrycie kodu genetycznego, który opisuje aminokwasy biaªek
zapocz¡tkowaªo ogrom dalszych obserwacji, mo»liwych
dzi¦ki potraktowaniu DNA jako rodzaju kodu.
Du»e znaczenie ma jednak równie» �zyczny wygl¡d DNA,
a tak»e cz¡steczek, które koduje.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Przykªad:

Aby mógª powsta¢ organizm.
Potrzebe jest co± wi¦cej ni» tylko lista biaªek. Trzeba umie±ci¢
w odpowiednim momencie wªa±ciwe biaªka w okre±lonych
miejscach.

Nie upieczemy ciasta, je±li wrzucimy wszystkie skªadniki do
miski i wstawimy do pieca, tak do stworzenia »ywego
organizmu nie wystarczy przygotowa¢ sto tysi¦cy biaªek,
i chcie¢ aby uªo»yªy si¦ w ameb¦.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

" �mieciowy DNA"

Niewielka cz¦±¢ genomu skªada si¦ z genów (kodów biaªek).
Przez dªugi czas reszt¦ uwa»ano za " ±mieciowy DNA" -
pozostaªo±¢ po ewolucji, niepeªni¡ca »adnej funkcji.
Obecnie wiemy »e przynajmniej cz¦±¢ tego ±mieciowego DNA
wpªywa na to,
w jaki sposób ukªadaj¡ si¦ elementy tworz¡ce organizm.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Ksztaªt cz¡steczek.

Ksztaªt cz¡steczek jest niemal tak samo wa»ny jak ich skªad
atomowy. Wiele podstawowych wªasno±ci DNA wynika st¡d,
»e ma on ksztaªt podwójnej helisy.
W szczególno±ci proces kopiowania DNA, konieczny do
rozmno»enia si¦ komórek i caªych organizmów, wymaga
uporania si¦ z topologicznym wyzwaniem, gdy» obie nici DNA
jak wªókna liny s¡ owini¦te wokóª siebie (tak»e tym
" owini¦ciem " b¦dziemy si¦ zajmowa¢).

Je±li spróbujemy rozpl¡ta¢ lin¦, ci¡gn¡¢ za jej wªókna,
powstanie trudna do rozpl¡tania pl¡tanina sznurków.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Topologia

Kluczem do poznania tajemnic ksztaªtu DNA jest topologia,
jedna z dziedzin matematyki.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Topologia

Dziedzina matematyki zajmuj¡ca si¦ deformacjami nazywa si¦
topologi¡.

Matematyka to nie tylko arytmetyka, algebra, geometria,
rachunek ró»niczkowy czy caªkowy.
W matematyce wyodr¦bniªo si¦ wiele nowych dziedzin.
Topologia, to dziaª matematyki badaj¡cy te wªasno±ci �gur,
które si¦ nie zmieniaj¡ przy deformacjach
( rozci¡ganie, wyginanie, skr¦canie,
ale bez rozrywania i sklejania ).

Semantyka - nazwa topologia powstaªa z poª¡czenia greckich
sªów:

τoπoς znaczy miejsce, poªo»enie,

λóγoς mo»na interpretowa¢ jako nauk¦.

Czyli topologia to nauka o poªo»eniu i ksztaªcie.
Na pocz¡tku XX wieku u»ywany byª termin " analysis situs "
( ªacina ) czyli analiza poªo»enia.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Topologia

Topologia jest ¹ródªem poj¦¢ umo»liwiaj¡cych uporanie si¦
z problemami zwi¡zanymi z ci¡gªo±ci¡
Ci¡gªo±¢ (przeksztaªcanie ksztaªtów i struktur bez ich
rozdzierania i rozbijania na kawaªki), jest w¡tkiem
pojawiaj¡cym si¦ w wielu ró»nych dziedzinach matematyki,
procesach �zycznych.

Zastosowanie topologii, którym si¦ zajmniemy staªo si¦
»ródªem wa»nych informacji na temat DNA
(np. topologiczne podej±cie do enzymologii).
U»ywane w tym zakresie poj¦cia topologiczne s¡ prostsze ni»
w wi¦kszo±ci innych dziedzin matematyki stosowanej.
Chodzi nam o w¦zªy.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

W¦zªy

W¦zªy dosªownie kojarz¡ si¦ nam z:

pakowaniem prezentów, paczek

sznurowadªami,

»eglarstwem,

harcerstwem,

wspinaczk¡ wysokogórsk¡,

kablami elektrycznymi.

Caªe tysi¡clecia poszukiwa« metod¡ prób i bª¦dów
gruntowaªo nasz¡ wiedz¦ na temat w¦zªów.
Mamy katalogii w¦zªów »eglarskich, z opisem ich prostoty
wykonania, wytrzymaªo±ci, a nawet przydatno±ci.

Je±li przywi¡»emy pieska do kwadratowego palika
wyblink¡, to gdy piesek zacznie biega¢ wokóª palika
w odpowiednim kierunku, w¦zeª si¦ rozwi¡»e.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Dwa zagadnienia

Pierwsza kwestia

Topologia w¦zªów, próbuje ustali¢ czy dwa w¦zªy
s¡ topologicznie równowa»ne, tzn. czy mo»na przeksztaªci¢
jeden w drugi za pomoc¡ przeksztaªce« ci¡gªych.

Je±li zwi¡»emy jeden z nich na sznurku, to czy jest mo»liwe
tak poprzekr¦ca¢ sznurek, »eby uzyska¢ drugii w¦zeª?

Szczególny przypadek tego typu rozwa»a«

jest pytanie, czy jaki± skomplikowany z wygl¡du w¦zeª nie jest
tak naprawd¦ rozwi¡zany (trywialny).

Który z w¦zªów na rysunku obok rozwi¡»e si¦, gdy
poci¡gniemy za ko«ce?
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Druga kwestia

Druga kwestia

Istnieje ich niesko«czenie wiele i nawet te najprostsze,
skªadaj¡ce si¦ z kilku tylko skrzy»owa« nici, wyst¦puj¡
w caªym bogactwie odmian.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Sklejone ko«ce

Ka»dy w¦zeª zwi¡zany na kawaªku sznurka mo»emy
rozwi¡za¢, post¦puj¡c odwrotnie ni» podczas wi¡zania.
Mo»emy nast¦pnie zwi¡za¢ na tym sznurku inny w¦zeª.
Zatem aby rozwi¡»anie problemów o równowa»no±ci w¦zªów
miaªo sens, potrzeba zª¡czy¢ ko«ce sznurka.

Zatem w topologii w¦zªy s¡ spl¡tanymi okr¦gami,
a nie zapl¡tan¡ krzyw¡ o dwóch ko«cach.

W takiej sytuacji w¦zªy z czerwonego sznurka
na wcze±niejszym slajdzie wygl¡daj¡ nast¦puj¡co.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Zagadka

Jeden z pokazanych w¦zªów jest trywialny, tzn. za pomoc¡
przeksztaªce« ci¡gªych mo»na go zmieni¢ w okr¡g, bez
jakikolwiek skrzy»owa« sznurka.

Drugi nie jest trywialny, tzn. za pomoc¡
przeksztaªce« ci¡gªych nie mo»na go zmieni¢ w okr¡g, bez
jakikolwiek skrzy»owa« sznurka. Nie mo»na go rozwi¡za¢ bez
przecinania sznurka.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Wbrew pozorom

W¦zeª mniej skomplikowanie wygl¡daj¡cy (powy»ej) nie daje
si¦ rozpl¡ta¢. Jest to w¦zeª pªaski i caªe pokolenia harcerzy
sprawdziªy w praktyce, »e si¦ nie rozwi¡zuje.

W¦zeª bardziej skomplikowanie wygl¡daj¡cy (poni»ej) daje si¦
rozpl¡ta¢.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Zastosowanie w biologii

Teoria w¦zªów znalazªa zastosowanie w biologii
dlatego, »e ªa«cuch DNA jest spl¡tany i tworzy w¦zªy,
których ¹ródªem jest skr¦cona struktura podwójnej helisy.

Gdyby±my wycieli kawaªek DNA i poª¡czyli wszystkie ko«ce, to
otrzymaliby±my jeden z dwóch rezultatów.

splot poª¡czyliby±my ze sob¡ odzielnie ka»d¡ helis¦,
uzyskuj¡c dwie p¦tle jednoniciowego DNA, najcz¦±ciej
daj¡ce si¦ rozdzieli¢ bez przecinania.

w¦zeª poª¡czyliby±my ze sob¡ obie nici,
uzyskuj¡c jedn¡ p¦tle, najcz¦±ciej z "w¦zªami " .

Je±li zrozumiemy takie sploty i w¦zªy, to b¦dziemy mogli
ustali¢ jakie cechy maj¡ procesy biologiczne dokonuj¡ce takich
ci¦¢.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Topoizomerazy

DNA, tn¡ na kawaªki biaªka, enzymy nazwane
topoizomerazami.
Jeden ze sposobów obserwacji co si¦ dzieje, to ogl¡danie
powstaªych nici pod mikroskopem elektronowym.

Mo»emy si¦ dowiedzie¢, jak dziaªaj¡ topoizomerazy
i co rob¡ z DNA, je±li pozwolimy im poci¡¢ ªa«cuch
DNA, a nast¦pnie sprawdzimy jakie powstaj¡ wówczas ksztaªty.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Zamkn¦te p¦tle DNA

Operacje ci¦cia przeprowadza si¦ na zamkni¦tej
p¦tli DNA.
W takiej p¦tli umieszcza si¦ wybrane fragmenty sekwencji kodu
rozpoznawanej przez odpowiednie enzymy, które wªa±nie tu
zadziaªaj¡ na ni¢.
W rezultacie otrzymuje si¦ w¦zeª DNA,
lub dwie p¦tle DNA.
Pod mikroskopem elektronowym, mo»na zobaczy¢ jak na
siebie nachodz¡.

Mamy zatem zdj¦cie w¦zªa (rysunek obok) lub poª¡czonych
dwóch p¦tli oraz problem jak rozpozna¢, z którym
przypadkiem mamy do czynienia.

Pomysª

polega na znalezieniu niezmiennika - okre±lonej wielko±ci lub
struktury zwi¡zanej z dowolnym w¦zªem, która nie ulega
zmianie w wyniku przeksztaªce«. Ów niezmiennik musi by¢
czym± co mo»emy obliczy¢.



Teoria w¦zªów
Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Przykªady.

Niezmienniki w grach.

Dw
och graczy ukªada na zmian¦ monety pi¦ciozªotowe
na stole. Monety nie mog¡ na siebie nachodzi¢, ani wystawa¢
poza stóª.
Przegrywa ten gracz, który ju» nie mo»e poªo»y¢ monety.

Pytanie

Czy który± z graczy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ (potra� wygra¢
bezwzgl¦du na to co zrobi przeciwnik)?

Okazuje si¦ »e tak (i tu si¦ przydaje pewien niezmiennik) o ile
stóª ma ±rodek symetrii (a wi¦kszo±¢ stoªów ma).
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Niezmienniki w teorii w¦zªów

Topologom udaªo si¦ wymy±li¢ kilka przyzwoitych
niezmienników w¦zªów i rozwi¡za¢ za ich pomoc¡ podstawowe
problemy:

w¦zeª zwykªy nie jest trywialny (nie da si¦ rozwi¡za¢),

nie mo»na przeksztaªci¢ w¦zªa zwykªego w jego
lustrzane odbicie,

w¦zeª pªaski jest ró»ny od w¦zªa babskiego, a oba
ró»ni¡ si¦ od w¦zªa zwykªego.
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Wprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii w¦zªów.
Matematyka »ycia

Podstawowe poj¦cia:
- de�nicja w¦zªa,

- rzut i diagram w¦zªa,
- rzut regularny, de�nicja splotu.

Problemy z rozró»nieniem w¦zªów - przykªady
(4 godziny).
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Zabawy z w¦zªami i splotami.

Przykªad 1: Rysowanie praw¡, a rysowanie lew¡ r¦k¡.

Narysujmy liter¦ P praw¡ r¦k¡.

Rysujemy pionow¡ kresk¦,

nast¦pnie " brzuszek " na zewn¡trz
(tzn. w praw¡ stron¦).

Narysujmy t¦ sam¡ liter¦ lew¡ r¦k¡.

Rysujemy pionow¡ kresk¦,

nast¦pnie " brzuszek " na zewn¡trz
(tzn. w lew¡ stron¦).



Teoria w¦zªów
Zabawy z w¦zªami i splotami.

Przykªad 2: Prawy i lewy trójlistnik.

Diagram rysowany praw¡ i lew¡ r¦k¡.
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Zabawy z w¦zªami i splotami.

Przykªad 3: We¹ sznurek i zapl¡taj.

zapl¡tany sznurek z rysunku obok

daje si¦ odpl¡ta¢ bez rozrywania,

inaczej mówi¡c jest równowa»ny w¦zªowi trywialnemu



Teoria w¦zªów
Zabawy z w¦zªami i splotami.

Przykªad 4: We¹ sznurek i zapl¡taj.

prawy i lewy trójlistnik oraz w¦zeª trywialny, nie s¡ parami
równowa»ne



Teoria w¦zªów
Historia

Teoria w¦zªów.

Teoria w¦zªów jako wyra¹nie zde�niowana odr¦bna
dziedzina matematyki istnieje od okoªo stu lat.
Wchodzi w skªad topologii(str. ??).

Teori¡ w¦zªów zajmowaª si¦ sªynny, wielki uczony
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zwany ksi¦ciem
matematyków, którego geniusz zawdzi¦czamy
wprowadzeniu przez Fryderyka II powszechnego
i bezpªatnego szkolnictwa.

Dygresja: Carl Friedrich Gauss jest powszechnie
uwa»any za matematyka, a nawet obdarzany tytuªem
princepsmathematicorum. Jednak, nigdy jako
matematyk nie pracowaª, caªe swoje dorosªe »ycie byª
dyrektorem obserwatorium astronomicznego
w Getyndze.
W szkole opiekunem Gaussa byª student Bartels
(nauczyciele wtedy zarabiali tyle, »e nie zajmowali si¦
uczeniem, tylko wynajmowali kogo± ubo»szego).
Bartels, pó¹niejszy profesor Uniwersytetu w Kazaniu,
miaª kolejnego wybitnego ucznia �obaczewskiego.
Koniec dygresji.
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Historia

Teoria w¦zªów.

Ucze« Gaussa Listing, zaj¡ª si¦ badaniami na polu
teorii w¦zªów i daª podwaliny pod jej pó¹niejszy
rozwój. W uznaniu jego zasªug nazwano jeden z
w¦zªów (widoczny obok) w¦zªem Listinga.

Teoria w¦zªów to dziedzina matematyczna, która jest
wspóªcze±nie bardzo modna i intensywnie rozwijana,
a jednocze±nie ma t¦ cech¦, »e jej podstawowe poj¦cia
s¡ dost¦pne codziennemu do±wiadczeniu.

Wi¦kszo±¢ rozwa»anych problemów dotyczy klasy�kacji
w¦zªów i splotów, a stosowane metody badawcze
pochodz¡ z wielu ró»norodnych dziaªów matematyki.

Gªównym problemem teorii w¦zªów jest zagadnienie
kiedy istnieje mo»liwo±¢ przerobienia jednego w¦zªa na
drugi za pomoc¡ deformacji, czyli z rozci¡ganiem,
zw¦»aniem itd.,ale bez rozcinania i sklejania.
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Przestrze« euklidesowa

Przestrze« euklidesowa jednowymiarowa.

To zbiór liczb rzeczywistych, oznaczenie R lub R1. Nazywana
te» przestrzeni¡ liczb rzeczywistych.

Przestrze« euklidesowa dwuwymiarowa.

To zbiór par uporz¡dkowanych (x, y) liczb rzeczywistych,
oznaczenie R× R lub R2. Nazywana te» pªaszczyzn¡
rzeczywist¡.

Przestrze« euklidesowa trójwymiarowa.

To zbiór trójek uporz¡dkowanych (x, y, z) liczb rzeczywistych
(±ci±lej ci¡gów 3−elementowych liczb rzeczywistych),
oznaczenie R× R× R lub R3.

Przestrze« euklidesowa czterowymiarowa.

To zbiór czwórek uporz¡dkowanych (x, y, z, t) liczb
rzeczywistych (±ci±lej ci¡gów 4−elementowych liczb
rzeczywistych), oznaczenie R× R× R× R lub R4.
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Domkni¦cia zbiorów.

Przestrze« liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domkni¦ciem zbioru

(a, b) jest zbiór [a, b].

Zapis

(a, b) = [a, b].
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Domkni¦cia zbiorów.

Przestrze« liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domkni¦ciem zbioru

(a, b] jest zbiór [a, b].

Zapis

(a, b] = [a, b].
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Domkni¦cia zbiorów.

Przestrze« liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domkni¦ciem zbioru

[a, b) jest zbiór [a, b].

Zapis

[a, b) = [a, b].
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Domkni¦cia zbiorów.

Przestrze« liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domkni¦ciem zbioru

[a, b] jest ten sam zbiór [a, b].

Zapis

[a, b] = [a, b].

Zbiór
[a, b].

nazywamy domkni¦tym w przestrzeni liczb rzeczywistych.
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De�nicja. Aksjomaty domkni¦cia,
przestrze« topologiczna.

Przestrze« topologiczna.

Przestrze« topologiczna to zbiór X , w którym
ka»demu podzbiorowi A ⊂ X
przyporz¡dkowany zostaª
podzbiór A ⊂ X ,
zwany domkni¦ciem zbioru A
speªniaj¡cy cztery nast¦puj¡ce warunki

I A ∪ B = A ∪ B,

II A ⊂ A,

III ∅ = ∅,

IV A = A.

Poj¦cie przestrzeni topologicznej umo»liwia okre±lenie czy
dany podzbiór przestrzeni le»y " blisko " , czy " daleko " od
innego podzbioru (tzn. w jego domkni¦ciu lub poza nim) bez
potrzeby wprowadzania de�nicji odlegªo±ci w zbiorze.
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Ka»da przestrze« ze zde�niowanym mierzeniem odlegªo±ci
(metryczna) jest przestrzeni¡ topologiczn¡.
Do zbiorów domkni¦tych nale»¡ punkty b¦d¡ce granicami
ci¡gów danego zbioru.

Przestrze« euklidesowa trójwymiarowa jest przestrzeni¡
topologiczn¡.

Niech X = R3 powiemy, »e p ∈ A
wtedy i tylko wtedy gdy odlegªo±¢ p od pn zmierza do 0
dla jakiego± ci¡gu p1, p2, p3, . . . nale»¡cego do A.
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Zwi¡zki mi¦dzy przestrzeniami metrycznymi,
euklidesowymi, a topologicznymi.

Twierdzenie

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Przyjmuj¡c powy»sz¡
de�nicj¦ domkni¦cia
(tzn. p ∈ A⇔ p = lim

n→∞
pn dla jakiego± ci¡gu p1, p2, p3, . . .

nale»¡cego do A. ),
nadajemy X charakter przestrzeni topologicznej.
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Wªasno±ci domkni¦cia

1. (A ⊂ B)⇒ (A ⊂ B),

2. A− B ⊂ A− B,

3. A ∩ B ⊂ A ∩ B,

4. X = X .
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Zbiory domkni¦te.

Zbiór domkni¦ty.

Zbiór A nazywamy domkni¦tym, je»eli A = A.

Zbiór domkni¦ty w przestrzeni metrycznej i euklidesowej.

Zbiór A nazywamy domkni¦tym,
je»eli lim

n→∞
xn = x, xn ∈ A implikuje x ∈ A.
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Zbiory otwarte

Zbiór otwarty.

Zbiór A nazywamy otwartym gdy jego dopeªnienie do caªej
przestrzeni X jest zbiorem domkni¦tym.

X − A = X − A.
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Przykªady.

Zbiór pusty jest zbiorem domkni¦tym ( ∅ = ∅),
zatem caªa przestrze« jest zbiorem otwartym.

Caªa przestrze« jest zbiorem domkni¦tym ( X = X),
zatem zbiór pusty jest zbiorem otwartym.

W przestrzeni liczb rzeczywistych odcinek a ≤ x ≤ b
jest zbiorem domkni¦tym,
terminologia nasza jest wi¦c zgodna z terminologi¡
u»ywan¡ w analizie.
Przedziaª a < x < b jest zbiorem otwartym.

Je»eli f jest funkcj¡ ci¡gª¡ o warto±ciach rzeczywistych
okre±lon¡ w przedziale domkni¦tym [a, b],
to wykres tej funkcji, czyli zbiór punktów

A = {(x, y) : y = f (x), a ≤ x ≤ b},

jest zbiorem domkni¦tym.
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Ci¡gªo±¢ w punkcie.

De�nicja

Niech X i Y b¦d¡ dwiema przestrzeniami topologicznymi
i niech f : X −→ Y .
Mówimy, »e funkcja jest ci¡gªa w punkcie x0,
je±li speªniona jest implikacja

(?) x0 ∈ A⇒ f (x0) ∈ f (A) dla ka_zdego A ⊂ X .

Twierdzenie

Warunek (?) jest równowa»ny nast¦puj¡cemu warunkowi:

(??) x0 ∈ f−1(B)⇒ f (x0) ∈ B dla ka_zdego B ⊂ Y .

Inaczej mówi¡c.

Dla ka»dego zbioru H otwartego w przestrzeni Y zawieraj¡cego
f (x0) istnieje zbiór G otwarty w przestrzeni X , zawieraj¡cy x0
i speªniaj¡cy warunek f (G) ⊂ H.
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Ci¡gªo±¢.

Przeksztaªcenie ci¡gªe w ka»dym punkcie nazywamy
przeksztaªceniem ci¡gªym.

Wniosek.

Przeksztaªcenie jest ci¡gªa gdy:

przeciwobrazy zbiorów domkni¦tych s¡ domkni¦te.

lub równowa»nie

przeciwobrazy zbiorów otwartych s¡ otwarte.
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Przeksztaªcenia homeomor�czne.

De�nicja.

Je±li przeksztaªcenie f : X −→ Y jest ci¡gªe
i ró»nowarto±ciowe i je±li przeksztaªcenie odwrotne
f−1 : Y −→ X jest ci¡gªe,
to f nazywamy homeomorfizmem.

Je±li ponadto f (X ) = Y , to mówimy, »e przestrzenie X i Y s¡
homeomorficzne lub topologicznie równowa»ne.
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Wªasno±ci topologiczne.

Nazewnictwo.

Ka»da wªasno±¢ przestrzeni niezmiennicza wzgl¦dem
homeomor�zmów nazywa si¦ wªasno±ci¡ topologiczn¡.

Uwaga.

Ka»da wªasno±¢ wyra»ona za pomoc¡ operacji domkni¦cia
i operacji teorii mnogo±ci i logiki jest wªasno±ci¡ topologiczn¡.

Ogólniejsza uwaga.

Je±li punkt a (lub zbór A, lub rodzina A itd.) ma jak¡±
wªasno±¢ wyra»on¡ za pomoc¡ operacji domkni¦cia ,
i je±li f jest przeksztaªceniem homeomor�cznym przestrzeni X
na przestrze« Y , to punkt f (a) (zbiór f (A) itd.) ma t¦ sam¡
wªasno±¢ wzgl¦dem Y .

Dwie przestrzenie homoeomor�czne s¡ nierozró»nialne
metodami topologicznymi, np tarcza koªa i tarcza elipsy.
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Podstawowe poj¦cia

Kategoria kawaªkami liniowa.

Ograniczenie dla dyscyplinowania my±lenia

W praktyce rozpatrujemy w¦zªy, które s¡ kawaªkami liniowe,
czyli poprostu zamkni¦te ªamane w R3. (str. ??)

Mamy zatem sko«czon¡ ilo±¢ wierzchoªków.

Diagramy w¦zªów z powodów estetycznych b¦dziemy rysowa¢
u»ywaj¡c gªadkich ªuków.
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Dzikie w¦zªy.

Ograniczenie dla dyscyplinowania my±lenia

Chodzi tu o unikni¦cie w¦zªów typu przedstawionego na
rysunku.

W codziennym »yciu, ±wiecie sznurowad¦ª, kabli i nici - takie
w¦zªy nie s¡ mo»liwe.
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Kategoria PL.

Wyró»niane s¡ trzy rodzaje teorii w¦zªów

1. PL teoria w¦zªów (inaczej swojska lub kombinatoryczna
teoria w¦zªów) - je»eli pracujemy w kategorii kawaªkami

liniowej,(str. ??)

2. gªadka teoria w¦zªów - je±li pracujemy w kategorii
gªadkiej, (str. ??)

3. dzika teoria w¦zªów - je»eli nie narzucamy »adnych
ogranicze«.
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Elementarne ruchy na w¦¹le.

De�nicja, elementarnych (ruchów) operacji na w¦¹le.

Na danym w¦¹le K (kawaªkami liniowym) s¡ dopuszczalne
nast¦puj¡ce dwie operacje, wraz z ich odwrotno±ciami.

(1). Mo»emy podzieli¢ bok AB w przestrzeni w¦zªa K ,
na dwa boki AC i CB, przez doªo»enie na boku AB
wierzchoªka C .

(2). Zaªó»my, »e C jest punktem w przestrzenii w¦zªa K ,
który nie le»y na K . Je±li trój¡t ABC utworzony przez
AB i C , nie przecina w¦zªa K , poza ewentualnie
bokiem AB, wtedy mo»na usun¡¢ AB i doda¢ dwa boki
AC i CB.
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Równowa»no±¢ kawaªkami liniowych w¦zªów.

W¦zeª wydaje si¦ percepcyjnie nie zmienia¢ gdy zastosujemy
jeden elementarny ruch, jednak gdy zastosujemy ten proces
wiele razy w ró»nych miejscach otrzymany w¦zeª mo»e wyda¢
si¦ zupeªnie ró»ny od w¦zªa startowego.

Przykªad

Dwa w¦zªy K1, K2, z rysunku obok, które nazwiemy par¡
Perka przez wi¦ksz¡ cz¦±¢ zeszªego stulecia byªy uwa»ane za
zupeªnie ró»ne. Jednak mo»na przeksztaªci¢ jeden w drugi
u»ywaj¡c elementarnych ruchów, co zostaªo pokazane
w 1970 r. przez ameryka«skiego prawnika K.A. Perko.

De�nicja

W¦zeª kawaªkami liniowy K jest równowa»ny (lub równy)
w¦zªowi K ′ je±li mo»emy otrzyma¢ K ′ z K przez zastosowanie
elementarnych ruchów w¦zªów sko«czon¡ liczbe razy.
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De�nicja

Mówimy, »e w¦zeª K jest równowa»ny (lub równy) w¦zªowi K ′

je±li mo»emy otrzyma¢ K ′ z K przez zastosowanie
elementarnych ruchów w¦zªa sko 
nczon¡ liczb¦ razy.

Oznaczenie

Oznaczamy równowa»no±¢ w¦zªów K i K ′ przez K ≈ K ′.
Poniewa» w teorii w¦zªów, równowa»ne w¦zªy s¡
nierozró»nialne, zatem b¦dziemy je traktowa¢ jako takie same
w¦zªy.
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Orientacja

W¦zeª nie ma punktu pocz¡tkowego ani ko«cowego.
W¦zeª w naszym obecnym rozumieniu
to krzywa ªamana zamkni¦ta, kawaªkami liniowa.
Dlatego mo»emy ustali¢ jedn¡ z dwóch orientacji na w¦¹le.

Zaznaczamy orientacje na rysunku krzywej, przez narysowanie
odpowiedniej strzaªki, starczy jedna strzaªka, ale mo»na dla
przejrzysto±ci narysowa¢ ich wi¦cej.
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De�nicja

Je±li dwa zorientowane w¦zªy K i K ′ mo»na otrzyma¢ jeden
z drugiego za pomoc¡ zorientowanych elementarnych ruchów.
Wtedy powiemy, »e K i K ′ s¡ równowa»ne z zachowaniem
orientacji, i piszemy K ∼= K ′.



Teoria w¦zªów
Podstawowe poj¦cia

1. Dwa w¦zªy, które s¡ równowa»ne bez orientacji,
nie musz¡ by¢ równowa»ne z orientacj¡.

�wiczenie

Poka» na modelu w¦zªa, »e dwa w¦zªy,
przedstawione na rysunku obok, s¡ równowa»ne z orientacj¡.
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Lokalnie, globalnie

Elementarne ruchy w¦zªa, to lokalne ruchy, przeksztaªcenia
zastosowane jednorazowo do tylko maªej cz¦±ci w¦zªa.
Mo»emy przede�niowa¢ równowa»no±¢ w¦zªów w u»ywaj¡c
globalnych przeksztaªce«.
Te przeksztaªcenia zmieniaj¡ caª¡ przestrze«, w której w¦zeª
" le»y " .
Na pocz¡tek powtórka z pewnych poj¦¢ z topologii
algebraicznej
(patrz wcze±niejsze slajdy).
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Niech f przeksztaªcenie z przestrzeni topologicznej X do
przestrzeni topologicznej Y .
Dla naszych zastosowa« mo»emy si¦ ograniczy¢ do przypadku
gdy X oraz Y to 3−wymiarowe przestrzenie Euklidesowe, lub
ich podprzestrzenie.

Je±li f jest przeksztaªceniem, które jest na i jest 1− 1
odpowiednio±ci¡, wtedy mo»emy zde�niowa¢ odwrotne
przeksztaªcenie f−1 : Y → X .

Dodatkowo je±li oba f , f−1 s¡ ci¡gªymi przeksztaªceniami,
wtedy przeksztaªcenie
f : X :→ Y nazywa si¦ homeomor�zmem.

Je±li przestrzenie X i Y s¡ zorientowane, to powiemy, »e f jest
zachowuj¡cym orientacj¦ homeomor�zmem, je±li orginalna
orientacja Y zgadza si¦ z orientacj¡ dziedziczon¡ z X ,
(tzn. t¡ która jest efektem dziaªania f na orientacj¦ X)



Teoria w¦zªów
Podstawowe poj¦cia

Przykªad

Zaªó»my, »e oba X oraz Y s¡ R2.
Wtedy:

1. równolegªe przesuni¦cie (x, y)→ (x + a, y + b),

2. obrót wokóª pewnego ustalonego punktu (dla
przykªadu, ±rodka).

S¡ przykªadami zachowywuj¡cych orientacj¦ homeomor�zmów.
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Przykªad

Zaªó»my, »e oba X oraz Y s¡ R2.
Wtedy:

3. odbicie lustrzane wzgl¦dem osi OX dane przez
homeomor�zm f (x, y) = (x,−y)

jest homeomor�zmem nie zachowywuj¡cym orientacji,
w istocie orientacja jest odwrócona
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Reguªa prawej i lewej dªoni

Jest naturalny sposób aby zorientowa¢ przestrze« R3 sªu»y
temu reguªa prawej dªoni. Przyjmujemy orientacj¦ R3 zgodn¡
z ukªadem wspóªrz¦dnych podpisanym prawa dªo«.
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De�nicja

Mówimy, »e dwa w¦zªy K1 i K2 s¡ równowa»ne, je±li istnieje
zachowywuj¡cy orientacj¦ homeomor�zm przestrzeni R3,
który przeksztaªca K1 na K2.

Dwie de�nicje

Mamy zatem ju» dwie de�nicje równowa»no±ci w¦zªów
zorientowanych (patrz 64) s¡ one matematycznie równowa»ne
dowód tej rówmowa»no±ci mo»na znale¹¢ w pracy
A. Kawauchi A survey of Knot Theory, Birkhauser (1996).
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Je±li rozwa»ymy odbicie lustrzane wzgl¦dem
XOY−pªaszczyzny, dane przez homeomor�zm

ϕ(x, y, z) = ϕ(x, y,−z),

wtedy przeksztaªcenie to zamienia orientacj¦ na przeciwn¡.

odbicie lustrzane (symetria)

Trzy osie z reguª¡ prawej dªoni przechodz¡ na trzy osie z
reguª¡ lewej dªoni.
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Rozwa»my
φ(x, y, z) = (−x,−y, z),

obrót o k¡t 180o dokoªa osi z, który jest zachowuj¡cym
orientacj¦ automor�zmem.
Poniewa» φ przeksztaªca zorientowany lewy trójlistnik K na
K ′, zatem te dwa w¦zªy s¡ równowa»ne z orientacj¡.
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Nie ruszamy z miejsca okr¡gu jednostkowego R, oraz
wszystkiego co le»y poza tym okr¦giem, a tak»e ±rodku ukªadu
wspóªrz¦dnych.
Je±li skr¦cimy wn¦trze R wokóª O, wtedy to przeksztaªcenie
jest tak»e orientacje zachowywuj¡cym auto-homeomor�zmem
R2.
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Nie ruszamy z miejsca sfery jednostkowej w R3 i wszystkiego
co le»y poza sfer¡.
Przeksztaªcenie, które skr¦ca wn¦trze sfery jednostkowej
dokoªa osi OX jest tak»e orientacj¦ zachowywuj¡cym
auto-homeomor�zmem R3.
Przykªad w¦zªa K ′, który zostaª otrzymany z K przez takie
skr¦cenie jest pokazany na rysunku obok.
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Rzut stereogra�czny.

R3 czy S3

Rysunek obok daje nam sposób zobaczenia
jeden do jeden odpowiedno±ci mi¦dzy dwuwymiarow¡ sfer¡
(powierzczni¡ trzywymiarowej kuli),
bez " Póªnocnego Bieguna "N, a caª¡ pªaszczyzn¡ R2.
Zatem je±li doª¡czymy do R2, " punkt w niesko«czono±ci "
∞, to R ∪∞ i S2 staj¡ si¦ przestrzeniami homeomor�cznymi.

Analogicznie trójwymiarowa sfera S3

(powierzchnia czterowymiarowej kuli)
jest homeomor�czna z przestrzeni¡ R3 z doª¡czonym punktem
w niesko«czono±ci.

Z pewnych wzgl¦dów, o których dalej, wygodniej jest uprawia¢
teori¦ w¦zªów na powierzchni czterowymiarowej kuli ni» w
przestrzeni trzywymiarowej.
Tak»e wygodniej jest rysowa¢ diagramy w¦zªów na sferze, ni»
na pªaszczy¹nie.
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W¦zeª.

De�nicja (ró»nie wysªowiona)

1. W¦zeª to zanurzenie okr¦gu w R3. (str. ??)

2. W¦zeª to krzywa zamkni¦ta zanurzona w
trójwymiarowej przesrzeni euklidesowej, (równowa»nie

sferze trójwymiarowej S3). (str. ??)

3. Zbiór K ⊆ S3 nazywamy w¦zªem, je»eli istnieje
zanurzenie

h : S1 → S3,

którego obrazem jest K .

1. W¦zªem nazywa si¦ sznurek, zapleciony lub nie,
z uto»samionymi (zawi¡zanymi lub sklejonymi)
ko«cami, czyli taki powyginany i zapleciony okr¡g.
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Podstawowe poj¦cia

Splot.

De�nicja

1. Splot to suma sko«czonej, niepustej rodziny parami
rozª¡cznych w¦zªów. (W szczególno±ci w¦zeª jest
splotem.)

1. Je»eli zamiast jednego kawaªka sznurka u»yjemy kilku
otrzymamy splot. Ka»dy w¦zeª powstaªy z jednego
kawaªka sznurka wchodz¡cy w skªad splotu nazywamy
skªadow¡ splotu.

2. Ogniwa w splocie mog¡ by¢ zaczepione lub nie.
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Podstawowe poj¦cia

Dlaczego akurat okr¡g.

To co zwykle nazywamy w¦zªem ma na ogóª wolne
ko«ce, jednak przy wolnych ko«cach mamy mo»liwo±¢
rozwi¡zania w¦zªa i ka»de dwa w¦zªy byªyby
równowa»ne.

St¡d postulat, aby ko«ce byªy poª¡czone.

Dla matematyka w¦zeª jest to po prostu okr¡g.

W¦zªy to ró»ne poªo»enia okr¦gu w przestrzeni.

Wyobra¹ sobie gumk¦ recepturk¦, na chwil¦ j¡ rozcinasz,
zwi¡zujesz lub nie i z powrotem sklejasz ko«ce.
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Diagram

Rozpl¡tywanie w przestrzeni czterowymiarowej.

Cie«

Wyobra¹ sobie, »e mamy w przestrzenii okr¡g, który chcemy
deformowa¢.
Umieszczamy go nad pªaszczyzn¡ i o±wietlamy lamp¡, dla
obserwacji cienia.
Cie« b¦dzie okr¦giem, elips¡ lub odcinkiem.
Nast¦pnie okr¡g zaczynamy deformowa¢.
Cie« te» si¦ b¦dzie deformowaª, na cieniu mog¡ pojawi¢ si¦
przeci¦cia, cho¢ na obiekcie, który rzuca cie« tego nie ma.

Teraz okr¡g umieszczamy w przestrzenii czterowymiarowej
i rzutujemy go na przestrze« trójwymiarow¡.
Deformujemy sam okr¡g, jego rzut mo»e si¦ zmieni¢ w w¦zeª.
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Diagram

Diagramy na pªaszczy¹nie.

Diagramy

Naszym gªównym tematem jest kwestia:

1 jak teoria w¦zªów, która wydaje si¦ na pierwszy rzut
oka tematem ±ci±le trójwymiarowym mo»e by¢
potraktowana jako zagadnienie dwuwymiarowe,

2 jak z drugiej strony cho¢ wydaje si¦ zagadnieniem
stricte topologicznym, mo»e by¢ potraktowana jako
temat algebraiczny.

Punktem wyj±cia jest obserwacja, »e w¦zªy daj¡ si¦ w bardzo
naturalny sposób rysowa¢ na pªaszczy¹ nie.
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Diagram

Diagramy splotów.

Porz¡dne diagramy splotów, kilka uwag

Nacz¦±ciej nie operujemy na trójwymiarowych
splotach, tylko na ich dwuwymiarowych diagramach.

Badamy diagramy splotów, czyli ich rzuty na
pªaszczyzn¦.

Mo»na przyj¡¢, »e diagram jest " porz¡dny " gdy ma
sko«czenie wiele przeci¦¢.

Ka»dy diagram splotu skªada si¦ zatem z kilku pªaskich
krzywych zamkni¦tych, które przecinaj¡ si¦ w
sko«czonej ilo±ci punktów.

W punktach przeci¦cia zawsze zaznaczamy, który
kawaªek sznurka " idzie gór¡, a który doªem" .

Ka»demu splotowi w przestrzeni trójwymiarowej
odpowiada wiele diagramów.
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Diagram

Elementarne ruchy na w¦¹le.

De�nicja, elementarnych (ruchów) operacji na w¦¹le.

Na danym w¦¹le K (kawaªkami liniowym) s¡ dopuszczalne
nast¦puj¡ce dwie operacje, wraz z ich odwrotno±ciami.

(1). Mo»emy podzieli¢ bok AB w przestrzeni w¦zªa K ,
na dwa boki AC i CB, przez doªo»enie na boku AB
wierzchoªka C .

(2). Zaªó»my, »e C jest punktem w przestrzenii w¦zªa K ,
który nie le»y na K . Je±li trój¡t ABC utworzony przez
AB i C , nie przecina w¦zªa K , poza ewentualnie
bokiem AB, wtedy mo»na usun¡¢ AB i doda¢ dwa boki
AC i CB.
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Diagram

Regularne diagramy, de�nicja.

Oznaczmy, przez d : R3 → R2 przeksztaªcenie,
które punktowi P(x, y, z) w R3 przyporz¡dkowuje
punkt P̂(x, y, 0) na pªaszczy¹nie XOY .

Rzut

Niech K to w¦zª lub splot.
Wtedy d(K) = K̂ to rzut K na pªaszczy¹n¦ XOY .

Punkt (x0, y0, 0) ∈ d(K) nazywamy wielokrotnym je»eli
wªókno

d−1((x0, y0, 0) ∩ K = {(x, y, z) ∈ K : x = x0, y = y0}

zawiera wi¦cej ni» jeden punkt.
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Diagram

Regularne diagramy, de�nicja.

Wykonuj¡c odpowiednie ruchy elementarne na K
(intuicyjnie: ukªadaj¡c odpowiednio K w przestrzeni)
mo»emy doprowdzi¢ do tego by rzut w¦zªa byª regularny.

Rzut w¦zªa nazywamy regularnym je»eli:

1. ma sko«czon¡ ilo±¢ punktów wielokrotnych,

2. wszystkie punkty wielokrotne s¡ podwójne,

3. »aden wierzchoªek kawaªkami linioego w¦zªa
(wielok¡ta) nie jest przeciwobrazem punktu
podwójnego.

Zatem nie s¡ dozwolone przykªady z rysunku obok.

Diagram.

Obraz rzutu regularnego w¦zªa nazywamy diagramem w¦zªa,
ka»dy w¦zeª kawaªkami gªadki ma diagram.
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Diagram

W¦zeª trywialny.

Najprostszym w¦zªem jest w¦zeª trywialny, tzn. w¦zeª
równowa»ny okr¦gowi poªo»onemu na pªaszczy¹nie.
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Diagram

Przykªady w¦zªów.

Lewy i prawy trójlistnik oraz w¦zeª ósemkowy.
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Diagram

Splot trywialny.

Najprostszym splotem jest splot trywialny jego reprezentant
jest widoczny obok.
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Diagram

Przykªady splotów.

Splot Hopfa
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Diagram

Splot Boromeuszów.

Znany jest do±¢ zaskakuj¡cy przykªad splotu, nazywanego
splotem Boromeuszów, gdy» wyst¦puje w herbie tego rodu.
Splot Boromeuszów ma niezwykª¡ cech¦: wszystkie trzy
ogniwa s¡ splecione, ale dowolne dwa nie.
Oznacza to, »e gdy rozetniemy dowolne ogniwo, pozostaªe
dwa b¦d¡ niezaplecione.
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Diagram

Splot Boromeuszów.

Zdeformowany w przestrzeni

Deformacja na sznurkach,
przykªad - sprawdzenie
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Diagram

Poliboromeusze.

Sploty, które maj¡ t¡ wªasno±¢, »e rozci¦cie jednego w¦zªa
skªadowego powoduje rozpad caªego splotu nazywane s¡
splotami Brunna.
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Diagram

Elementarne deformacje w¦zªa,
równowa»no±¢ w¦zªów,

w¦zªy trywialne.
Ruchy Reidemeistera,

twierdzenie o równowa»no±ci w¦zªów.
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Deformacje

Jest mo»liwe, »e regularny diagram ma punkty przeci¦cia typu
pokazanego na rysunku obok.
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Deformacje

Ogólniej, zaªó»my »e dwa regularne diagramy dwóch w¦zªów
lub splotów, s¡ poª¡czone przez pojedyncze skr¦cone dwa
wªókna. Mo»emy usun¡¢ ten punkt centralnego skrzy»owania,
stosuj¡c skr¦cenie, do prawej czy lewej cz¦±ci w¦zªa.

Regularny diagram, który nie posiada, punktów skrzy»owania
tego typu jest nazwany zredukowanym regularnym diagramem.
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Deformacje

Deformacje w¦zªów.

Co znaczy zdeformowa¢.

Wyobra¹ sobie, »e koªo jest wykonane z rozci¡gliwej bªony.
Mo»esz j¡ rozci¡ga¢, wygina¢. Nie wolno tylko rozrywa¢
i skleja¢.
Podobnie w przypadku kuli i walca, tu bierzemy plastelin¦.
Je±li jedn¡ �gur¦ mo»na zdeformowa¢ na drug¡,
to uznamy je za takie same.
W szkolnej geometrii koªo, kwadrat, trójk¡t to s¡ ró»ne �gury.
Podobnie prosta i parabola.
Ale tak»e kula, walec i sto»ek.
Z wa»nych powodów czasem, wygodnie jest przyj¡¢, »e
kwadrat i koªo albo kula i sto»ek to jest ta sama �gura.
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Deformacje

Deformacje w¦zªów.

Plastelinowe deformacje.

Powiemy, »e dwie bryªy s¡ plastelinowo równowa»ne, je±li jedn¡
z nich mo»na otrzyma¢ z drugiej za pomoc¡ rozci¡gania,
wyginania itp., ale bez sklejania lub rozrywania.

Plastelinowy sze±cian mo»na w ten sposób
przeksztaªci¢ w kul¦, " wklepuj¡c " wierzchoªki i
kraw¦dzie.

Nie mo»na z sze±cianu otrzyma¢ obwarzanka,
wymagaªoby to sklejenia lub rozerwania plasteliny.

Innym klasycznym przykªadem jest równowa»no±¢
obwarzanka i kubka z uszkiem.



Teoria w¦zªów
Deformacje

Kwadrat i koªo albo kula i sto»ek.

Co znaczy zdeformowa¢.

Kwadratru do kuli nie zdeformujesz.

Nie da si¦ z okr¦gu zrobi¢ prostej bez rozrywania.
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Deformacje

Homomor�zmy.

Wspomnniane deformacje maj¡ swoj¡ nazw¦ - s¡ to znane
ju» nam

homeomor�zmy( str. ??)

termin wprowadzony przez Henri Poincarégo, oznacza
podobny ksztaªt.
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Deformacje

Równowa»no±¢ w¦zªów.

De�nicja równowa»no±ci w¦zªów.

Mówimy, »e dwa w¦zªy lub sploty s¡ równowa»ne je±li istnieje
homeomor�zm h : S3 → S3 przeprowadzaj¡cy jeden na drugi.
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Deformacje

Równowa»no±¢ w¦zªów.

Twierdzenie

Je±li dwa w¦zªy K1 oraz K2, które le»¡ w S3 s¡ równowa»ne,
wtedy ich dopeªnienia S3 − K1 oraz S3 − K2 s¡
homeomor�czne.
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Deformacje

Splot.

De�nicja

Splot to sko«czony, uporz¡dkowany zbiór w¦zªów, które siebie
nie przecinaj¡. Ka»dy w¦zaª jest nazwany ogniwem splotu.
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Deformacje

Splot.

Przykªad

Dwa sploty L = {K1,K2, . . . ,Km} oraz
L′ = {K ′

1
,K ′

2
, . . . ,K ′m} s¡ równowa»ne, je±li nast¦puj¡ce dwa

warunki zachodz¡.

(1) m = n, tzn. L, L′ oba maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ skªadników;

(2) Mo»emy zmieni¢ L w L′ przez zastosowanie
elementarnych ruchów w¦zªa sko«czon¡ liczb¦ razy.
Zmieniaj¡c K1 w K ′

1
, K2 w K ′

2
, . . . ,Km w K ′n .(Musimy

zaznaczy¢, »e trójk¡t danego elementarnego ruchu
w¦zªa nie przecina si¦ z »adnym z pozostaªych ogniw.)

Mo»emy zamieni¢ (2) na nast¦puj¡cy (2)':

(2)' Istnieje auto-homeomor�zm ϕ, który zachowuje
orientacj¦ R3 i przeksztaªca zbiór K1 ∪ . . .Km na zbiór
K ′
1
∪ . . .K ′m.
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Deformacje

Splot.

Przykªad

Poniewa» dwa sploty L oraz L′ na rysunku obok s¡ dokªadnie
takie same, s¡ zatem równowa»ne.
Jednak, je±li zmienimy porz¡dek ogniw L, wtedy warunek (2)
wcze±niejszej de�nicji nie jest speªniony oraz sploty nie s¡
równowa»ne.
Jednak warunek (2)' jest speªniony, zatem b¦dziemy uwa»a¢ je
za równowa»ne.
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Deformacje

Splot.

Przykªad

Orientuj¡c L oraz L′ tak jak na rysunku obok, dostajemy, »e
warunek (2)' nie jest speªniony i zatem te zorientowane sploty
nie s¡ równowa»ne.
Musimy zatem, post¦powa¢ ostro»niej rozwa»aj¡c problem
równowa»no±ci splotów, ni» w¦zªów.



Teoria w¦zªów
Deformacje

Splot.

Przykªad

Poka», »e dwa sploty na rysunku obok s¡ równowa»ne.
Ten splot nazywa si¦ splotem Whiteheada.
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Deformacje

Splot.

Przykªad

Poka», »e dwa sploty na rysunku obok s¡ równowa»ne.
Ten splot nazywa si¦ Pier±cieniami Boromeuszy.
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Deformacje

Rozmaito±ci niskowymiarowe.

Fakt, który ±wiadczy o zwi¡zku pomi¦dzy teori¡ w¦zªów i
splotów, a topologi¡ rozmaito±ci niskowymiarowych

Sfera S3 bez w¦zªa jest rozmaito±ci¡ 3−wymiarow¡,
która jednoznacznie okre±la zasupªanie w¦zªa.
Dwa w¦zªy s¡ podobnie zasupªane wtedy i tylko wtedy,
gdy sfera bez jednego w¦zªa jest podobna
(homeomor�czna) do sfery bez drugiego w¦zªa.

Dla splotów o dwóch i wi¦cej skªadowych podobny
wynik nie jest prawdziwy.
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Deformacje

Rozpl¡tywanie w przestrzeni czterowymiarowej.

Ka»dy zaw¦¹lony okr¡g da si¦ rozpl¡ta¢ w przestrzenii
czterowymiarowej bez rozcinania.

Rozci¦cie na chwil¦.

W przestrzeni trzywymiarowej jest za "maªo "miejsca, »eby
zwi¡za¢ w¦zeª na okr¦gu bez rozcinania, jest to mo»liwe dla
przestrzenii czterowymiarowej.
Dlatego okr¡g trzeba rozci¡¢ i potem sklei¢ mimo, »e dla
homeomor�zmów jest to zabronione.
W tym wypadku rozci¡cie jest na " chwil¦ " .
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Deformacje

Deformacje diagramów w pªaszczy¹nie.

Gdy dane dwa diagramy ró»ni¡ si¦ od siebie tak jak obrazki
obok, wówczas oba diagramy odpowiadaj¡ temu samemu
w¦zªowi.

izotopie planarne

Ci¡gªe operacje na diagramach w¦zªów. które nie zmieniaj¡
samoprzeci¦¢, nie zmieniaj¡ równie» typu splotu.
Transformacje takie nazywamy izotopiami planarnymi.

diagram

ilustracja w¦zªa
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

RI

Kolejny przykªad transformacji diagramu, która nie zmienia
typu w¦zªa.
Powy»szy rysunek pokazuje maªy fragment diagramu splotu,
który zmieniamy.
Reszta pozostaje bez zmian. Tak¡ operacj¦ nazywamy
pierwszym ruchem Reidemeistera.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

RII

Drugi ruch Reidemeistera, równie» nie zmienia typu w¦zªa,
któremu odpowiada rozwa»any diagram.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

RII

Drugi ruch Reidemeistera, równie» nie zmienia typu w¦zªa,
któremu odpowiada rozwa»any diagram.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

RIII

Trzeci ruch Reidemeistera posiada dwa warianty
(spostrze»enie: równowa»ne przez izotopie planarne).
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Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Zatem ruchy Reidemeistera polegaj¡ na tworzeniu lub
likwidowaniu p¦telek albo " zakªadek " .
Dwa w¦zªy, ogólniej - sploty, s¡ podobnie zasupªane
(równowa»ne), je»eli jeden z drugiego mo»na otrzyma¢
wykonuj¡c sko«czon¡ liczb¦ ruchów Reidemeistera.
W ten sposób mo»na si¦ przekona¢, czy diagram reprezentuje
okr¡g niezapl¦tony, czyli w¦zeª trywialny.
Je±li jeden diagram da si¦ przeksztaªci¢ na inny, to diagramy
s¡ równowa»ne.
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Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Czy lista ruchów Reidemeistera podana na rysunku jest peªna?
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Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Czy nie nale»aªoby listy ruchów Reidemeistera wzbogaci¢ o
ruch przedstawiony na rysunku obok?

Okazuje si¦, »e nie. Pami¦tajmy, »e mo»emy równie»
deformowa¢ diagramy, przy pomocy izotopii
planarnych (str. 110).
Ruch z rysunku, to wbrew pozorom trzeci ruch Reidemeistera
(Spostrze»enie: RIII przesuwa sznurek le»¡cy mi¦dzy dwoma
sznurkami).
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Twierdzenie (Reidemeister)

Je±li D1 i D2 s¡ diagramami splotów, które odpowiadaj¡ temu
samemu splotowi, wówczas istnieje ci¡g ruchów Reidemeistera
oraz izotopii planarnych przeksztaªcaj¡cych jeden diagram
w drugi.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Rozwa»my dwa w¦zªy.
Mo»na pokaza¢, »e oba diagramy odpowiadaj¡ temu samemu
w¦zªowi. Dalej poka»emy ci¡g ruchów Reidemeistera
przeksztaªcaj¡cych jeden diagram w drugi.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

W pierwszej kolejno±ci wykonujemy izotopi¦ planarn¡.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Trzeci ruch Reidemeistera.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Drugi ruch Reidemeistera.
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Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Trzeci ruch Reidemeistera.



Teoria w¦zªów
Deformacje

Jak rozró»niamy w¦zªy.

Pierwszy ruch Reidemeistera.
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Deformacje

0.3
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Deformacje

Dodatkowa konwencja.

Mówili±my o diagramach rysowanych na pªaszczy¹nie.
Tymczasem znacznie bardziej eleganck¡ teori¦ otrzymuje si¦,
je»eli zdecyduje si¦ postrzega¢ diagramy jako nie narysowane
na pªaszczy¹nie, ale jako na sferze (tak du»ej, »e krzywizna
jest nie widoczna).

W sensie topologicznym odpowiada to zmianie teorii w¦zªów
uprawianej w R3 na teori¦ w¦zªów uprawian¡ w S3 (str. ??).

Je±li traktujemy je jako diagramy na pªaszczy¹nie, to
reprezentuj¡ one ten sam w¦zeª, ale »eby przerobi¢ jeden na
drugi trzeba wykona¢ pewn¡ liczb¦ ruchów Reidemeistera.
Jako diagramy na sferze w ogóle si¦ nie ró»ni¡ s¡ jednakowe
z dokªadno±ci¡ do deformacji.
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grafy w¦zªów

Metoda Taita.

Zaªó»my, »e D to regularny diagram dla w¦zªa K oraz K̂ to
rzut K .
Mo»emy my±le¢ o K̂ jako o gra�e na pªaszczy¹nie.
Na rysunku obok zostaªa narysowana para grafów.
Wida¢, »e K̂ dzieli pªaszczyzn¦ na kilka obszarów.
Startuj¡c od najbardziej zewn¦trznego, mo»emy pomalowa¢
obszary na ró»owo, albo biaªo.
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grafy w¦zªów

Metoda Taita.

1. Malujemy najbardziej zewn¦trzny obszar na ró»owo,
a nast¦pne tak, »e s¡siednie obszary (odzielone
kraw¦dzi¡) nigdy nie maj¡ tego samego koloru
(zawsze da si¦ tak pomalowa¢).

2. Wybieramy punkt na ka»dym biaªym obszarze,
nazwiemy je ±rodkami biaªych obszarów.

3. Je±li dwa biaªe obszary W i W ′ maj¡ wspólne
c1, c2, . . . , cl punkty skrzy»owania grafu K̂ wtedy
ª¡czymy ±rodki W i W ′ przez pojedyncze kraw¦dzie,
które przechodz¡ przez c1, c2, . . . , cl i le»¡ w tych
biaªych obszarach.

W ten sposób z K̂ otrzymali±my G graf na pªaszczy¹nie.
Wierzchoªki tego grafu to ±rodki biaªych obszarów.
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grafy w¦zªów

Techniki kombinatoryczne rozró»niania w¦zªów i splotów:
liczba skrzy»owa«, liczba mostów, kolorowanie, indeks

zaczepienia.
Szkic elementów arytmetyki w¦zªów.
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Szkic elementów arytmetyki w¦zªów

Niech D1 b¦dzie regularnym diagramem w¦zªa
poªo»onym w póªpªaszczy¹nie x < 0 oraz
niech D2 b¦dzie regularnym diagramem innego w¦zªa,
który le»y w póªpªaszczy¹nie x > 0.
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Szkic elementów arytmetyki w¦zªów

Wybierzmy po jednym punkcie z ka»dego diagramu
i ª¡czymy wybrane punkty krzyw¡, która nie przecina »adnego
z diagramów poza punktami ko«cowymi.



Teoria w¦zªów
Szkic elementów arytmetyki w¦zªów

Teraz " pogrubiamy " ª¡cz¡c¡ krzyw¡ i otrzymujemy sum¦
dwóch w¦zªów, któr¡ oznaczamy

D1 ]D2.



Teoria w¦zªów
Szkic elementów arytmetyki w¦zªów

Po zastosowaniu operacji sumy spójnej do dwóch trójlistników
otrzymujemy nast¦puj¡cy diagram w¦zªa.



Teoria w¦zªów
Szkic elementów arytmetyki w¦zªów

Suma dwóch w¦zªów jest dobrze okre±lona, co oznacza, »e
diagramy, które powstan¡ przez powtórzenie powy»szej
procedury z innym wyborem punktów i krzywej b¦d¡
równowa»ne.
Zbiór w¦zªów z powy»ej zde�niowan¡ operacj¡ jest monoidem
(operacja jest ª¡czna, przemienna, posiada element neutralny,
jak mno»enie w liczbach naturalnych).



Teoria w¦zªów
Niezmienniki w¦zªów

Niezmiennik w¦zªa lub splotu nie zmienia si¦ gdy do w¦zªa
zastosujemy elementarne ruchy w¦zªa.
B¦dziemy szuka¢ niezmienników dla regularnych diagramów
w¦zªa. Mamy bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 1

Niech D oraz D′ b¦d¡ regularnymi diagramami dwóch w¦zªów
(lub splotów) K oraz K ′ odpowiednio. Wtedy

K ≈ K ′ ⇐⇒ D ≈ D′,

gdzie K ≈ K ′ oznacza równowa»no±¢ w¦zªów, natomiast
D ≈ D′ równowa»no±¢ diagramów.

Uwaga, o równowa»no±ci

Dwa w¦zªy s¡ równowa»ne je±li istnieje sko«czony ci¡g
elementarnych ruchów w¦zªa, przeksztaªcaj¡cy jeden
w¦zeª na drugi.

Dwa regularne diagramy s¡ równowa»ne je±li istnieje
sko«czony ci¡g izotopii planarnych i ruchów
Reidemeistera, przeksztaªcaj¡cy jeden na diagram na
drugi.
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Niezmienniki w¦zªów

Niezmienniki

Twierdzenie Reidemeistera podaje warunek konieczny
i wystarczaj¡cy równowa»no±ci dwóch diagramów
splotów. Jednak nie daje nam efektywnej metody
pozwalaj¡cej na rozwi¡zanie problemu równowa»no±ci
splotów.

Niezmiennikiem splotów nazywamy funkcj¦, która
ka»demu diagramowi przyporz¡dkowuje pewien obiekt
algebraiczny w taki sposób, aby równowa»nym
diagramom odpowiadaªy te same obiekty.



Teoria w¦zªów
Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

Liczba skrzy»owa«.

Regularny diagram D w¦zªa ma co najwy»ej sko«czon¡ liczb¦
skrzy»owa« c(D). Nie jest to niezmiennik, dla przykªadu
trywialny w¦zeª ma dwa regularne diagramy D oraz D′.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

Minimalna liczba skrzy»owa«

Rozwa»my nie liczb¦ skrzy»owa�m, ale mnimaln¡ liczb¦
skrzy»owa« dla wszystkich regularnych diagramów w¦zªa K .
Minimut to istnieje gdy» liczba skrzy»owa« jest sko«czona.

Twierdzenie:

c(K) = min
D∈∆

c(D)

jest niezmiennikiem w¦zªa, gdzie ∆ z zbiór wszystkich
regularnych diagramów D w¦zªa K .

Dowód: Niech D0 b¦dzie regularnym diagramem maj¡cym
dokªadnie c(K) skrzy»owa« (tzw. minimalny regularny
diagram).
Niech K ′ w¦zeª równowa»ny do K , i zaªó»my, »e D′

0
jest jego

minimalnym regularnym diagramem.
Poniewa» mo»emy my±le¢ o D′

0
jako o regularnym diagramie

dla K (gdy» K oraz K ′ s¡ równowa»ne), zatem z de�nicji
c(K) = c(D0) mamy c(D0) ≤ c(D′

0
).

Z uwagi na symetri¦ mi¦dzy K , a K ′ mamy te»
c(D′

0
) ≤ c(D0), sk¡d c(D0) ≤ c(D′

0
).

Zatem c(D0) to minimalna liczba skrzy»owa« dla wszystkich
w¦zªów równowa»nych K , tzn. jest niezmiennikiem.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

�wiczenia

�wiczenie 1:

Poka» »e w¦zeª trywialny jest jedynym w¦zªem, którego
diagram regularny D mo»e mie¢ 0, 1, 2, . . . skrzy»owania.
Czyli dla regularnego diagramu D w¦zªa trywialnego i tylko dla
niego c(D) mo»e przyjmo�wa¢ wszystkie caªkowite nieujemne
warto±ci.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

�wiczenia

�wiczenie 2

Poka», »e dla trójlistnika (prawego czy lewego) K mamy
c(K) = 3.
Ponadto poka» »e w±ród wszystkich w¦zªów i splotów
trójlistnik jest jedynym z c(K) = 3.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

Znajdz wszystkie w¦zªy i sploty z c(K) = 2, 3, 4, 5.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba skrzy»owa«

Hipoteza

Niech K1 i K2 to dwa dowolne w¦zªy lub sploty, wtedy

c(K1 ]K2) = c(K1) + c(K2).
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Liczba mostów.

W ka»dym skrzy»owaniu regularnego diagramu D w¦zªa lub
splotu K , usu«my (z D) odpowiednio maªy segment AB, który
przechodzi nad skrzy»owaniem.
W rezultacie otrzymamy zbiór rozª¡cznych (tzn. bez punktów
skrzy»owa«) krzywych ªamanych.
Mo»emy my±le¢ o startowym diagramie jako o rezultacie
powstaªym po doª¡czeniu odpowiednich segmentów
(przechodz¡cych nad) do punktów ko«cowych tych
rozª¡cznych krzywych ªamanych.

Segment AB nazwany jest mostem.
Dla danego regularnego diagramu D liczebno±¢ mostów jest
nazwana liczb¡ mostow¡ (bridge number).



Teoria w¦zªów
Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

De�nicja

Niech D regularny diagram w¦zªa lub splotu K .
Je±li mo»emy podzieli¢ D na 2n krzywych ªamanych
α1, α2, . . . , αn oraz β1, β2, . . . , βn, tzn:

D = α1 ∪ α2 ∪ . . . ∪ αn ∪ β1 ∪ . . . ∪ βn,

które speªniaj¡ poni»sze warunki, wtedy liczba mostowa
br(D) ≤ n.

(1) α1, α2, . . . , αn to rozª¡czne krzywe zamkni¦te,

(2) β1, β2, . . . , βn, to rozª¡czne krzywe zamkni¦te,

(3) Na skrzy»owaniu w diagramie D, α1, α2, . . . , αn to
segmenty, które przechodz¡ nad skrzy»owaniem.
Na skrzy»owaniu w diagramie D, β1, β2, . . . , βn, to
segmenty, które przechodz¡ pod skrzy»owaniem.

Je±li br(D) ≤ n ale br(D) 6≤ n − 1, to de�niujemy br(D) = n.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Liczba mostowa regularnych diagramów pokazanych na
rysunku obok wynosi odpowiednio:

a) br(D1) = 3,

b) br(D2) = 2,

c) br(D3) = 2.

Liczba mostowa regularnego diagramu w¦zªa nie jest
niezmiennikiem tego w¦zªa.
W rzeczywisto±ci D1,D2 s¡ oba regularnymi diagramami
prawego trójlistnika.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Twierdzenie 1.

Dla w¦zªa lub splotu K , br(K) = min
D∈∆

br(D) jest

niezmiennikiem w¦zªa K , gdzie ∆ to zbiór wszystkich
regularnych diagramów K .

Twierdzenie 2.

Niech K1 oraz K2 to dwa dowolne w¦zªy lub sploty. Wtedy

br(K1 ]K2) = br(K1) + br(K2)− 1.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

�wiczenia

Zadanie

Znajdz liczb¦ mostów, w regularnych diagramach z rysunku
obok.

Zadanie

Znajdz regularny diagram w¦zªa kwadratowego a), taki »e

br(D) = 3.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia

Niezmienniki w¦zªów czy splotów, o których mówili±my do tej
pory, byªy niezale»ne od orientacji.
Zde�nujemy teraz indeks zaczepienia, wa»ny niezmiennik
zorientowanych splotów.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Orientacja diagramu.

Niezmienniki

Rozwa»my teraz diagram splotu D. Orientacja
diagramu D to wybór kierunku obiegu ka»dej skªadowej
splotu.

Ka»da skªadowa posiada dwie orientacje, zatem je±li
rozwa»any splot skªada si¦ z n skªadowych, to mo»na
go zorientowa¢ na 2n sposobów.

Skrzy»owania w zorientowanym diagramie, mo»na

podzieli¢ na dwie grup:

skrzy»owania dodatnie, z przypisan¡

warto±ci¡ 1,

ujemne, z przypisan¡ warto±ci¡ −1.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

�wiczenia

Sytuacja przy ró»nych obrotach skrzy»owania c w¦zªa lub
splotu.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia.

Niech K1 i K2 b¦d¡ skªadowymi splotu o diagramie D.
Indeksem zaczepienia w¦zªów K1 i K2 nazywamy

lk(K1,K2) =
1

2

∑
±1,

gdzie powy»sza suma wzi¦ta jest po wszystkich przeci¦ciach
w¦zªa K1 z w¦zªem K2, a skªadnikami tej sumy s¡ liczby
przyporz¡dkowane odpowiednim skrzy»owaniom.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia splotu.

Niech K1 i K2 b¦d¡ skªadowymi splotu L o diagramie D.
Indeks zaczepienia w¦zªów K1 i K2 nie zale»y od porz¡dku,
kolejno±ci K1 i K2.

lk(K1,K2) = lk(K2,K1),

dlatego mo»emy go oznacza¢ po prostu przez lk(L).
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

�wiczenia

Indeks zaczepienia dwa przykªady splotów.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, przykªady.

Splot trywialny

Dla splotu trywialnego widocznego obok mamy lk(K1,K2) = 0
bez wzgl¦du na wybór orientacji, poniewa» nie ma »adnych
przeci¦¢.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, przykªady.

Splot Whiteheada

Na obrazku zostaªa wybrana orientacja oraz zaznaczono
skrzy»owania o warto±ci +1 i −1. Mamy lk(K1,K2) = 0.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, przykªady.

Splot Hopfa

Na obrazku zostaªa wybrana orientacja (jedna z czterech
mo»liwych) oraz zaznaczono skrzy»owania o warto±ci +1 i −1.
Mamy lk(K1,K2) = −1.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia niezmiennikiem splotów.

Zadanie

Pokaza¢, »e przy zmianie orientacji na przeciwn¡ jednego
z w¦zªów K1 lub K2 liczba lk(K1,K2) zmienia znak.

Twierdzenie

Indeks zaczepienia jest niezmiennikiem splotów.

Zatem splot Hopfa nie jest równowa»ny ze splotem
trywialnym.
Indeks zaczepienia splotu trywialnego wynosi 0 bez
wzgl¦du na wybór orientacji. Natomiast indeks
zaczepienia splotu Hopfa b¦dzie równy 1 lub −1
w zale»no±ci od wyboru orientacji.

Indeks zaczepienia nie odró»nia splotu Whiteheada od
splotu trywialnego. Potrzebne s¡ do tego inne
niezmienniki.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Techniki kombinatoryczne rozró»niania w¦zªów i splotów:
kolorowanie, indeks zaczepienia.

Ci¡g dalszy - praktyczne ¢wiczenia.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Zaªó»my, »e D to zorientowany diagram splotu z dwoma
komponentami: L = {K1,K2}.
Zaªó»my dodatkowo, »e skrzy»owania D, w których przecinaj¡
si¦ rzuty K1 oraz K2 to c1, c2, . . . , cm.
(Ignorujemy wªasne skrzy»owania K1 czy te» K2.) Wtedy

1

2
[sign(c1) + sign(c2) + . . . + sign(cm)]

indeks zaczepienia w¦zªów K1 i K2 jest niezmiennikiem L.
Tzn.:
Je±li rozwa»ymy inny zorientowany regularny diagram D′ dla L,
wtedy warto±¢ indeksu zaczepienia jest taka sama jak dla D.

Niech L∗ to lustrzany obraz zorientowanego splotu L wtedy

lk(L∗) = −lk(L∗).
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Lustrzane odbicie, a indeks zaczepienia.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Zaªó»my, teraz »e L to splot skªadaj¡cy si¦ z n skªadowych
K1,K2, . . . ,Kn.
Dla dwóch skªadowych Ki oraz Kj (i < j), liczymy indeks
zaczepienia lk(Ki ,Kj ), 1 ≤ i < j ≤ n.
(Liczymy ten indeks zaczepienia, zapominaj¡c o pozostaªych
skªadowych.)

Ten zabieg daje nam n(n−1)
2

, indeksów zaczepienia, których
suma ∑

1≤i<j≤n

lk(Ki ,Kj ) = lk(L),

jest nazwana totalnym indeksem zaczepienia L.
Jest to niezmiennik splotu L.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

rozwi¡zanie
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotów z rysunku obok.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Kolorowanie

Zde�niujemy niezmiennik zwany liczb¡ kolorowania.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Kolorowanie

Zaªó»my, »e rzut K̂ w¦zªa (lub splotu) K ma n skrzy»owa«
P1, P2, . . . , Pn.
Poniewa» ka»de Pi to rzut dokªadnie dwóch punktów P′i oraz
P′′i w¦zªa K , mo»emy podzieli¢ K na 2n krzywych ªamanych
(segmentów) A1, A2, . . . , A2n. Do ka»dego z tych segmentów
mo»emy przypisa¢ jeden z trzech kolorów, powiedzmy,
czerwony, niebieski lub »óªty, w taki sposób, »e s¡ speªnione
warunki:

1) Je±li Ak oraz Al s¡ jak na rysunku obok, to maj¡ ten
sam kolor.

2) Ak (lub Al ), Ar , As , rysunek obok, albo wszystkie maj¡
ten sam kolor, albo ka»dy ma odpowiednio inny kolor.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Kolorowanie

Regularny diagram, któremu w pow»szy sposób mo»na
przypisa¢ trzy kolory nazywa si¦ 3-kolorowalnym.
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Kolorowanie, przykªady

W¦zªy 3-kolorowalne.
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Liczba mostów

3-kolorowanie, próby
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Liczba mostów

3-kolorowanie, próby,II
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Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

p-Kolorowanie

Rozwa»my segmenty A1, A2, . . . , A2n jak wy»ej, i przypiszmy
ka»demu Ai liczb¦ λi , która przyjmuje warto±¢ ze zbioru

0, 1, . . . , p − 1,

ponadto liczby te speªniaj¡ warunki:

1) λk = λl ,

2) p|(λr + λs )− (λk + λl ).

Dla przykªadu λ1 = . . . = λ2n = 0.
Regularny diagram D jest p-kolorowalny, gdy istniej¡ w nim
dwa segmenty o ró»nej przypisanej liczbie ze zbioru
0, 1, . . . , p − 1.

Je±li w¦zeª (lub splot) K ma co najmniej jeden p-kolorowalny
regularny diagram, wtedy ka»dy jego regularny diagram jest
p-kolorowalny.
Zatem, zbiór ró»nych liczb kolorów, na 
które mo»e by¢
pokolorowany diagram K jest niezmiennikiem K .
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Liczba mostów

Ró»ne mo»liwo±ci przy 4-kolorowaniu.
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Liczba mostów

4-kolorowanie, próby,II
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Arytmetyka splotów: suma spójna splotów,
wªasno±ci tego dziaªania.

W¦zªy pierwsze. (3 godziny).
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Liczba mostów

Grupa przykªad

Przykªad, liczby caªkowite:

. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .

Nast¦puj¡ce wªasno±ci liczb caªkowitych daj¡ model dla
abstrakcyjnych aksjomatów grupy.

1. Dla dowolnych dwóch liczb caªkowitych a i b, suma
a + b jest tak»e caªkowita.

2. Dla wszystkich liczb caªkowitych a, b oraz c mamy
(a + b) + c = a + (b + c), wªasno±¢ znana jako ª¡czno±¢
dodawania.

3. Je±li a jest dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡, to
0 + a = a + 0 = a. Zero jest elementem neutralnym
dodawania.

4. Dla ka 
dej liczby caªkowitej a, istnieje liczba caªkowita b
taka, »e a + b = b + a = 0.
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Grupa przykªad

Symetrie trójk¡ta równobocznego
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Liczba mostów

Grupa

De�nicja grupy
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Monoid

De�nicja monoidu
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Monoid przykªady
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Liczba mostów

Sfery i kule

sfera zerowymiarowa S0 (czyli tzw. dwa punkty)

Oznaczana te» S0.

S0 = ∂B1 ⊂ R1,

gdzie B1 to jednostkowa kula 1−wymiarowa (czyli odcinek) .
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Liczba mostów

Sfery i kule

sfera jednowymiarowa S1 (czyli tzw. okr¡g)

Oznaczana te» S1.

S1 = ∂B2 ⊂ R2,

gdzie B2 to jednostkowa kula dwuwymiarowa (czyli koªo).

Przyklejenie ko«ców jednego odcinka odpowiednio do ko«ców
drugiego odcinka,
inaczej sklejenie brzegu (sfera zerowymiarowa) jednego
odcinka z brzegiem (sfera zerowymiarowa) drugiego odcinka
daje okr¡g (sfere jednowymiarow¡).
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Sfery i kule

sfera dwuwymiarowa S2 (czyli tzw. sfera)

Oznaczana te» S2.

S2 = ∂B3 ⊂ R3,

gdzie B3 to jednostkowa kula trzywymiarowa.

Sklejenie brzegu (sfera jednowymiarowa) kuli dwuwymiarowej
z brzegiem (sfera jednowymiarowa) drugiej kuli
dwuwymiarowej
daje sfer¦ dwuwymiarow¡ (popularnie zwan¡ sfer¡).
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Rozkªad w¦zªa póªgrupa w¦zªów

Mo»emy zde�niowa¢ operacj¦ dodawania lub iloczynu na
zbiorze zawieraj¡cym wszystkie w¦zªy. Je±li z takimi
operacjami zbór ten otrzyma struktóre grupy, to b¦dziemy
mogli stosowa¢ techniki z teorii grup.

B¦dziemy starali si¦ zbada¢ jak mo»emy uzyska¢ jeden w¦zeª
z dwóch i jak mo»na rozªo»y¢ w¦zeª na dwa prostsze w¦zªy.

B¦dzie nam wygodniej patrze¢ na w¦zeª jako le»¡cy na
powierzchni czterowymiarowej kuli,
tzn. trójwymiarowej sferze S3.
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Rozkªad w¦zªa póªgrupa w¦zªów

O trójwymiarowej sferze S3 b¦dziemy my±le¢ jako
o zbudowanej z dwóch (trzywymiarowych) kul, które zostaªy
sklejone swoimi powierzchniami, tzn. dwuwymiarowymi
sferami. Ten proces sklejenia jest ªatwiej zauwa»y¢ je±li
obni»ymy wymiar. Gdy» je±li we¹miemy dwa koªa i skleimy je
brzegami, w tym wypadku okr¦gami, otrzymamy
dwuwymiarow¡ sfer¦.

B¦dziemy starali si¦ zbada¢ jak mo»emy uzyska¢ jeden w¦zeª
z dwóch i jak mo»na rozªo»y¢ w¦zeª na dwa prostsze w¦zªy.
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Plansze pomocnicze
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Plansze pomocnicze
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Rozkªad w¦zªa póªgrupa w¦zªów

Zaªó»my, »e K jest w¦zªem lub splotem w S3.
Ponato zaªó»my, »e istnieje dwuwymiarowa sfera Σ, która
przecina K dokªadnie w dwóch punktach A i B.
Dziel¡c tym samym K na dwie cz¦±ci α le»¡c¡ wewn¡trz Σ
oraz β na zewn¡trz.
Punkty A, B to cz¦±ci wspólnej Σ i K .
Zauwa»my, »e Σ jest brzegiem dwóch trzywymiarowych kul,
jednej utworzonej z Σ i jej wewn¡trza, a drugiej z Σ i jej
zewn¦trza. Zatem sytuacja dla α i β jest symetryczna.



Teoria w¦zªów
Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

Rozkªad w¦zªa póªgrupa w¦zªów

Poª¡czmy teraz A oraz B ªaman¡ zwyczajn¡ s, która le»y na Σ.
Wtedy doª¡czaj¡c s do α otrzymujemy w¦zeª K1, i doª¡czaj¡c
s do β, otrzymujemy w¦zeª K2.
Pokazali±my »e w¦zeª K mo»e by¢ rozªo»ony na dwa w¦zªy K1

i K2.
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Trywialny rozkªad w¦zªa.

Na rysunku obok w¦zeª wyj±ciowy K jest równowa»ny w¦zªowi
K1 jednemu z otrzymanych podczas rozkªadu w¦zªa K .
Taki rozkªad nazywamy trywialnym.



Teoria w¦zªów
Niezmienniki w¦zªów
Liczba mostów

W¦zeª pierwszy

Je±li nietrywialny rozkªad dla w¦zªa K nie mo»e by¢ znaleziony,
to powiemy, »e K jest w¦zªem pierwszym.

W¦zeª mo»e by¢ pierwszy albo dawa¢ si¦ w nietrywialny
sposób rozªo»y¢ na dwa w¦zªy prostsze.
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Jednoznaczno±¢ rozkªadu na w¦zªy pierwsze

TWIERDZENIE

Ka»dy w¦zeª mo»na rozªo»y¢ na sko«czon¡ liczb¦
w¦zªów pierwszych.

Rozkªad z dokªadno±ci¡ do porz¡dku jest jednoznaczny.
Tzn. zaªó»my, »e rozªo»yli±my, na w¦zªy pierwsze,
w¦zeª K na dwa sposoby:
K1, K2, . . . , Km oraz K ′

1
, K ′

2
, . . . , K ′n.

Wtedy n = m oraz je±li odpowiednio przenumerujemy
K1, K2, . . . , Km, to dostaniemy
K1 ≈ K ′

1
, K2 ≈ K ′

2
, . . . , Km ≈ K ′n.

Powy»sze twierdzenie zachodzi tak»e dla splotów.
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Suma spójna w¦zªów

Zaªó»my, »e P to punkt na zorientowanym w¦¹le K w S3.
Mo»emy my±le¢ o P jako o ±rodku kuli trzywymiarowej B3,
która ma odpowiednio maªy promie«, by speªnia¢ nast¦puj¡ce
warunki:

(1) K ma dokªadnie dwa punkty wspólne z sfer¡, która jest
brzegiem B3,

(2) We wn¦trzu B3 cz¦±¢ w¦zªa K mo»na przy pomocy
elementarnych ruchów w¦zªa doprowadzi¢ do postaci
trywialnej jak na rysunku obok poni»ej.
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Suma spójna w¦zªów

Analogicznie post¦pujemy z innym w¦zªem K ′.
Nast¦pnie sklejamy jak na rysunku obok zachowuj¡c
orientacj¦.

W¦zeª K̂ , który otrzymujemy w powy»szym procesie jest
nazwany sun¡ spujn¡ K oraz K ′, i oznaczany przez K]K ′ jest
on niezale»ny od wyboru punktów P, P′.
Jest jednoznacznie wyznaczony przez K , K ′.

Suma spójna jest przemienna

K1]K2 oraz K2]K1, s¡ równowa»ne z orientacj¡.
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Suma spójna w¦zªów

Zbiór A wszystkich w¦zªów zorientowanych z dziaªaniem
dwuargumentowym sumy spójnej nie tworzy grupy.
Dla przykªadu nie istnieje w¦zeª odwrotny do trójlistnika.
Zbiór A z dziaªaniem sumy spójnej jest monoidem
(suma spójna jest ª¡czna).
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Suma spójna w¦zªów, zadania.

Poka», »e
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Koniec cz¦±ci pierwszej.
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