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Teoria weztéw
SVELTER

Plan prezentacji, dwa typy

Swiat, kabli sznurkéw i sznurowadet.

W ramkach rézowych, z reguty, pisze uzywajac pojeé
dostepnych codziennemu doéwiadczeniu.

Abstrakcyjne struktury matematyczne, takze historia

matematyki, biologia, syllabus.

Ramki niebieskie moga wymagaé pewnej wczesniejszej wiedzy.




Teoria weztéw
SVELTER

Cel przedmiotu Teoria Weztéw

@ Celem przedmiotu jest przedstawienie elementéw teorii
wezféw w sposéb dostepny dla studentéw o
umiarkowanym przygotowaniu matematycznym.

@ Drugim celem jest umozliwienie studentowi
zrozumienia zastosowah teorii weztéw w analizie
taficuchéw DNA.
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SVELTER

Proponowane tresci programowe

1. Wprowadzenie i motywacja: przedmiot teorii weztéw
oraz jej znaczenie, szczegdblnie w zastosowaniach
(2 godziny).

2. Podstawowe pojecia: definicja wezta, rzut i diagram
wezta, rzut regularny, definicja splotu.
Problemy z rozréznieniem weztéw - przyktady
(4 godziny).

3. Elementarne deformacje wezta, réwnowaznos$é weztéw,
wezty trywialne.
Ruchy Reidemeistera Twierdzenie o réwnowaznosci
weztéw. (4 godzin).

4. Techniki kombinatoryczne rozrézniania weztéw i
splotéw: kolorowanie, indeks zaczepienia. (4 godziny).

5. Arytmetyka splotéw: mnozenie i dodawanie splotéw,
wtasnosci tych dziatan. Wezty pierwsze. (3 godziny).

6. Niezmienniki wielomianowe: wielomian Aleksandra,
wielomian Jonesa, nawias Kauffmana. (4 godziny).

7. Grupa podstawowa wezta. (3 godziny).

8. Wiecej o zastosowaniach, z naciskiem na zastosowania
w chemii, biologii molekularnej. (6 godzin).
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SVELTER

Wprowadzenie i motywacja:
przedmiot teorii weztéw

oraz jej znaczenie,
szczegblnie w zastosowaniach

(2 godziny).
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SVELTER

Przedmiot biologii molekularne;j

Biologia molekularna

Nauka podstawowa zajmujaca si¢ biologia na poziomie
molekularnym. (tzw. definicja klasyczna)

N

Bada, w jaki sposéb funkcjonowanie organizméw zywych
uwarunkowane jest wtasciwosciami budujacych je czasteczek,

a zwtaszcza biopolimerdéw, jakimi s3 kwasy nukleinowe i biatka.
Zakres jej przedmiotu i metody ma cze$é wspélng

(potocznie: zazebia sig ona)

z takimi dziedzinami wiedzy jak genetyka, biochemia, biofizyka
czy cytologia.

| \

Cytat

Biologia molekularna jest szczegélnie zainteresowana formami
biologicznych czasteczek, ich tréjwymiarowa struktura, geneza
i ich funkcjonowaniem. William Astbury " Nature" .
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Przedmiot teorii weztéw

Matematyczna teoria weztéw, dziat topologii, zajmujacy si¢
weztami (matematycznymi).

| \

Definicja intuicyjna (!) wezta

Od weztéw znanych z codziennego zycia wezty

"' matematyczne" réznig si¢ tym, ze "sznurek" jest
nieskofczenie cienki, rozciagliwy i pozbawiony tarcia, a jego
kohce s3 potaczone.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia, lan Stewa

Matematyka i biologia jeszcze niedawno.

@ Matematyka odgrywata w naukach biologicznych
jedynie role stuzebna, byta traktowana utylitarnie
(tzn. byta jedynie narzedziem).

@ Wykorzystywano ja do przeprowadzania rutynowych
obliczen oraz do szukania prawidtowosci statystycznych.

@ Nie wnosita wiele do rozumienia réznych zjawisk.

@ Mogtaby w ogéle nie istnieé.

Matematyka i biologia obecnie.

@ Matematycy i biolodzy wspélnie staraja sia wyjasnié
nature i pochodzenie samego zycia.

@ W XXI wieku to wtasnie biologia moze byé dziedzing
stymulujaca rozwéj matematyki.

@ W biologii wykorzystuje sie:
teorie prawdopodobienstwa, uktady dynamiczne, teorie
chaosu, symetrig, teorig graféw, teorie weztéw.

N,




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Pigé rewolucji.

Biologia zajmowata si¢ roslinami, zwierzgetami, owadami,
jednak pieé wielkich rewolucji zmienito sposéb, w jaki myslimy
o zyciu.




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Historiozofia rewolucji biologicznych.

@ Wynalezienie mikroskopu
(trzysta lat temu),

nastepnie okoto (50 lat)...




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Historiozofia rewolucji biologicznych.

@ Woprowadzenie systematycznej klasyfikacji istot zywych
zamieszkujacych Ziemig,
(Karol Linneusz, lekarz, botanik, zoolog, Systema
Naturae, 1735),

nastepnie okoto (100 lat)...




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Historiozofia rewolucji biologicznych.

@ Ogtoszenie teorii ewolucji,
(Karol Darwin, O powstawaniu gatunkéw droga
naturalnego doboru czyli o utrzymywaniu si¢
doskonalszych ras w walce o byt , 1859),

nastepnie okoto (50 lat)...




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Historiozofia rewolucji biologicznych.

@ Odkrycie genu,
(Gregor Mendel, opublikowat wyniki swoich prac
w 1865 oku, ale przez kolejne 50 lat nie wzbudzity one
zainteresowania),

nastepnie okoto (50 lat)...




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Pie¢ rewolucji.

Historiozofia rewolucji

@ Odkrycie struktury DNA,
(w latach pigédziesigtych XX wieku Francis Crick i
James Watson, zaczeli si¢ zastanawiaé nad strukturg
ztozonej czagsteczki wystepujacej w komérkach
praktycznie wszystkich istot zywych: kwasu
deoksyrybonukleinowego. Zaczeli budowaé papierowo,
metalowe modele z elementéw w ksztatcie czgsteczek,
o ktérych wiadomo byto, Ze stanowia czgé¢ DNA. Tym
sposobem doszli do wniosku, ze DNA tworza dwie nici,
niczym potaczone ze soba dwa ciagi spiralnych
schodéw).

juz ponad (50 lat)...

@ Czas na szésta rewolucje, rok 2015.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Odkrycie kodu genetycznego, ktéry opisuje aminokwasy biatek
zapoczatkowato ogrom dalszych obserwacji, mozliwych

dzigki potraktowaniu DNA jako rodzaju kodu.

Duze znaczenie ma jednak réwniez fizyczny wyglad DNA,

a takze czasteczek, ktére koduje.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Przyktad:

Aby mégt powstaé organizm.

Potrzebe jest co$ wigcej niz tylko lista biatek. Trzeba umiescié
w odpowiednim momencie wtasciwe biatka w okreslonych
miejscach.

Nie upieczemy ciasta, jesli wrzucimy wszystkie sktadniki do
miski i wstawimy do pieca, tak do stworzenia zywego
organizmu nie wystarczy przygotowaé sto tysiecy biatek,

i chcieé aby utozyty sie w amebe.




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

" Smieciowy DNA"

Niewielka czeéé genomu sktada si¢ z genéw (kodéw biatek).
Przez dtugi czas reszte uwazano za " $mieciowy DNA " -
pozostato$é po ewolucji, niepetnigca zadnej funkcji.

Obecnie wiemy Ze przynajmniej cze$é tego Smieciowego DNA
wptywa na to,

w jaki sposéb uktadaja sie elementy tworzace organizm.




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Ksztatt czasteczek.

Ksztatt czasteczek jest niemal tak samo wazny jak ich sktad
atomowy. Wiele podstawowych wtasnosci DNA wynika stad,
Zze ma on ksztatt podwdjnej helisy.

W szczegélnosci proces kopiowania DNA, konieczny do
rozmnozenia si¢ komérek i catych organizméw, wymaga
uporania si¢ z topologicznym wyzwaniem, gdyz obie nici DNA
jak wtékna liny s3 owinigte wokét siebie (takze tym

" owinigciem " bedziemy si¢ zajmowac).

Jesli sprébujemy rozplataé ling, ciagnaé za jej wtékna,
powstanie trudna do rozplatania platanina sznurkéw. J
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Topologia

Kluczem do poznania tajemnic ksztattu DNA jest topologia,
jedna z dziedzin matematyki. J




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Topologia

dzina matematyki zajmujaca s
topolo,

Matematyka to nie tylko arytmetyka, algebra, geometria,
rachunek rézniczkowy czy catkowy.

W matematyce wyodrebnito si¢ wiele nowych dziedzin
Topologia, to dzial matematyki badajacy te wtasnosci figur,
ktére sie nie zmieniaja przy deformacjach

( rozciagganie, wyginanie, skrecanie,

ale bez rozrywania i sklejania ).

Semantyka - nazwa topologia powstata z potaczenia greckich
stéw:

@ romos znaczy miejsce, potozenie,

@ )\6vos mozna interpretowaé jako nauke.
Czyli topologia to nauka o potozeniu i ksztatcie.

Na poczatku XX wieku uzywany byt termin " analysis situs
( tacina ) czyli analiza potozenia.




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Topologia

Topologia jest zrédtem pojeé umozl
z problemami zwigzanymi z ciaggtoscia

Ciggtosé (przeksztatcanie ksztattéw i struktur bez ich
rozdzierania i rozbijania na kawatki), jest watkiem
pojawiajagcym sie¢ w wielu réznych dziedzinach matematyki,
procesach fizycznych.

iajacych uporanie sie

Zastosowanie topologii, ktérym sie zajmniemy stato sig¢
zrédtem waznych informacji na temat DNA

(np. topologiczne podejécie do enzymologii).

UzZywane w tym zakresie pojecia topologiczne s3 prostsze niz
w wiekszosci innych dziedzin matematyki stosowanej.
Chodzi nam o wezty.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Wezty

Wezty dostownie kojarza si¢ nam z:

pakowaniem prezentéw, paczek
sznurowadtami,

zeglarstwem,

harcerstwem,

wspinaczka wysokogérska,

kablami elektrycznymi.

Cate tysiaclecia poszukiwaf metoda préb i btedéw
gruntowato nasza wiedz¢ na temat weztéw.

Mamy katalogii weztéw zeglarskich, z opisem ich prostoty
wykonania, wytrzymatosci, a nawet przydatnosci.

Jesli przywigzemy pieska do kwadratowego palika
wyblinka, to gdy piesek zacznie biegaé wokét palika
w odpowiednim kierunku, wezet sie rozwiaze.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Dwa zagadnienia

Pierwsza kwestia

Topologia weztéw, prébuje ustali¢ czy dwa wezty
s3 topologicznie réwnowazne, tzn. czy mozna przeksztatcié
jeden w drugi za pomoca przeksztatcen ciggtych.

Jesli zwigzemy jeden z nich na sznurku, to czy jest mozliwe
tak poprzekrecaé sznurek, zeby uzyskaé drugii wezet? J

Szczegblny przypadek tego typu rozwazan

jest pytanie, czy jakié skomplikowany z wygladu wezet nie jest
tak naprawde rozwigzany (trywialny).

pociggniemy za korice?

Ktéry z weztéw na rysunku obok rozwiaze sie, gdy J
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.
Matematyka zycia

Druga kwestia

Druga kwestia

Istnieje ich nieskoficzenie wiele i nawet te najprostsze,
sktadajace sie z kilku tylko skrzyzowan nici, wystepuja
w catym bogactwie odmian.
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Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Sklejone konce

Kazdy wezet zwigzany na kawatku sznurka mozemy
rozwigzaé, postepujac odwrotnie niz podczas wigzania.
Mozemy nastepnie zwigzaé na tym sznurku inny wezet.
Zatem aby rozwigzanie probleméw o réwnowaznoséci weztéw
miato sens, potrzeba ztaczyé konce sznurka.

Zatem w topologii wezty sa splatanymi okregami,
a nie zaplatang krzywa o dwéch kohcach. J

W takiej sytuacji wezty z czerwonego sznurka
na wczeséniejszym slajdzie wygladaja nastepujaco. J
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Zagadka

Jeden z pokazanych weztéw jest trywialny, tzn. za pomoca
przeksztatcen ciggtych mozna go zmienié w okrag, bez
Jakikolwiek skrzyzowah sznurka.

Drugi nie jest trywialny, tzn. za pomoca

przeksztatcen ciggtych nie mozna go zmienié w okrag, bez
jakikolwiek skrzyzowan sznurka. Nie mozna go rozwigzaé bez
przecinania sznurka.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Whbrew pozorom

Wezet mniej skomplikowanie wygladajacy (powyzej) nie daje
si¢ rozplataé. Jest to wezet ptaski i cate pokolenia harcerzy
sprawdzity w praktyce, Ze si¢ nie rozwigzuje.

Wezet bardziej skomplikowanie wygladajacy (ponizej) daje sie
rozplataé. J




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Zastosowanie w biologii

Teoria weztéw znalazta zastosowanie w biologii
dlatego, ze taficuch DNA jest splatany i tworzy wezty,
ktérych zrédtem jest skrecona struktura podwdjnej helisy.

Gdybysmy wycieli kawatek DNA i potaczyli wszystkie kofice, to
otrzymalibyémy jeden z dwéch rezultatéw.
splot potaczyliby$my ze soba odzielnie kazda helisg,
uzyskujac dwie petle jednoniciowego DNA, najczesciej
dajace si¢ rozdzielié bez przecinania.
wezel potaczylibyémy ze soba obie nici,
uzyskujac jedng petle, najczeéciej z " weztami " .
Jeéli zrozumiemy takie sploty i wezty, to bedziemy mogli
ustalié jakie cechy maja procesy biologiczne dokonujace takich
cigé.




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Topoizomerazy

DNA, tna na kawatki biatka, enzymy nazwane
topoizomerazami.

Jeden ze sposobdéw obserwacji co si¢ dzieje, to ogladanie
powstatych nici pod mikroskopem elektronowym.

Mozemy si¢ dowiedzieé, jak dziataja topoizomerazy
i co robg z DNA, jedli pozwolimy im pociaé tafcuch
DNA, a nastepnie sprawdzimy jakie powstaja wéwczas ksztatty.
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Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Zamknete petle DNA

Operacje cigcia przeprowadza si¢ na zamknigtej

petli DNA.

W takiej petli umieszcza si¢ wybrane fragmenty sekwencji kodu
rozpoznawanej przez odpowiednie enzymy, ktére wtasnie tu
zadziataja na nié.

W rezultacie otrzymuje si¢ wezet DNA,

lub dwie petle DNA.

Pod mikroskopem elektronowym, mozna zobaczyé jak na
siebie nachodza.

Mamy zatem zdjecie wezta (rysunek obok) lub potaczonych
dwéch petli oraz problem jak rozpoznaé, z ktérym
przypadkiem mamy do czynienia.

v

polega na znalezieniu niezmiennika - okreslonej wielkosci lub
struktury zwigzanej z dowolnym weztem, ktéra nie ulega
zmianie w wyniku przeksztatcen. Ow niezmiennik musi byé
czym$é co mozemy obliczyé.




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Przyktady.

ROZNE KSZTALTY STOLOW

Niezmienniki w grach. o @) Q) enewv wacaan
Dwaoch graczy uktada na zmiang monety pigcioztotowe o O o OMM“VW"‘
na stole. Monety nie moga na siebie nachodzié, ani wystawaé @) O O

poza stét. O

Przegrywa ten gracz, ktéry juz nie moze potozyé monety. O O

)

Pytanie

000
O
OO
)

O

Czy ktéry$ z graczy ma strategie wygrywajaca (potrafi wygraé
bezwzgledu na to co zrobi przeciwnik)?

A\

stét ma $rodek symetrii (a wigkszoéé stotéw ma).

Okazuje sie ze tak (i tu si¢ przydaje pewien niezmiennik) o ile J




Teoria weztéw

Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Niezmienniki w teorii weztéw

Topologom udato si¢ wymysli¢ kilka przyzwoitych
niezmiennikéw weztéw i rozwigzaé za ich pomoca podstawowe
problemy:
@ wezet zwykty nie jest trywialny (nie da sig rozwiazaé),
@ nie mozna przeksztatci¢ wezta zwyktego w jego
lustrzane odbicie,
@ wezet ptaski jest rézny od wezta babskiego, a oba
réznia si¢ od wezta zwyktego.




Teoria weztéw
Woprowadzenie i motywacja, przedmiot teorii weztéw.

Matematyka zycia

Podstawowe pojecia:
- definicja wezta,
- rzut i diagram wezta,
- rzut regularny, definicja splotu.

Problemy z rozréznieniem weztéw - przyktady
(4 godziny).




Teoria weztéw

Zabawy z weztami i splotami.

Przyktad 1: Rysowanie prawa, a rysowanie lewg reka.

Narysujmy litere P prawa reka.

@ Rysujemy pionowa kreske,
@ nastepnie " brzuszek " na zewngtrz P

tzn. w strong).
<

Narysujmy te samga litere lewa reka.

@ Rysujemy pionowa kreske, q

@ nastepnie " brzuszek " na zewnatrz
(tzn. w strone).

A




Teoria weztéw

Zabawy z weztami i splotami.

Przyktad 2: Prawy i lewy tréjlistnik.

Diagram rysowany prawg i lewa reka. J

D AED




Teoria weztéw

Zabawy z weztami i splotami.

Przyktad 3: Wez sznurek i zaplataj.

/\

L
/'-\)
zaplatany sznurek z rysunku obok J E\\@)

daje sie odplataé bez rozrywania, )

inaczej méwigc jest ré zny weztowi trywialnemu ) O




Teoria weztéw

Zabawy z weztami i splotami.

Przyktad 4: Wez sznurek i zaplataj.

prawy i lewy tréjlistnik oraz wezet trywialny, nie s3 parami
réwnowazne J

DD




Teoria weztéw

Historia

Teoria weztéw.

@ Teoria weztéw jako wyraznie zdefiniowana odrebna
dziedzina matematyki istnieje od okoto stu lat.
Wchodzi w sktad topologii(sn' ),

@ Teoria weztéw zajmowat sie stynny, wielki uczony
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zwany ksieciem
matematykéw, ktérego geniusz zawdzigczamy
wprowadzeniu przez Fryderyka Il powszechnego
i bezptatnego szkolnictwa.

Dygresja: Carl Friedrich Gauss jest powszechnie
uwazany za matematyka, a nawet obdarzany tytutem
princeps mathematicorum. Jednak, nigdy jako
matematyk nie pracowat, cate swoje doroste zycie byt
dyrektorem obserwatorium astronomicznego

w Getyndze.

W szkole opiekunem Gaussa byt student Bartels
(nauczyciele wtedy zarabiali tyle, ze nie zajmowali sig
uczeniem, tylko wynajmowali kogo$ ubozszego).
Bartels, pézniejszy profesor Uniwersytetu w Kazaniu,
miat kolejnego wybitnego ucznia tobaczewskiego.
Koniec dygresji.




Teoria weztéw

Historia

Teoria weztéw.

Uczefi Gaussa Listing, zajat si¢ badaniami na polu
teorii weztéw i dat podwaliny pod jej pézniejszy
rozwdj. W uznaniu jego zastug nazwano jeden z
weztéw (widoczny obok) weztem Listinga.

Teoria weztéw to dziedzina matematyczna, ktéra jest
wspétczeénie bardzo modna i intensywnie rozwijana,

a jednocze$nie ma te ceche, Ze jej podstawowe pojecia
sg dostgpne codziennemu doswiadczeniu.

Wiekszo§é rozwazanych probleméw dotyczy klasyfikacji
weztéw i splotéw, a stosowane metody badawcze
pochodza z wielu réznorodnych dziatéw matematyki.

Gtéwnym problemem teorii weztéw jest zagadnienie
kiedy istnieje mozliwoéé przerobienia jednego wezta na
drugi za pomoca deformacji, czyli z rozcigganiem,
zwezaniem itd. ale bez rozcinania i sklejania.

Listing knot.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Przestrzen euklidesowa

Przestrzen euklidesowa jednowymiarowa.

To zbiér liczb rzeczywistych, oznaczenie R lub R?. Nazywana
tez przestrzenig liczb rzeczywistych.

A,

Przestrzen euklidesowa dwuwymiarowa.

To zbiér par uporzadkowanych (x, y) liczb rzeczywistych,
oznaczenie R X R lub R2. Nazywana tez ptaszczyzna
rzeczywistg.

Przestrzen euklidesowa tréjwymiarowa.

To zbiér tréjek uporzadkowanych (x, y, z) liczb rzeczywistych
(5cislej ciaggéw 3—elementowych liczb rzeczywistych),
oznaczenie R X R x R lub R3.

A\

A\

Przestrzen euklidesowa czterowymiarowa.

To zbiér czwérek uporzadkowanych (x, y, z, t) liczb
rzeczywistych ($ciélej ciagédw 4 —elementowych liczb
rzeczywistych), oznaczenie R X R X R X R lub R4,

A\




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Domkniecia zbioréw.

Przestrzen liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domknigciem zbioru

Jest zbiér




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Domkniecia zbioréw.

Przestrzen liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domknigciem zbioru

Jjest zbiér




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Domkniecia zbioréw.

Przestrzen liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domknigciem zbioru

Jjest zbiér




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Domkniecia zbioréw.

Przestrzen liczb rzeczywistych.

W przestrzeni liczb rzeczywistych domknigciem zbioru

Jest ten sam zbiér

Zbiér

nazywamy domknietym w przestrzeni liczb rzeczywistych.




Teoria weztéw
Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Definicja. Aksjomaty domkniecia,

przestrzen topologiczna.

Przestrzen topologiczn

Przestrzen topologiczna to zbiér X, w ktérym
kazdemu podzbiorowi A X
przyporzadkowany zostat

podzbiér A X,

zwany domknigeciem zbioru A

spetniajacy cztery nastepujace warunki

| AUB=AUB,

I AcC /
n o =0,

>

hN|

v

Pojecie przestrzeni topologicznej umozliwia okreslenie czy
dany podzbiér przestrzeni lezy "blisko", czy "daleko" od
innego podzbioru (tzn. w jego domknigciu lub poza nim) bez
potrzeby wprowadzania definicji odlegtoéci w zbiorze.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Kazda przestrzeh ze zdefiniowanym mierzeniem odlegtosci
(metryczna) jest przestrzenia topologiczna.

Do zbioréw domknietych naleza punkty bedace granicami
ciggbéw danego zbioru.

Przestrzen euklidesowa tréjwymiarowa jest przestrzenia

topologiczna.

Niech powiemy, ze
wtedy i tylko wtedy gdy odlegtosé p od zmierza do
dla jakiego$ ciagu nalezacego do

B




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Zwiazki miedzy przestrzeniami metrycznymi,
euklidesowymi, a topologicznymi.

Twierdzenie

Niech X bedzie przestrzeniag metryczng. Przyjmujac powyzsza

definicj¢ domknigcia

(tzn. p € A< p— lim p, dla jakiego$ ciqggu pi. pa, p3. ...
n—oc

nalezacego do A. ),

nadajemy X charakter przestrzeni topologicznej.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Whtasnosci domkniecia

A




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Zbiory domkniete.

Zbiér domkniety.

Zbiér A nazywamy domknietym, jezeli

Zbiér domknigty w przestrzeni metrycznej i euklidesowej.

Zbiér A nazywamy domknigetym,
Jezeli implikuje




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Zbiory otwarte

Zbiér otwarty.

Zbiér A nazywamy otwartym gdy jego dopetnienie do catej
przestrzeni X jest zbiorem domknigtym.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Przyktady.

Zbiér pusty jest zbiorem domknigtym ( )
zatem cata przestrzen jest zbiorem otwartym.

Cata przestrzen jest zbiorem domknigtym ( )
zatem zbiér pusty jest zbiorem otwartym.

W przestrzeni liczb rzeczywistych odcinek

jest zbiorem domknietym,

terminologia nasza jest wigc zgodna z terminologia
uzywang w analizie.

Przedziat Jest zbiorem otwartym.

Jezeli 7 jest funkcja ciagta o wartoéciach rzeczywistych
okreslong w przedziale domknietym
to wykres tej funkcji, czyli zbiér punktéw

Jjest zbiorem domknigtym.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Ciagtos¢ w punkcie.

Niech X i ¥ beda dwiema przestrzeniami topologicznymi
i niech .

Méwimy, ze funkcja jest ciggta w punkcie xg,

jesli spetniona jest implikacja

Twierdzenie

| A

Warunek Jjest réwnowazny nastgpujacemu warunkowi:

| N

Inaczej méwigc.

Dla kazdego zbioru // otwartego w przestrzeni Y zawierajacego
istnieje zbiér G otwarty w przestrzeni X, zawierajacy
i spetniajacy warunek

\




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Ciagtosc.

Przeksztatcenie ciagte w kazdym punkcie nazywamy
przeksztatceniem ciggtym.

Przeksztatcenie jest ciggta gdy:

@ przeciwobrazy zbioréw domknigtych sa domknigte.
lub réwnowaznie

@ przeciwobrazy zbioréw otwartych sa otwarte.




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Przeksztatcenia homeomorficzne.

Definicja.

Jeéli przeksztatcenie Jest ciagte

i réznowartoéciowe i jeéli przeksztatcenie odwrotne
Jjest ciagte,

to / nazywamy

Jeéli ponadto , to méwimy, ze przestrzenie X i Y sa
lub J




Teoria weztéw

Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Wtasnosci topologiczne.

Nazewnictwo.

Kazda wtasno$¢ przestrzeni niezmiennicza wzgledem
homeomorfizméw nazywa si¢ wtasnoscia topologiczna.

Kazda wtasnoéé wyrazona za pomoca operacji domknigcia
i operacji teorii mnogosci i logiki jest wtasnoécia topologiczna.

Ogélniejsza uwaga.

Jesli punkt 2 (lub zbér A, lub rodzina A itd.) ma jakas
wtasnoéé wyrazong za pomoca operacji domkniecia ,

i jesli / jest przeksztatceniem homeomorficznym przestrzeni X
na przestrzeh Y, to punkt /(2) (zbiér /(A) itd.) ma te sama
wtasnoéé wzgledem Y.

Dwie przestrzenie homoeomorficzne sg nicrozréznialne
metodami topologicznymi, np tarcza kota i tarcza elipsy. J




Teoria weztéw
Topologia, zbiory otwarte, zbiory domknigte

Przyklad 1. Niech dane beda dwa przedzialy domknigte ficzb rzeczywistych: g < x < b
oraz ¢ < y <d, gdzie a < b oraz ¢ < d. Funkcja
d—c + be —ad
F e
—a b—a
Jest homeomorfizmem przeksztalcajacym pierwszy przedziat na drugi. Kazde dwa prze-
dzialy domknigte s3 wige homeomorficzne.
Ta sama fur prezeksztalca homeomorficznie przedzial otwarty a < x < b na
przedzial otwarty ¢ < y < d.

Przykiad 2. Funkcja y = tgx przeksztalca homeomorficznie przedzial otwarty —7/2 <
x <7/2na zbiér liczb rzeczywistych.

Przykiad 3. Na zeby funkcja cigela o wartosciach rzeczywistych, okreslona na
przedziale a < x sl
monotoniczna.

y XY. Przy porzadkujmy punktowi p przecn;c.m te] pmstej 2z powierzchnia
kuli punkt j (p) przecigcia jej z plaszezyzna




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Kategoria kawatkami liniowa.

Ograniczenie dla dyscyplinowania myslenia

W praktyce rozpatrujemy wezty, ktére sa kawatkami liniowe,
czyli poprostu zamknigte famane w R3. (- 1) N

Mamy zatem skoficzong ilo§é wierzchotkéw.

Diagramy weztéw z powodéw estetycznych bedziemy rysowaé
uzywajac gtadkich tukéw. J




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Dzikie wezty.

Ograniczenie dla dyscyplinowania myslenia

Chodzi tu o uniknigcie weztéw typu przedstawionego na
rysunku.

W codziennym zyciu, $wiecie sznurowadet, kabli i nici- takie
wezty nie s3 mozliwe. J

g T



Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Kategoria PL.

Woyrézniane sa trzy rodzaje teorii weztéw

1. PL teoria weztéw (inaczej swojska lub kombinatoryczna
teoria weztéw) - jezeli pracujemy w kategorii kawatkami
Iiniowej,(sn' )

2. gtadka teoria \;\Ifﬂéw—jeéli pracujemy w kategorii
gtadkiej, (5t%-77)

3. dzika teoria weztéw - jezeli nie narzucamy zadnych
ograniczen.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Elementarne ruchy na wezle.

Definicja, elementarnych (ruchéw) operacji na wezle.

Na danym wezle K (kawatkami liniowym) sa dopuszczalne
nastepujace dwie operacje, wraz z ich odwrotnosciami.

(1). Mozemy podzieli¢ bok AB w przestrzeni wezta K,
na dwa boki AC i CB, przez dotozenie na boku AB
wierzchotka C.

(2). Zatézmy, ze C jest punktem w przestrzenii wezta K,
ktéry nie lezy na K. Jeéli tréjat ABC utworzony przez
AB'i C, nie przecina wezta K, poza ewentualnie
bokiem AB, wtedy mozna usungé AB i dodaé dwa boki
AC i CB.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Réwnowazno$¢ kawatkami liniowych weztéw.

Wezet wydaje sie percepcyjnie nie zmieniaé gdy zastosujemy
jeden elementarny ruch, jednak gdy zastosujemy ten proces
wiele razy w réznych miejscach otrzymany wezet moze wydaé
sie¢ zupetnie rézny od wezta startowego.

| A\

Przyktad

K,
K,
Dwa wezty Ky, K2, z rysunku obok, ktére nazwiemy para y {:\ m
Perka przez wigksza czesé zesztego stulecia byty uwazane za Y — \/’\
zupetnie rézne. Jednak mozna przeksztatcié jeden w drugi -j \k

uzywajac elementarnych ruchéw, co zostato pokazane
w 1970 r. przez amerykafiskiego prawnika K.A. Perko.

| N,

Definicja

Wezet kawatkami liniowy K jest réwnowazny (lub réwny)
weztowi K’ jesli mozemy otrzymaé K’ z K przez zastosowanie
elementarnych ruchéw weztéw skonczong liczbe razy.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Méwimy, ze wezet K jest réwnowazny (lub réwny) weztowi K’
jesli mozemy otrzymaé K’ z K przez zastosowanie
elementarnych ruchéw wezta skonczong liczbe razy.

| N,

Oznaczenie

Oznaczamy réwnowaznoéé weztéw K i K’ przez K ~ K'.
Poniewaz w teorii weztéw, réwnowazne wezty sa
nierozréznialne, zatem bedziemy je traktowaé jako takie same
wezty.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Orientacja

Wezet nie ma punktu poczatkowego ani kohcowego.
Wezet w naszym obecnym rozumieniu

to krzywa tamana zamknigta, kawatkami liniowa.

Dlatego mozemy ustali¢ jedng z dwéch orientacji na wezle.

Zaznaczamy orientacje na rysunku krzywej, przez narysowame
odpowiedniej strzatki, starczy Jedna strzatka, ale mozna dla
przejrzystoéci narysowaé ich wiecej.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Jesli dwa zorientowane wezty K i K/ mozna otrzymaé jeden
z drugiego za pomoca zorientowanych elementarnych ruchéw.
Wtedy powiemy, ze K i K’ sa réwnowazne z zachowaniem
orientacji, i piszemy K =~ K’.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

1. Dwa wezty, ktére sa réwnowazne bez orientacji,
nie muszg by¢ réwnowazne z orientacja. J

Pokaz na modelu wezta, ze dwa wezty,
przedstawione na rysunku obok, sa réwnowazne z orientacja.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Lokalnie, globalnie

Elementarne ruchy wezta, to lokalne ruchy, przeksztatcenia
zastosowane jednorazowo do tylko matej czesci wezta.
Mozemy przedefiniowaé réwnowaznoéé weztéw w uzywajac
globalnych przeksztatcen.

Te przeksztatcenia zmieniaja cata przestrzen, w ktérej wezet
"lezy " .

Na poczatek powtérka z pewnych pojeé z topologii
algebraicznej

(patrz wczesniejsze slajdy).




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Niech f przeksztatcenie z przestrzeni topologicznej X do
przestrzeni topologicznej Y.

Dla naszych zastosowah mozemy sie¢ ograniczyé do przypadku
gdy X oraz Y to 3—wymiarowe przestrzenie Euklidesowe, lub
ich podprzestrzenie.

Jesli f jest przeksztatceniem, ktére jest na i jest 1 — 1
odpowiednioscia, wtedy mozemy zdefiniowaé odwrotne
przeksztatcenie 1.y > X

Dodatkowo jesli oba f, o sg ciggtymi przeksztatceniami,
wtedy przeksztatcenie

f: X :— Y nazywa si¢ homeomorfizmem.

Jesli przestrzenie X i Y s3 zorientowane, to powiemy, ze f jest
zachowujacym orientacje homeomorfizmem, jesli orginalna
orientacja Y zgadza si¢ z orientacjg dziedziczong z X,

(tzn. ta ktéra jest efektem dziatania f na orientacje X)




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Zatézmy, ze oba X oraz Y sa R2.
Wtedy:

1. réwnolegte przesunigcie (x,y) — (x + a,y + b),

2. obrét wokét pewnego ustalonego punktu (dla
przyktadu, érodka).

S3 przyktadami zachowywujacych orientacje homeomorfizméw. a)




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Zatézmy, ze oba X oraz Y s3 R2.
Wtedy:

3. odbicie lustrzane wzgledem osi OX dane przez
homeomorfizm f(x, y) = (x, —y)

jest homeomorfizmem nie zachowywujacym orientacji,
w istocie orientacja jest odwrécona




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Jest naturalny sposéb aby zorientowaé przestrzen R3 stuzy 0
temu reguta prawej dtoni. Przyjmujemy orientacje R3 zgodna 7]
z uktadem wspétrzednych podpisanym prawa dton.

prawa-dfori ewa-dion



Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Definicja

Méwimy, ze dwa wezty Ky i K2 sa réwnowazne, jeéli istnieje
zachowywujacy orientacje homeomorfizm przestrzeni ]R3,
ktéry przeksztatca K3 na Ka.

| \

Dwie definicje

Mamy zatem juz dwie definicje réwnowaznoéci weztéw
zorientowanych (patrz 64) s3 one matematycznie réwnowazne
dowéd tej réwmowaznosci mozna znalezé w pracy

A. Kawauchi A survey of Knot Theory, Birkhauser (1996).




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Jesli rozwazymy odbicie lustrzane wzgledem
XOY —ptaszczyzny, dane przez homeomorfizm

(%, y,2) = (X, ¥, =2),

wtedy przeksztatcenie to zamienia orientacje na przeciwng.

odbicie lustrzane (symetria)

Trzy osie z regutya prawej dtoni przechodza na trzy osie z
reguta lewej dtoni.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Rozwazmy
B(x,y,2) = (=x, =y, 2),

obrét o kat 180° dokota osi z, ktéry jest zachowujacym
orientacje automorfizmem.

Poniewaz ¢ przeksztatca zorientowany lewy tréjlistnik K na
K', zatem te dwa wezty s3 réwnowazne z orientacja.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Nie ruszamy z miejsca okragu jednostkowego R, oraz
wszystkiego co lezy poza tym okregiem, a takze $rodku uktadu

wspétrzednych.
Jesli skrecimy wnetrze R wokét O, wtedy to przeksztatcenie

jest takze orientacje zachowywujacym auto-homeomorfizmem

R2.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Nie ruszamy z miejsca sfery jednostkowej w R3 i wszystkiego
co lezy poza sfera.

Przeksztatcenie, ktére skreca wnetrze sfery jednostkowej
dokota osi OX jest takze orientacje zachowywujacym
auto-homeomorfizmem R~.

Przyktad wezta K’, ktéry zostat otrzymany z K przez takie
skrecenie jest pokazany na rysunku obok.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Rzut stereograficzn

Rysunek obok daje nam sposéb zobaczenia

Jjeden do jeden odpowiednosci miedzy dwuwymiarowa sfera
(powierzcznia trzywymiarowej kuli),

bez "Pétnocnego Bieguna" N, a cata ptaszczyzng R2.
Zatem jesli dotagczymy do R2, v punkt w nieskofczonosci
oo, to RU oo i §2 staja sie przestrzeniami homeomorficznymi.

Analogicznie tréjwymiarowa sfera s3

(powierzchnia czterowymiarowej kuli)

jest homeomorficzna z przestrzenia R3 2z dotaczonym punktem
w nieskoficzonosci.

o

Z pewnych wzgledéw, o ktérych dalej, wygodniej jest uprawiaé
teorie weztéw na powierzchni czterowymiarowej kuli niz w
przestrzeni trzywymiarowej.

Takze wygodniej jest rysowaé diagramy weztéw na sferze, niz
na ptaszczyznie.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Wezet.

1. Wezet to zanurzenie okregu w R3. (i )

2. Wezet to krzywa zamknigta zanurzona w
tréjwymiarowej przesrzeni euklidesowej, (réwnowaznie
sferze tréjwymiarowej S3). (e )

3. Zbiér K C s3 nazywamy weztem, jezeli istnieje
zanurzenie

h:St = s3,

ktérego obrazem jest K.

1. Weztem nazywa si¢ sznurek, zapleciony lub nie,
z utozsamionymi (zawigzanymi lub sklejonymi)
kohcami, czyli taki powyginany i zapleciony okrag.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Splot.

1. Splot to suma skoficzonej, niepustej rodziny parami
roztacznych weztéw. (W szczegélnosci wezet jest
splotem.)

1. Jezeli zamiast jednego kawatka sznurka uzyjemy kilku
otrzymamy splot. Kazdy wezet powstaty z jednego
kawatka sznurka wchodzacy w sktad splotu nazywamy
sktadowg splotu.

2. Ogniwa w splocie mogg byé zaczepione lub nie.




Teoria weztéw

Podstawowe pojecia

Dlaczego akurat okrag.

@ To co zwykle nazywamy weztem ma na ogét wolne
kohce, jednak przy wolnych koficach mamy mozliwo§é
rozwigzania wezta i kazde dwa wezty bytyby
réwnowazne.

@ Stad postulat, aby kofice byty potaczone.

Dla matematyka wezet jest to po prostu okrag.

Wezly to rézne potozenia okregu w przestrzeni.

Woyobraz sobie gumke recepturke, na chwile ja rozcinasz,
zwigzujesz lub nie i z powrotem sklejasz kofce. J




Teoria weztéw

Diagram

Rozplatywanie w przestrzeni czterowymiarowe;.

Wyobraz sobie, ze mamy w przestrzenii okrag, ktéry chcemy

deformowaé. s
Umieszczamy go nad ptaszczyzna i oswietlamy lampa, dla |
obserwacji cienia. v

Cien bedzie okregiem, elipsg lub odcinkiem.

Nastepnie okrag zaczynamy deformowaé.

Cieh tez si¢ bedzie deformowat, na cieniu moga pojawi¢ sig
przeciecia, choé na obiekcie, ktéry rzuca ciefi tego nie ma.

Teraz okrag umieszczamy w przestrzenii czterowymiarowej
i rzutujemy go na przestrzeh tréjwymiarowq.
Deformujemy sam okrag, jego rzut moze si¢ zmienié¢ w wezet.




Teoria weztéw

Diagram

Diagramy na ptaszczyznie.

Diagramy

Naszym gtéwnym tematem jest kwestia:

1 jak teoria weztéw, ktéra wydaje si¢ na pierwszy rzut
oka tematem $cisle tréjwymiarowym moze byé
potraktowana jako zagadnienie dwuwymiarowe,

2 jak z drugiej strony choé wydaje si¢ zagadnieniem

stricte topologicznym, moze byé potraktowana jako
temat algebraiczny.

Punktem wyjscia jest obserwacja, ze wezty daja sie w bardzo
naturalny sposéb rysowaé na ptaszczyz nie. J




Teoria weztéw

Diagram

Diagramy splotéw.

Porzadne

gramy splotéw, uwag

Naczesciej nie operujemy na tréjwymiarowych
splotach, tylko na ich dwuwymiarowych diagramach.
Badamy diagramy splotéw, czyli ich rzuty na
ptaszczyzne.

Mozna przyjaé, ze diagram jest " porzadny " gdy ma
skoficzenie wiele przecigé.

Kazdy diagram splotu sktada si¢ zatem z kilku ptaskich
krzywych zamknigtych, ktére przecinaja sie¢ w
skonczonej iloéci punktéw.

W punktach przecigcia zawsze zaznaczamy, ktéry
kawatek sznurka" idzie géra, a ktéry dotem".

Kazdemu splotowi w przestrzeni tréjwymiarowej
odpowiada wiele diagraméw.




Teoria weztéw

Diagram

Elementarne ruchy na wezle.

Definicja, elementarnych (ruchéw) operacji na wezle.

Na danym wezle K (kawatkami liniowym) sa dopuszczalne
nastepujace dwie operacje, wraz z ich odwrotnosciami.

(1). Mozemy podzieli¢ bok AB w przestrzeni wezta K,
na dwa boki AC i CB, przez dotozenie na boku AB
wierzchotka C.

(2). Zatézmy, ze C jest punktem w przestrzenii wezta K,
ktéry nie lezy na K. Jeéli tréjat ABC utworzony przez
AB'i C, nie przecina wezta K, poza ewentualnie
bokiem AB, wtedy mozna usungé AB i dodaé dwa boki
AC i CB.




Teoria weztéw

Diagram

Regularne diagramy, definicja.

Oznaczmy, przez przeksztatcenie,
ktére punktowi w przyporzadkowuje
punkt na ptaszczyznie . z

v

Niech /< to wezt lub splot.

Wtedy to rzut /{ na ptaszczyZne

o v
Punkt nazywamy wielokrotnym jezeli
wiékno

zawiera wigcej niz jeden punkt.




Teoria weztéw

Diagram

Regularne diagramy, definicja.

X

Wykonujac odpowiednie ruchy elementarne na
(intuicyjnie: uktadajac odpowiednio /< w przestrzeni) (a)
mozemy doprowdzi¢ do tego by rzut wezta byt regularny.

Rzut wezta nazywamy regularnym jezeli:

1. ma skohczong ilo§¢ punktéw wielokrotnych,

X

2. wszystkie punkty wielokrotne s3 podwdjne, (b)

3. zaden wierzchotek kawatkami linioego wezta
(wielokata) nie jest przeciwobrazem punktu
podwdjnego.

Zatem nie s3 dozwolone przyktady z rysunku obok.

y
Obraz rzutu regularnego wezta nazywamy diagramem wezta,
kazdy wezet kawatkami gtadki ma diagram.

o

d



Teoria weztéw

Diagram

Wezet trywialny.

Najprostszym weztem jest wezet trywialny, tzn. wezet
réwnowazny okregowi potozonemu na ptaszczyznie. J




Teoria weztéw

Diagram

Przyktady weztéw.

Lewy i prawy tréjlistnik oraz wezet é6semkowy. )

S



Teoria weztéw

Diagram

Splot trywialny.

Najprostszym splotem jest splot trywialny jego reprezentant
Jjest widoczny obok. J




Teoria weztéw

Diagram

Przyktady splotow.

Splot Hopfa J




Teoria weztéw

Diagram

Splot Boromeuszoéw.

Znany jest dosé zaskakujacy przyktad splotu, nazywanego
splotem Boromeuszéw, gdyz wystepuje w herbie tego rodu.
Splot Boromeuszéw ma niezwykta ceche: wszystkie trzy
ogniwa s3 splecione, ale dowolne dwa nie.

Oznacza to, ze gdy rozetniemy dowolne ogniwo, pozostate
dwa beda niezaplecione.




Teoria weztéw

Diagram

Splot Boromeuszoéw.

Zdeformowany w przestrzen

L T i L




Teoria weztéw

Diagram

Poliboromeusze.

Sploty, ktére maja ta wtasnosé, ze rozcigcie jednego wezta
sktadowego powoduje rozpad catego splotu nazywane sg
splotami Brunna.




Teoria weztéw

Diagram

Elementarne deformacje wezta,
réwnowazno$¢ weztéw,

wezty trywialne.
Ruchy Reidemeistera,
twierdzenie o réwnowaznosci weztéw.




Teoria weztéw

Deformacje

>

(a)

>

(b)

Jest mozliwe, Zze regularny diagram ma punkty przeciecia typu
pokazanego na rysunku obok. J




Teoria weztéw

Deformacje

(c)
Ogélniej, zatézmy ze dwa regularne diagramy dwéch weztéw /\
lub splotéw, s potaczone przez pojedyncze skrecone dwa g>\
wiékna. Mozemy usungé ten punkt centralnego skrzyZzowania, \
stosujac skrecenie, do prawej czy lewej czesci wezta. \ (b)

Regularny diagram, ktéry nie posiada, punktéw skrzyZzowania
tego typu jest nazwany zredukowanym regularnym diagramem. J




Teoria weztéw

Deformacje

Deformacje weztéw.

Co znaczy zdeformowaé.

Wyobraz sobie, ze koto jest wykonane z rozciagliwej btony.
Mozesz ja rozciggaé, wyginaé. Nie wolno tylko rozrywaé

i sklejaé.

Podobnie w przypadku kuli i walca, tu bierzemy plasteline.
Jesli jedng figure mozna zdeformowaé na drugg,

to uznamy je za takie same.

W szkolnej geometrii koto, kwadrat, tréjkat to sg rézne figury.
Podobnie prosta i parabola.

Ale takze kula, walec i stozek.

Z waznych powodéw czasem, wygodnie jest przyjaé, ze
kwadrat i koto albo kula i stozek to jest ta sama figura.




Teoria weztéw

Deformacje

Deformacje weztéw.

!-___— 3
Plastelinowe deformacje.
P
Powiemy, ze dwie bryty sa plastelinowo réwnowazne, jeéli jedna -
z nich mozna otrzyma¢ z drugiej za pomoca rozciggania, N
wyginania itp., ale bez sklejania lub rozrywania. -
) ™~
J
@ Plastelinowy szeician mozna w ten sposéb /
przeksztatcié w kule, " wklepujac" wierzchotki i )
krawedzie. N
@ Nie mozna z szeécianu otrzymaé obwarzanka, / d
wymagatoby to sklejenia lub rozerwania plasteliny.
@ Innym klasycznym przyktadem jest réwnowaznoéé = ]
obwarzanka i kubka z uszkiem. D)




Teoria weztéw

Deformacje

Kwadrat i koto albo kula i stozek.

Co znaczy zdeformowaé.

@ Kwadratru do kuli nie zdeformujesz.

@ Nie da sie z okregu zrobié prostej bez rozrywania.




Teoria weztéw

Deformacje

Homomorfizmy.

Wspomnniane deformacje maja swoja nazwe - s3 to znane

juz nam

homeomorfizmy(str-??)

termin wprowadzony przez Henri Poincarégo, oznacza
podobny ksztatt.




Teoria weztéw

Deformacje

Réwnowaznosé

Definicja réwnowaznosci weztéw.

Méwimy, ze dwa wezty lub sploty sa réwnowazne jeéli istnieje
homeomorfizm h: 3 — S3 przeprowadzajacy jeden na drugi.




Teoria weztéw

Deformacje

Réwnowazno$¢ weztéw.

Twierdzenie

Jesli dwa wezty Ky oraz Ko, ktére Iei33w s3 s3 réwnowazne,

wtedy ich dopetnienia S* — Ky oraz S
homeomorficzne.

— Kz sa




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

Splot to skoficzony, uporzadkowany zbiér weztéw, ktére siebie
nie przecinaja. Kazdy wezat jest nazwany ogniwem splotu.




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

Przyktad

Dwa sploty L = {Ky, K2, ..., Kn} oraz
L' ={Ky,Ks, ..., K,/”} sg réwnowazne, jesli nastepujace dwa
warunki zachodza.
(1) m=n, tzn. L, L’ oba maja te sama liczbg sktadnikéw;
(2) Mozemy zmieni¢ L w L' przez zastosowanie
elementarnych ruchéw wezta skoficzong liczbe razy.
Zmieniajac K3 w K{, Kz w K.‘/,, e, Kmw K,:.(Musimy
zaznaczyé, ze tréjkat danego elementarnego ruchu
wezta nie przecina si¢ z zadnym z pozostatych ogniw.)
Mozemy zamienié¢ (2) na nastepujacy (2)':
(2)' Istnieje auto-homeomorfizm ¢, ktéry zachowuje
orientacje R3 i przeksztatca zbiér Ky U ... Ky, na zbiér
K{U...K]

e




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

L
K,
Kl@ ’)
Poniewaz dwa sploty L oraz L’ na rysunku obok sa doktadnie J

takie same, s3 zatem réwnowazne.
Jednak, jesli zmienimy porzadek ogniw L, wtedy warunek (2)

wczeéniejsze]j definicji nie jest spetniony oraz sploty nie sa r

réwnowazne. Kzf
Jednak warunek (2)’ jest spetniony, zatem bedziemy uwazaé je K

za réwnowazne. 1 ( ,D




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

Orientujac L oraz L’ tak jak na rysunku obok, dostajemy, ze
warunek (2)' nie jest spetniony i zatem te zorientowane sploty
nie s3 réwnowazne.

Musimy zatem, postgpowaé ostrozniej rozwazajac problem
réwnowaznosci splotéw, niz weztéw.

9




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

Pokaz, ze dwa sploty na rysunku obok s3 réwnowazne.
Ten splot nazywa si¢ splotem Whiteheada.




Teoria weztéw

Deformacje

Splot.

Pokaz, ze dwa sploty na rysunku obok s3 réwnowazne.
Ten splot nazywa si¢ Pierscieniami Boromeuszy.




Teoria weztéw

Deformacje

Rozmaitosci niskowymiarowe.

Fakt, ktéry $wiadczy o zwigzku pomiedzy teoriag weztéw i

splotéw, a topologia rozmaitoéci niskowymiarowych

@ Sfera S3 bez wgzta jest rozmaitoscia 3—wymiarowa,
ktéra jednoznacznie okresla zasuptanie wezta.
Dwa wezty s3 podobnie zasuptane wtedy i tylko wtedy,
gdy sfera bez jednego wezta jest podobna
(homeomorficzna) do sfery bez drugiego wezta.

@ Dla splotéw o dwéch i wiecej sktadowych podobny
wynik nie jest prawdziwy.




Teoria weztéw

Deformacje

Rozplatywanie w przestrzeni czterowymiarowe;.

Kazdy zawezlony okrag da sie rozplataé w przestrzenii
czterowymiarowej bez rozcinania. J

Rozcigcie na chwile.

W przestrzeni trzywymiarowej jest za " mato " miejsca, zeby
zwigzal wezet na okregu bez rozcinania, jest to mozliwe dla
przestrzenii czterowymiarowej.

Dlatego okrag trzeba rozcigé i potem sklei¢ mimo, ze dla
homeomorfizméw jest to zabronione.

W tym wypadku rozcigcie jest na " chwile" .




Teoria weztéw

Deformacje

Deformacje diagraméw w ptaszczyznie.

diagram

Gdy dane dwa diagramy réznia si¢ od siebie tak jak obrazki
obok, wéwczas oba diagramy odpowiadaja temu samemu
weztowi.

| \

izotopie planarne

Ciggte operacje na diagramach weztéw. ktére nie zmieniaja
samoprzecigé, nie zmieniaja réwniez typu splotu.
Transformacje takie nazywamy izotopiami planarnymi.




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Kolejny przyktad transformacji diagramu, ktéra nie zmienia

typu wezta.

Powyzszy rysunek pokazuje maty fragment diagramu splotu,
ktéry zmieniamy.

Reszta pozostaje bez zmian. Taka operacje nazywamy

pierwszym ruchem Reidemeistera. q < » < ."}l




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Drugi ruch Reidemeistera, réwniez nie zmienia typu wezta,
ktéremu odpowiada rozwazany diagram.

~N

L~

T




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Drugi ruch Reidemeistera, réwniez nie zmienia typu wezta,
ktéremu odpowiada rozwazany diagram.

~N

L~

T




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

\/\\/\

Trzeci ruch Reidemeistera posiada dwa warianty
(spostrzezenie: réwnowazne przez izotopie planarne).




Teoria weztéw

Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Zatem ruchy Reidemeistera polegaja na tworzeniu lub
likwidowaniu petelek albo " zaktadek" .

Dwa wezty, ogélniej - sploty, s3 podobnie zasuptane
(réwnowazne), jezeli jeden z drugiego mozna otrzymaé
wykonujgc skofnczong liczbe ruchéw Reidemeistera.

W ten sposéb mozna si¢ przekonaé, czy diagram reprezentuje
okrag niezapletony, czyli wezet trywialny.

Jesli jeden diagram da sig przeksztatci¢ na inny, to diagramy
s3 réwnowazne.




Teoria weztéw

Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Czy lista ruchéw Reidemeistera podana na rysunku jest petna?

Ruchy Reidemeistera




Teoria weztéw

Deformacje

Ruchy Reidemeistera.

Czy nie nalezatoby listy ruchéw Reidemeistera wzbogacié o

ruch przedstawiony na rysunku obok?

Okazuje sig, ze nie. Pamigtajmy, Ze mozemy réwniez
deformowaé diagramy, przy pomocy izotopii

planarnych (str. 110).

Ruch z rysunku, to wbrew pozorom trzeci ruch Reidemeistera
(Spostrzezenie: RIll przesuwa sznurek lezagcy miedzy dwoma
sznurkami).




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Twierdzenie (Reidemeister)

Jeéli Dy i Dy sa diagramami splotéw, ktére odpowiadaja temu
samemu splotowi, wéwczas istnieje cigg ruchéw Reidemeistera
oraz izotopii planarnych przeksztatcajacych jeden diagram

w drugi.




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Rozwazmy dwa wezty.

Mozna pokazaé, ze oba diagramy odpowiadaja temu samemu
weztowi. Dalej pokazemy cigg ruchéw Reidemeistera
przeksztatcajgcych jeden diagram w drugi.




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

W pierwsze] kolejnosci wykonujemy izotopie planarna. J § QE



Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Trzeci ruch Reidemeistera. J ~




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

Drugi ruch Reidemeistera. J ~ C\



Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.




Teoria weztéw

Deformacje

Jak rozrézniamy wezty.

p X
Pierwszy ruch Reidemeistera. } @
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Teoria weztéw

Deformacje

Dodatkowa konwencja.

Moéwilimy o diagramach rysowanych na ptaszczyznie.
Tymczasem znacznie bardziej elegancka teorig otrzymuje sig,
jezeli zdecyduje sie postrzegaé diagramy jako nie narysowane
na ptaszczyznie, ale jako na sferze (tak duzej, ze krzywizna
jest nie widoczna).

W sensie topologicznym odpowiada to zmianie teorii weztéw J

uprawianej w R3 na teori¢ weztéw uprawiang w S3 (str. ?2).

Jesli traktujemy je jako diagramy na ptaszczyznie, to
reprezentuja one ten sam wezet, ale zeby przerobié jeden na
drugi trzeba wykonaé pewnga liczbe ruchéw Reidemeistera.
Jako diagramy na sferze w ogéle si¢ nie réznig s3 jednakowe
z doktadnosciag do deformacji.

W™ R




Teoria weztéw

grafy weztéw

Metoda Taita.

Zatézmy, ze D to regularny diagram dla wezta K oraz K to
rzut K. N (a)
Mozemy mysleé o K jako o grafie na ptaszczyznie.
Na rysunku obok zostata narysowana para graféw.
Widaé, ze K dzieli ptaszczyzne na kilka obszaréw. R
Startujac od najbardziej zewnetrznego, mozemy pomalowaé
obszary na rézowo, albo biato.




Teoria weztéw

grafy weztéw

Metoda Taita.

1. Malujemy najbardziej zewnetrzny obszar na rézowo,
a nastepne tak, ze sgsiednie obszary (odzielone
krawedzig) nigdy nie maja tego samego koloru
(zawsze da sie tak pomalowaé).

2. Wybieramy punkt na kazdym biatym obszarze,
nazwiemy je $rodkami biatych obszaréw.

3. Jesli dwa biate obszary W i W’ maja wspélne
c1, €2, ..., ¢, punkty skrzyzowania grafu K wtedy
taczymy srodki W i W' przez pojedyncze krawedzie,
ktére przechodzg przez cy1, c3,...,¢ i lezg w tych
biatych obszarach.

W ten sposéb z K otrzymaliSmy G graf na ptaszczyznie.
Wierzchotki tego grafu to $rodki biatych obszaréw.




Teoria weztéw

grafy weztéw

Techniki kombinatoryczne rozrézniania weztéw i splotéw:
liczba skrzyzowan, liczba mostéw, kolorowanie, indeks
zaczepienia.

Szkic elementéw arytmetyki weztow.




Teoria weztéw
Szkic elementéw arytmetyki weztéw

Niech D; bedzie regularnym diagramem wezta
potozonym w pétptaszczyznie x < 0 oraz

niech D> bedzie regularnym diagramem innego wezta,
ktéry lezy w pétptaszczyznie x > 0.

 X=0




Teoria weztéw

Szkic elementéw arytmetyki weztéw

Woybierzmy po jednym punkcie z kazdego diagramu
i taczymy wybrane punkty krzywa, ktéra nie przecina zadnego
z diagraméw poza punktami koficowymi.

 x=0

D - D:




Teoria weztéw

Szkic elementéw arytmetyki weztéw

Teraz " pogrubiamy" taczaca krzywa i otrzymujemy sume
dwéch weztéw, ktéra oznaczamy




Teoria weztéw

Szkic elementéw arytmetyki weztéw

Po zastosowaniu operacji sumy spéjnej do dwéch tréjli
otrzymujemy nastepujacy diagram wezta.




Teoria weztéw

Szkic elementéw arytmetyki weztéw

Suma dwéch weztéw jest dobrze okres$lona, co oznacza, ze
diagramy, ktére powstang przez powtérzenie powyzszej
procedury z innym wyborem punktéw i krzywej beda
réwnowazne.

Zbiér weztéw z powyzej zdefiniowang operacja jest monoidem
(operacja jest taczna, przemienna, posiada element neutralny,
jak mnozenie w liczbach naturalnych).




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Niezmiennik wezta lub splotu nie zmienia si¢ gdy do wezta
zastosujemy elementarne ruchy wezta.

Bedziemy szukaé niezmiennikéw dla regularnych diagraméw
wezta. Mamy bowiem twierdzenie:

Niech D oraz D’ beda regularnymi diagramami dwéch weztéw
(lub splotéw) K oraz K’ odpowiednio. Wtedy

K~ K < D=xD,

. ’ 2 oz a .
gdzie K =~ K’ oznacza réwnowazno$¢ weztéw, natomiast
D ~ D’ réwnowazno$é diagraméw.

Uwaga, o réwnowaznosci

@ Dwa wezty s3 réwnowazne jesli istnieje skohczony ciag
elementarnych ruchéw wezta, przeksztatcajacy jeden
wezet na drugi.

@ Dwa regularne diagramy sa réwnowazne jeéli istnieje
skonczony ciagg izotopii planarnych i ruchéw
Reidemeistera, przeksztatcajacy jeden na diagram na
drugi.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Niezmienniki

@ Twierdzenie Reidemeistera podaje warunek konieczny
i wystarczajacy réwnowaznosci dwéch diagraméw
splotéw. Jednak nie daje nam efektywnej metody
pozwalajacej na rozwigzanie problemu réwnowaznosci
splotéw.

@ Niezmiennikiem splotéw nazywamy funkcje, ktéra
kazdemu diagramowi przyporzadkowuje pewien obiekt
algebraiczny w taki sposéb, aby réwnowaznym
diagramom odpowiadaty te same obiekty.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

Liczba skrzyzowan.

| ~ (>0

Regularny diagram D wezta ma co najwyzej skoficzong liczbe
skrzyzowan c(D). Nie jest to niezmiennik, dla przyktadu
trywialny wezet ma dwa regularne diagramy D oraz D’.

e(D) =0 e(v)=1




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

Minimalna liczba skrzyzowan

Rozwazmy nie liczbe skrzyzowarh, ale mnimalng liczbe
skrzyzowan dla wszystkich regularnych diagraméw wezta K.
Minimut to istnieje gdyz liczba skrzyzowan jest skoficzona.

Twierdzenie:

jest wezta, gdzie A z zbiér wszystkich
regularnych diagraméw D wezta K.

Dowéd: Niech Dg bedzie regularnym diagramem majacym
doktadnie c(K) skrzyzowan (tzw. minimalny regularny
diagram).

Niech K’ wezet réwnowazny do K, i zatézmy, ze Dé Jest jego
minimalnym regularnym diagramem.

Poniewaz mozemy mysleé o Dé Jjako o regularnym diagramie

dla K (gdyz K oraz K’ sa réwnowazne), zatem z definicji
c(K) = c(Do) mamy (Do) < <(Dj).

Z uwagi na symetrie miedzy K, a K’ mamy tez

<(D}) < <(Do), skad c(Do) < (D).

Zatem c(Dg) to minimalna liczba skrzyzowan dla wszystkich
weztéw réwnowaznych K, tzn. jest niezmiennikiem.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

Cwiczenia

c(D)=0
(>0
¢D)=1

Pokaz ze wezet trywialny jest jedynym weztem, ktérego
diagram regularny D moze mieé 0, 1, 2, . . . skrzyzowania.
Czyli dla regularnego diagramu D wezta trywialnego i tylko dla
niego ¢(D) moze przyjmowaé wszystkie catkowite nieujemne
wartosci.

a
|
IS



Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

Cwiczenia

Pokaz, ze dla tréjlistnika (prawego czy lewego) K mamy
c(K) = 3.

Ponadto pokaz ze wéréd wszystkich weztéw i splotéw
tréjlistnik jest jedynym z c(K) = 3.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

o

3,

Znajdz wszystkie wezty i sploty z ¢(K) = 2, 3,4,5. ) C8 :
4,
\J 5, Ubﬁl




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba skrzyzowan

Niech Ky i K> to dwa dowolne wezty lub sploty, wtedy

c(Ka f K2) = (K1) + ¢(K2).

CE)=c(SHc(©O)

dla weztéw




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Liczba mostéw.

W kazdym skrzyzowaniu regularnego diagramu D wezta lub
splotu K, usuimy (z D) odpowiednio maty segment AB, ktéry
przechodzi nad skrzyzowaniem.

W rezultacie otrzymamy zbiér roztacznych (tzn. bez punktéw
skrzyzowan) krzywych tamanych.

Mozemy mysle¢ o startowym diagramie jako o rezultacie
powstatym po dotaczeniu odpowiednich segmentéw
(przechodzacych nad) do punktéw kohcowych tych
roztacznych krzywych tamanych. b)

Segment AB nazwany jest mostem.
Dla danego regularnego diagramu D liczebno§é mostéw jest
nazwana liczba mostowg (bridge number).




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Niech D regularny diagram wezta lub splotu K.
Jesli mozemy podzielié D na 2n krzywych tamanych
ay1,Q3,...,a oraz 81, B2,..., By, tzn:

D=aiUazU...Uap,UB1U...UPB,,

ktére spetniajg ponizsze warunki, wtedy liczba mostowa

br(D) < n.
(1) a1,a@2,...,a, to roztaczne krzywe zamkniete,
(2) B1,B2,...,pBn, to roztaczne krzywe zamkniete,
(3) Na skrzyzowaniu w diagramie D, a3, a3, ..., a, to E
segmenty, ktére przechodza nad skrzyzowaniem. D gy S, REXET ey &
. . . . liczbq mostéw réwna 2.
Na skrzyzowaniu w diagramie D, 81,32, ..., s, to

segmenty, ktére przechodza pod skrzyzowaniem.

Jesli br(D) < n ale br(D) £ n — 1, to definiujemy br(D) = n.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Liczba mostowa regularnych diag 6w pokazanych na a)

rysunku obok wynosi odpowied

a) br(D1) =3,

b) br(D2) = 2, m
c) br(D3) = 2.

Liczba mostowa regularnego diagramu wezta nie jest
niezmiennikiem tego wezta. b)
W rzeczywistosci Dy, Da s3 oba regularnymi diagramami l),
prawego tréjlistnika.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Twierdzenie 1.

DI ta lub splotu K, br(K) = min br(D) jest
a wezta lub splotu K, br(K) BnemA r(D) jes

niezmiennikiem wezta K, gdzie A to zbiér wszystkich
regularnych diagraméw K.

Twierdzenie 2.

| \

Niech K3 oraz K to dwa dowolne wezty lub sploty. Wtedy

br(Ky § K2) = br(Ky) + br(Ka) — 1.

\




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Cwiczenia

Zadanie

Znajdz liczbe mostéw, w regularnych diagramach z rysunku

obok. a)

Zadanie
Znajdz regularny diagram wezta kwadratowego a), taki ze \
<a T >
)




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia

Niezmienniki weztéw czy splotéw, o ktérych méwili§my do tej
pory, byty niezalezne od orientacji.

Zdefinujemy teraz indeks zaczepienia, wazny niezmiennik
zorientowanych splotéw.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Orientacja diagramu.

Niez nn

@ Rozwazmy teraz diagram splotu D. Orientacja
diagramu D to wybér kierunku obiegu kazdej sktadowej
splotu.

@ Kazda sktadowa posiada dwie orientacje, zatem jesli
rozwazany splot sktada si¢ z n sktadowych, to mozna
go zorientowaé na 2" sposobéw.

@ Skrzyzowania w zorientowanym diagramie, mozna
podzieli¢ na dwie grup:
skrzyzowania dodatnie, z przypisana
wartoscig 1,

ujemne, z przypisang wartoscig —1.

+1

Przeciecie dodainie

-1

Przeciecie nfemne.



Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Cwiczenia

Sytuacja przy réznych obrotach skrzyzowania ¢ wezta lub
splotu. J \ /
c\ / 5

sign(c) = +1|| sign(c) =-1




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia.

Niech K3 i K2 beda sktadowymi splotu o diagramie D.
Indeksem zaczepienia weztéw Kj i K2 nazywamy

1
Ik(Ky, K2) = = PRE=

gdzie powyzsza suma wzigta jest po wszystkich przecigciach
wezta K1 z weztem Kz, a sktadnikami tej sumy s3 liczby
przyporzadkowane odpowiednim skrzyzowaniom.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia

Niech K3 i K2 beda sktadowymi splotu L o diagramie D.
Indeks zaczepienia weztéw Kj i K nie zalezy od porzadku,
kolejnosci Ky i Ka.

lk(Ky, K2) = Ik(Kz, K1),

dlatego mozemy go oznaczaé po prostu przez /k(L).




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Cwiczenia

Indeks zaczepienia dwa przyktady splotéw. }

k(K},K})=0.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, przyktady.

Splot trywialny

Dla splotu trywialnego widocznego obok mamy /k(Ky, K2) = 0
bez wzgledu na wybér orientacji, poniewaz nie ma zadnych
przecieé.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, przyktady.

Splot Whiteheada

Na obrazku zostata wybrana orientacja oraz zaznaczono
skrzyzowania o wartosci +1 i —1. Mamy /k(Ky, K2) = 0.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, przyktady.

Splot Hopfa

Na obrazku zostata wybrana orientacja (jedna z czterech "1 -1

mozliwych) oraz zaznaczono skrzyzowania o wartosci +1 i —1.
Mamy /k(Ky, K2) = —1.
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia niezmiennikiem splotéw.

Zadanie

Pokazaé, ze przy zmianie orientacji na przeciwng jednego
z weztéw Ky lub K> liczba |k(Ky, K2) zmienia znak.

Twierdzenie

Indeks zaczepienia jest niezmiennikiem splotéw.

@ Zatem splot Hopfa nie jest réwnowazny ze splotem
trywialnym.
Indeks zaczepienia splotu trywialnego wynosi 0 bez
wzgledu na wybér orientacji. Natomiast indeks
zaczepienia splotu Hopfa bedzie réwny 1 lub —1
w zaleznoéci od wyboru orientacji.

@ Indeks zaczepienia nie odréznia splotu Whiteheada od
splotu trywialnego. Potrzebne sa do tego inne
niezmienniki.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Techniki kombinatoryczne rozrézniania weztéw i splotéw:
kolorowanie, indeks zaczepienia.

Ciag dalszy - praktyczne ¢wiczenia.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Zatézmy, ze D to zorientowany diagram splotu z dwoma
komponentami: L = {Ky, Ka}.

Zaléimy dodatkowo, ze skrzyzowania D, w ktérych przecinaja
si¢ rzuty Ky oraz Ka to ¢1,¢2,...,Cm-

(Ignorujemy wtasne skrzyzowania Ky czy tez K.) Wtedy

%[sign(q) + sign(c2) + . . . + sign(cm)]

indeks zaczepienia weztéw Ky i K jest niezmiennikiem L.
Tzn.:

Jesli rozwazymy inny zorientowany regularny diagram D’ dla L,
wtedy warto$¢ indeksu zaczepienia jest taka sama jak dla D.

Niech L* to lustrzany obraz zorientowanego splotu L wtedy

Ik(L*) = —Ik(L").




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Lustrzane odbicie, a indeks zaczepienia.

= G ()



Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Zatézmy, teraz ze L to splot sktadajacy si¢ z n sktadowych
K1, K2, ..., Kn.

Dla dwéch sktadowych K; oraz K; (i < J), liczymy indeks
zaczepienia k(Kj, Kj), 1 < i <j<n.

(Liczymy ten indeks zaczepienia, zapominajac o pozostatych
sktadowych.)

Ten zabieg daje nam n(n2—1) , indekséw zaczepienia, ktérych

suma
ST k(K K;) = Ik(L),
1<i<j<n

jest nazwana totalnym indeksem zaczepienia L.
Jest to niezmiennik splotu L.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

£
&3

a)

b)

Zadanie
Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

@
6%

2
rozwiazanie J Ik(L)=0 {{ .
D




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Indeks zaczepienia, ¢wiczenie.

Zadanie

Oblicz indeks zaczepienia dla splotéw z rysunku obok.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Kolorowanie

Zdefiniujemy niezmiennik zwany liczba kolorowania. }




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Kolorowanie

Zatézmy, ze rzut K wezta (lub splotu) K ma n skrzyzowan
P1,Pa,...,P,.
Poniewaz kazde P; to rzut doktadnie dwéch punktéw Pi/ oraz
Pi” wezta K, mozemy podzieli¢ K na 2n krzywych tamanych
(segmentéw) Az, Aa, ..., Az,. Do kazdego z tych segmentéw
mozemy przypisaé jeden z trzech koloréw, powiedzmy,
czerwony, niebieski lub zétty, w taki sposéb, ze s3 spetnione
warunki:
1) Jesli Ay oraz A; sa jak na rysunku obok, to maja ten
sam kolor.
2) Ag (lub A)), A;, As, rysunek obok, albo wszystkie maja
ten sam kolor, albo kazdy ma odpowiednio inny kolor.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Kolorowanie

Regularny diagram, ktéremu w powzszy sposéb mozna
przypisaé trzy kolory nazywa si¢ 3-kolorowalnym. J




Wezty 3-kolorowalne.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

3-kolorowanie, préby

3 6 &
[-1 [3-3+1 -4
" 63 7
[3-1 [5-3+1 [5-4+2
51 7 Ts
[1-1+1 [1=1+1=1 [7-5+1
- 2 7; 3 n
B2 -3 [9-5+1
6 7

@ : N 8]

[7-3



Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

3-kolorowanie, préby,ll

CROR= 1S

8
[3-343-1

8
[o-4

84
[5-5+2

8s
[5-4+3-1

86
[7-6+2

&3
&2
&
®

9
[l-1+1-1+1

92
[7-4

9
[3-3+3-2

94
[5-5+3

9s
[11-6

SRR ORI

[11-8+2

Y10

[9-8+4

91
[7-74+5-1

95

[13-9+2

913
[11-9+4

0y

[15-9+2

915
[15-10+2
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

p-Kolorowanie

Rozwazmy segmenty Az, Az, . .., Az, jak wyzej, i przypiszmy
kazdemu A; liczbe )\;, ktéra przyjmuje wartosé ze zbioru

0,1,...,p—1, 0

ponadto liczby te spetniajg warunki:

1) A=A,

2) pl(Ar +As) — (Ak + X))
Dla przyktadu A3 = ... = X2, =0.
Regularny diagram D jest p-kolorowalny, gdy istnieja w nim
dwa segmenty o réznej przypisanej liczbie ze zbioru
0,1,...,p— 1.

Jesli wezet (lub splot) K ma co najmniej jeden p-kolorowalny
regularny diagram, wtedy kazdy jego regularny diagram jest
p-kolorowalny.

Zatem, zbiér réznych liczb koloréw, na ktére moze byé
pokolorowany diagram K jest niezmiennikiem K.




Teoria weztéw

Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

zne mozliwosci przy 4-kolorowaniu.

DLA DANEGO KOLORU MOSTU
TUNEL MA PODWOJNY KOLOR
ZLOZONY Z KOLOROW
SASIADUJACYCH Z KOLOREM
MOSTU NA PONIZSZYM
DIAGRAMIE

ALBO MA JEDEN KOLOR
LEZACY NAPRZECIWKO

ALBO DOKEADNIE TEN SAM
KOLOR CO MOST



Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

4-kolorowanie, préby,ll

3, 6 7 8

[1-1 [3-3+1 [7-4 [3-3+3-1
4 63 7s 83

[3-1 [5-3+1 [5-4+2 [9-4

5 K 7 84

[1-1+1 [1-1+1-1 [7-5+1 [5-5+2
5 7 7 85

[3-2 [5-3 [9-5+1 [5-4+3-1
6 7 8 8

[5-2 [3-3+2 [7-3 [7-6+2



Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Arytmetyka splotéw: suma spdjna splotow,

wtasnosci tego dziatania.
Wezty pierwsze. (3 godziny).




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Grupa przyktad

Przyktad, liczby catkowite:

,—4,—-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...

Nastepujace wtasnosci liczb catkowitych dajag model dla
abstrakcyjnych aksjomatéw grupy.

1. Dla dowolnych dwéch liczb catkowitych a i b, suma
a+ b jest takze catkowita.

2. Dla wszystkich liczb catkowitych a, b oraz ¢ mamy
(a+ b) +c = a+ (b+ c), wtasnoséé znana jako tacznosé
dodawania.

3. Jesli a jest dowolng liczbg catkowita, to
0+a=a+0=a Zero jest elementem neutralnym
dodawania.

4. Dla kat]ej liczby catkowitej a, istnieje liczba catkowita b
taka, ze a+ b=b+a=0.

v




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Grupa przyktad

VANVAN

B A
Identycznosé Obrot w prawo (:)
Symetrie kata réwnobocznego i D
PRZYKLAD A B
A Rozwazmy trojkat rownoboczny z
poetykietowanymi wierzchotkami
oraz wybrane przeksztalcenia
tego trojkata pozostawiajace go w B [ c
tym samym migjscu ptaszczyzny: Symetria Obrtt wlewo (%)
X l

Weedy ({1,p,1,1,u,2},0,1)
Jest grupa, gdzie o jest

c B
sktadaniem przeksztalcer /\ /\
4

Symetria

y z
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Grupa

a grupy

Grupa to uporzadkowana czwérka G = (G, #,’ , €), gdzie (3 jest dowolnym
zbiorem niepustym, » dziataniem dwuargumentowym, 7 jest dziataniem
Jednoargumentowym, ae € (&, przy czym, dla dowolnych z, y, = € G, spefnione
sa nastepujace warunki:

* (tacznosé) (z o+ y) # 2 = x* (y# z)
* ex I =1 %e= I, czylieto element neutralny grupy GG.
s r42 =z"%1r=e czyliz jest elementem odwrotnym do z w .

Rzad grupy skonczonej G = (G, #, €) to liczba | jej elementéw. Gdy grupa G
nie jest skoriczona, to méwimy, ze ma rzad nieskorczony.
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Monoid

Definicja monoidu

Monoid to (5, €, %) gdzie:
S jest niepustym zbiorem,
%15 X § — § jest dziataniem dwuargumentowym, spetniajacym warunki:
1. V,,gs exa=axe=a (e jest elementem neutralnym),

2. vﬂ,b.cES ((l * b) *C= % (b * (‘) (dziatanie jest taczne).

Szczegdlny przypadek monoidu stanowi grupa, klasa moneidéw = klasa grup.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Monoid przyktady

@ Liczby naturalne (koniecznie z zerem) z dziataniem dodawania: elementem neutralnym
jest w tym przypadku zero.

@ Liczby naturalne (z zerem badz bez) z
tego monoidu jest 1 (w obu przykiadach).

@ Monoid wolny (X, 2, ~) - zbiér siéw nad alfabetem X, z £ jako stowem pustym
i~ jako operacjg konkatenacji.

Jesli X = {0, 1}, to stowami sq na przykiad:

11011, 01000, 00,1111, a przyktadami konkatenacji sa:

10111 ~ 00 = 1011100,
£ ~ 000 = 000
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Sfery i kule

sfera zerowymiarowa s° (czyli tzw. dwa punkty)

Oznaczana tez Sg.
1
So = 8B1 C RY,

gdzie By to jednostkowa kula 1—wymiarowa (czyli odcinek) .
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Sfery i kule

sfera jednowymiarowa S (czyli tzw. okrag)

Oznaczana tez Sj.
2
S1 = 8B C R7,

gdzie B> to jednostkowa kula dwuwymiarowa (czyli koto).

Przyklejenie koficéw jednego odcinka odpowiednio do kofcéw
drugiego odcinka,

inaczej sklejenie brzegu (sfera zerowymiarowa) jednego
odcinka z brzegiem (sfera zerowymiarowa) drugiego odcinka
daje okrag (sfere jednowymiarowq).




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Sfery i kule

sfera dwuwymiarowa S2 (c zw. sfera)

Oznaczana tez Sj.
3
S» = B3 C R?,

gdzie B3 to jednostkowa kula trzywymiarowa.

Sklejenie brzegu (sfera jednowymiarowa) kuli dwuwymiarowej
z brzegiem (sfera jednowymiarowa) drugiej kuli
dwuwymiarowej

daje sfere dwuwymiarowa (popularnie zwana sferg).
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Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Rozktad wezta pétgrupa weztéw

Mozemy zdefiniowaé operacje dodawania lub iloczynu na
zbiorze zawierajagcym wszystkie wezty. Jedli z takimi
operacjami zbér ten otrzyma struktére grupy, to bedziemy
mogli stosowaé techniki z teorii grup.

Bedziemy starali si¢ zbadaé jak mozemy uzyskaé jeden wezet
z dwéch i jak mozna roztozyé wezet na dwa prostsze wezty. J

Bedzie nam wygodniej patrzeé na wezet jako lezacy na
powierzchni czterowymiarong kuli,
tzn. tréjwymiarowej sferze .
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Rozktad wezta pétgrupa weztéw

O tréjwymiarowe]j sferze s3 bedziemy mysleé jako

o zbudowanej z dwéch (trzywymiarowych) kul, ktére zostaty
sklejone swoimi powierzchniami, tzn. dwuwymiarowymi
sferami. Ten proces sklejenia jest tatwiej zauwazyé jesli
obnizymy wymiar. Gdyz jesli wezmiemy dwa kota i skleimy je
brzegami, w tym wypadku okrggami, otrzymamy
dwuwymiarowg sfere.

Bedziemy starali si¢ zbadaé jak mozemy uzyskaé jeden wezet
z dwéch i jak mozna roztozyé wezet na dwa prostsze wezty. J




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Plansze pomocnicze

sfera S'

zbudowana z

dotgczenie punktu dwsch jednowymiarowych
. S, s . odcinkéw
W nIeSkOI‘lCZOI‘lOSCI sklejonych brzegami
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Plansze pomocnicze

dotagczenie punktu
w nieskonczonosci

sfera§’
zbudowana z
dwéch kot
sklejonych brzegami
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Plansze pomocnicze

dotgczenie punktu
w nieskoriczonosci sfera §°

Zbudowana 2
wbeh trzywymiarowych kul
skiejonych brzegami
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Rozktad wezta pétgrupa weztéw

Zatézmy, ze K jest weztem lub splotem w s3.
Ponato zatézmy, ze istnieje dwuwymiarowa sfera ¥, ktéra
przecina K doktadnie w dwéch punktach Ai B.

. (\
Dzielagc tym samym K na dwie czgsci o lezacg wewnatrz ©
oraz (3 na zewnatrz. H
Punkty A, B to czesci wspélnej ¥ i K. ' V K u
\
N 4

Zauwazmy, ze Y jest brzegiem dwéch trzywymiarowych kul,
jednej utworzonej z ¥ i jej wewnatrza, a drugiej z X i jej
zewnetrza. Zatem sytuacja dla o i 3 jest symetryczna.




Teoria weztéw
Niezmienniki weztéw

Liczba mostéw

Rozktad wezta pétgrupa weztéw

Potaczmy teraz A oraz B tamang zwyczajna s, ktéra lezy na X. <7
Wtedy dotaczajac s do o otrzymujemy wezet Ky, i dotaczajac s=-T

s do 3, otrzymujemy wezet K.

Pokazali§my ze wezet K moze byé roztozony na dwa wezty Ki
S /\ (\ K,
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Trywialny

Na rysunku obok wezet wyjéciowy K jest réwnowazny weztowi
K1 jednemu z otrzymanych podczas rozktadu wezta K. J

Taki rozktad nazywamy trywialnym.
& A
/)s ’

B
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Wezet pierwszy

Jesli nietrywialny rozktad dla wezta K nie moze byé znaleziony,
to powiemy, ze K jest weztem pierwszym. J

Wezet moze byé pierwszy albo dawac sie w nietrywialny
sposéb roztozyé na dwa wezty prostsze. J
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Jednoznaczno$c¢ rozktadu na wezty pierwsze

TWIERDZENIE

@ Kazdy wezet mozna roztozyé na skohczona liczbe
weztéw pierwszych.

@ Rozktad z doktadnoscia do porzadku jest jednoznaczny.
Tzn. zatézmy, ze roztozyliémy, na wezty pierwsze,
wezet K na dwa sposoby:

Ki, K2, ..., Ky oraz Ki, K.‘l,, ey K,’,.

Wtedy n = m oraz jeéli odpowiednio przenumerujemy
K1, K2, ..., Kn, to dostaniemy

Ki ~ Ky, Ka ® K3, ..., Km = K.

Powyzsze twierdzenie zachodzi takze dla splotéw. )
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Suma spéjna

Mozemy mysleé o P jako o érodku kuli trzywymiarowej B3,
ktéra ma odpowiednio maty promien, by spetniaé nastepujace

warunki:

(1) K ma doktadnie dwa punkty wspélne z sferg, ktéra jest
brzegiem Bz, A
(2) We wnetrzu B3 czesé wezta K mozna przy pomocy
elementarnych ruchéw wezta doprowadzié do postaci o
trywialnej jak na rysunku obok ponizej.
B

K
Zatézmy, ze P to punkt na zorientowanym wezle K w s3. @
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Suma spdjna weztéw

Analogicznie postepujemy z innym weztem K.
Nastepnie sklejamy jak na rysunku obok zachowujac
orientacje.

Wezet K, ktéry otrzymujemy w powyzszym procesie jest
. ’ . /7.
nazwany sung spujng K oraz K', i oznaczany przez K{K’ jest
on niezalezny od wyboru punktéw P, P’. N
Jest jednoznacznie wyznaczony przez K, K'. K

Suma spdjna jest przemienna Q\‘m
K1tK2 oraz KafiK1, sa réwnowazne z orientacja. -X\
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Suma spdjna weztéw

Zbiér A wszystkich weztéw zorientowanych z dziataniem
dwuargumentowym sumy spéjnej nie tworzy grupy.

Dla przyktadu nie istnieje wezet odwrotny do tréjlistnika.
Zbiér A z dziataniem sumy spdjnej jest monoidem

(suma spdjna jest taczna).




Suma spéjna weztéw, zadania.

@ (\(\f
Qe JJJ
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Suma spéjna weztéw, zadania.
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Koniec czesci pierwszej.
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