
Teoria w¦zªów

Biologia molekularna, wyja±ni¢ poj¦cia.

DNA i w¦zªy

Najnowsze badania ukazaªy, »e typ w¦zªa cz¡steczki DNA ma
wa»ny wpªyw na aktualne funkcje cz¡steczki DNA.
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Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Matematyczny model cz¡steczki DNA to zwykle
cienka, dªuga, zorientowana, skr¦cona wst¡»ka.

Na tym rysunku, wst¡»ka jest homeomor�czna z
S1 × [−1, 1], ale nie z wst¦g¡ M �obiusa.
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Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Obie krzywe C1 oraz C2, które stanowi¡ brzegi wst¦gi
B reprezentuj¡ zamkni¦te nici DNA.

Mo»emy ustali¢ orientacj¦ na krzywej C , która stanowi
o± dla B (tj. centralnej krzywej S1 × {0}).
Orientacja na C idukuje orientacje na C1 i C2.

Indeks zaczepienia lk(C1, C2) jest niezmiennikiem,
i jego zmiana ma bardzo istotny wpªyw na struktur¦
cz¡steczki DNA.

Je±li zredukujemy indeks zaczepienia podwójnej nici
cz¡steczki DNA, wtedy efektem jest skr¦cenie lub
zwini¦cie, znane jako superskr¦cenie (supercoiling).
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Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Obni»enie indeksu zaczepienia cz¡steczki DNA, mo»e
powodowa¢ enzym topoizomeraza.

Topoizomerazy katalizuj¡ przeksztaªcanie DNA do
formy superhelikalnej oraz jego relaksacj¦, tn¡c
i ponownie ª¡cz¡c nici helisy.

Dla przykªadu, wiadomo, »e je±li zredukujemy indeks
zaczepienia dwuniciowej cz¡steczki DNA, wtedy
rezultatem jest powstanie form superhelikalnych.
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Matematyczny model cz¡steczki DNA.

W rzeczywisto±ci, orientacja cz¡steczki DNA nie jest
dokªadnie jak wy»ej.

Orientacje, w rzeczywisto±ci, na dwóch niciach DNA s¡
wzajemnie przeciwne, dlatego mo»e powinni±my
przypisa¢ wzajemnie orientacje dla krzywych C1 i C2.

Jednak w przypadku supªa stworzonego przez C1 i C2,
indeks zaczepienia zde�niowany na cz¡steczce DNA w
biologii i indeks zaczepienia wyznaczony z modelu
matematycznego zgadzaj¡ si¦. Z obliczeniowego
punktu widzenia nie ma wi¦c bª¦du.



Teoria w¦zªów

Biologia molekularna, wyja±ni¢ poj¦cia.

Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Skr¦cenia, a zwoje.

Liczba skr¦ce« wst¡»ki B wokóª osi C , nazwa si¦
skr¦ceniem B (twisting number) i jest oznaczana przez
Tw(B).

Skrutowo, liczba zwojów (Writhe) Wr(B) jest okre±lona
w zale»no±ci od osi C , któr¡ traktujemy tu jako krzyw¡
w przestrzeni. Je±li C to krzywa na pªaszczy¹nie, to
Wr(B) = 0, zatem Wr(B) mo»e by¢ miar¡ tego jak
bardzo B nie jest pªaska.

Liczby Tw(B), Wr(B) s¡ niezmiennikami, ale nie w¦zªa
otrzymanego z DNA, ale niezmiennikami geometrii
ró»niczkowej wst¡»ki B, jako powierzchni w przestrzeni.
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Matematyczny model cz¡steczki DNA.

Skr¦cenia, a zwoje.

Tw odzwierciedla holikalne skr¦cenie nici DNA
wzgledem siebie nawzajem.

Natomiast Wr jest miar¡ zwini¦cia osi dwuniciowej
helisy.

Lk(C1, C2) = Tw(B) + Wr(B). (1.1)

Uwaga

Kiedy odpl¡tywujemy jedn¡ ni¢ podwójnej helisy, wtedy o±
DNA skr¦ca si¦ w helis¦.
Równo±¢ 1.1 opisuje t¦ cech¦.
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Para zasad (base pair), notacja pz lub bz

Para zasad: kompementarne (rysunek obok), poª¡czone
wi¡zaniami wodorowymi zasady azotowe nukleotydów dwóch
ró»nych nici kwasu nukleinowego.

W parach zasad podaje si¦ dªugo±¢ cz¡steczki DNA.

Komplementarno±¢ zasad w przykªadowym ªa«cuchu DNA:

CTAGTAGCTA
GATCATCGAT
Fragment DNA o dªugo±ci 10 pz.
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Para zasad (base pair), notacja pz lub bz

Przykªad

Dªugo±¢ helisy DNA chromosomu X czªowieka wynosi 152, 6
milionów pz, chromosonu Y 51 milionów par zasad. Dªugo±¢
caªego ludzkiego genomu to okoªo 3000000000 pz.
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Jak zaobserwowaª Jerome Vinograd w roku 1963,
kolisty DNA wirusa polio w czasie wirowania rozdzielaª
si¦ na dwa pasma. Podczas rozwi¡zywania tej zagadki
odkryª on wa»n¡ wªasno±¢ kolistego DNA, jakiej nie
maj¡ cz¡steczki liniowe.

Rozwa»my odcinek o dªugo±ci 260 pz i konformacji
helisy B -DNA.

Poniewa» ilo±¢ par zasad przypadaj¡cych na jeden skr¦t
w cz¡steczce DNA wynosi 10, 4 pz,
ta liniowa cz¡steczka tworzy 25 = 260

10,4
skr¦tów.
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Teraz poª¡czmy ko«ce tej helisy, tworz¡c zrelaksowany kolisty
DNA.

Zupeªnie inny kolisty DNA mo»e powsta¢, kiedy odwiniemy
liniow¡ cz¡steczk¦ DNA o dwa skr¦ty przed poª¡czeniem jej
w struktur¦ kolist¡.
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Rysunki, zdj¦cia, obrazki z internetu
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Jakie s¡ nast¦pstwa odwini¦cia DNA przed
poª¡czeniem ko«ców?

Mo»liwe jest przybranie przez ni¡ dwóch konformacji.:

DNA mo»e przybra¢ struktur¦ tworz¡c¡ 23 skr¦ty helisy
oraz odwini¦t¡ p¦tle nie tworz¡c¡ dodatkowych
splotów.

DNA mo»e takrze przybra¢ struktur¦ superchelikaln¡,
gdzie helisa tworzy 25 skr¦tów oraz 2 skr¦ty
lewoskr¦tnej (okre±lonej jako ujemna) struktury
superhelikalnej.



Teoria w¦zªów

Biologia molekularna, wyja±ni¢ poj¦cia.

Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Przybranie konformacji superhelikalnej znacz¡co
wpªywa na ogólnk¡ form¦ DNA.

Cz¡steczka superhelikalna DNA jest bardziej zwarta ni»
zrelaksowany (rozlu¹niony) DNA tej samej dªugo±ci.

Dlatego w czasie wirowania lub elektroforezy
superhelikalny DNA porusza si¦ szybciej ni» jego
zrelaksowana forma.

Podczas eksperymentu Vinograda szybciej
sedymentowaª superhelikalny DNA, natomiast wolniej
sedymentuj¡cy DNA byª zrelaksowany.
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Liczba oplece« DNA jest cech¡ topologiczn¡,
determinuj¡c¡ stopie« skr¦cenia superhelikalnego.

Rozwini¦ty kolisty DNA ma Tw = 23 i Wr = O,
natomiast superhelikalny DNA ma Tw = 25 i Wr = -2.

Te formy mog¡ przechodzi¢ jedna w drug¡ bez
przerywania ªa«cucha DNA, poniewa» maj¡ t¡ sam¡
warto±¢ Lk, mianowicie 23.

Podziaª warto±ci Lk: (która musi by¢ liczb¡ caªkowit¡)
mi¦dzy warto±ci Tw i Wr (które nie musz¡ by¢ liczbami
caªkowitymi) jest okre±lony przez energetyk¦
konformacji.

Energia swobodna osi¡ga warto±¢ minimaln¡ wtedy,
gdy 70% zmiany wyra»one jest przez Wr,
a 30% - przez Tw.

Tak wiec najbardziej stabilna forma b¦dzie mie¢
warto±ci Tw = 24,4 oraz Wr = 1.4.

A wi¦c zmniejszenie Lk powoduje (ujemne)
superhelikalne skr¦cenie osi DNA.
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Topoizomeraza

W latach 70-tych odkryto proces, który prowadzi od
przerwania do rekombinacji DNA.
Byª to rezultat dziaªania pojedynczego enzymu, katalizatora
nazwanego topoizoreraz¡.
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Topoizomeraza

Wytªumaczenie poj¦cia topoizomerazy.

Chemicznie, dwie cz¡steczki o tym samym skªadzie
chemicznym, ale ró»nej strukturze s¡ nazwane izomerami.
Zatem diwe cz¡steczki DNA, o tym samym kodzie par
bazowych, ale ró»ni¡ce si¦ indeksem zaczepienia, s¡ tak»e
izomerami.
S¡ one topologicznie nie równowa»ne. Nazywamy je
topoizomerami.
Natomiast enzym, który zmienia indeks zaczepienia
topoizomeraz¡.



Teoria w¦zªów

Biologia molekularna, wyja±ni¢ poj¦cia.

Topoizomeraza

Dziaªanie topoizomerazy.

Proces zmiany, który dokonuje topoizomeraza, mo»na
w uproszczeniu opisa¢ nast¦puj¡co.
Najpierw nic DNa jest przecinana w jednym miejscu, nast¦pnie
segment DNA, przechodzi przez to przeci¦cie, by ostatecznie
DNA ª¡czy si¦ ponownie.
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Topoizomeraza

Topoizomeraza II

Topoizomeraza przecina jedn¡ nic DNA.

Topoizomeraza I

Topoizomeraza przecina obie nici DNA.
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Rekombinacja konkretnego miejsca (lokalna)(site-speci�c
recombination.)

Jest to lokalna operacja, efektem jest albo przesuni¦cie
kawaªka DNA do innego poªo»enia w sobie, lub importowania
obcego fragmentu cz¡steczki DNA. Zatem w rezultacie gen
mutuje.
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Je±li substratem jest w¦zeª DNA, oraz ukªad jest direct repeat,
wtedy produkt to dwu skªadowy splot DNA.

Je±li substratem jest w¦zeª DNA, oraz ukªad jest inverted
repeat, wtedy produkt to w¦zeª DNA.

Je±li substratem jest splot DNA, to po rekombinacji produkt
to w¦zeª DNA.
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Model lokalnej rekombinacji

Nast¦puj¡ce stwierdzenie wynika z obserwacji.

1. Prawie wszystkie produkty lokalnej rekombinacji
o trywialnym w¦¹le jako substracie, to w¦zªy wymierne
lub sploty wymierne, tzn. w¦zªy lub sploty
dwumostowe.

2. Cz¦±¢ DNA na któr¡ dziaªaª enzym, matematycznie
w kuli trójwymiarowej, to (2,2)-supeª.
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(1,1)-supeª
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(2,2)-supªy
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(3,3)-supeª
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zamiana lokalna

Na rysunku produkt powstaje ze substratu poprzez zast¡pienie (2,2)-supªa T innym (2,2)-supªem.
Dobr¡ rzecz¡ w matematyce, jest to, »e wewn¡trz mo»e byc na zewn¡trz, a na zewn¡trz wewnatrz.
Matematycznie jest zasadne stwierdzi¢, »e to (2,2)-supeª S jest wewn¡trz T .
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Numerator sumy supªów, produkt

Mo»na na sytuacje popatrze¢, jako na sum¦ supªów, do której
zostaªa zastosowana operacja numeratora.
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Równanie sup³owe

Otrzymali±my zatem równanie supªowe.

N(S + R) = produkt.
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Rozªo»enie substratu

Ponadto, mo»emy rozdzieli¢ substrat na zewn¦trzny supeª S
i wewn¦trzny supeª E . Wtedy substrat to numerator sumy S
oraz E .
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Je±li jest mo»liwe aby obserwowa¢ produkt i substrat, wtedy
w idealnej sytuacji mo»na by byªo wyznaczy¢ S, E , R z równa«

N(S + E) = substrat,

N(S + R) = produkt.

Mamy zatem dwa równania i trzy niewiadome, potrzebujemy
dodatkowych empirycznych danych.

Stwierdzenie dane z obserwacji

Efekt dziaªania enzymu - zmiana supªa E na supeª R - zale»y
tylko od orginalnego enzymu, zatem proces zmiany jest
niezale»ny od ksztaªtu, pozycji, i rozmiaru substratu DNA.

Oznacza to, »e dla ka»dej lokalnej rekombinacji otrzymamy
równanie jak wy»ej. Ze stwierdzenia wynika, »e »adne nowe
zmienne nie s¡ wprowadzane, a niewiadom¡ jest zawsze R w
produkcie. Zatem mo»emy tworzy¢ kolejne równania (przez
dziaªanie enzymu), a liczba niewiadomych pozostaje staªa.
Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« znajdujemy S, E , R.
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Stwierdzenie

Efekt zastosowania serii lokalnych rekombinacji mo»e by¢
opisany jako numerator sumy supªów, czyli w postaci

N(S + R + R + . . . + R).
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Tn3 resolwaza jest enzymem, który jest katalizatorem lokalnej
rekombinacji na zamkni¦tym substracie DNA z directly
repeated miejscami rekombinacji.

Kiedy resolwaza dziaªa na zamkni¦tym DNA, które jest
zwini¦te (supercoiled) i nie zaw¦¹lone (w¦zeª trywialny), wtedy
produkt jest splotem.
W wi¦kszo±ci przypadków jest to splot Hopfa.
Je±li dochodzi do kolejnej lokalnej rekombinacji wtedy
nast¦pnym produktem jest w¦zeª ósemkowy.
Kontynuj¡c lokaln¡ rekombinacje otrzymujemy splot
Whiteheada.
Wyniki eksperymentu z resolwaz¡ Tn3 pokrywaj¡ si¦
z powy»szym opisem.
Zaobserwowano, »e produkt czterokrotnej lokalnej
rekombinacji daje w¦zeª z rysunku (d).

Aby znale¹¢ S, E , R te cztery rekombinacje nie s¡ wymagane,
i sªu»¡ jedynie do sprawdzenia.
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Twierdzenie

Mo»liwo±ci dla supªów S oraz R, które speªniaj¡ równania
(1),(2),(3), s¡ ograniczone do czterech par supªów z rysunku
obok.
Je±li speªnione jest tak»e równanie (4), to jedyna mo»liwo±¢ na
supªy S i T znajduje si¦ na rysunku obok podpunkt (a).
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