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Wezet

trywialny

Najprostszy typ wezta, powstaty przez
potaczenie dwoch koncow prostego

sznurka (nie zawierajacego petelek).

Weztem  trywialnym  jest  wezet
rownowazny kregowi na ptaszczyznie.




W uproszczeniu jest to wezet nie bedacy weztem
trywialnym, czyli wezet nie rownowazny okregowi.

Wezet

nietrywialny
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Splot  tworzy  kilka  weztow, a

poszczegolne  wezty nazywane  s3
ogniwami splotu. Sam wezet rowniez jest

szczegolnym przyktadem splotu.

Splot Whiteheada




Najprostszy przyktad splotu. W splocie
trywialnym jedno ogniwo splotu nie bedzie
miato  punktow wspolnych z drugim
ogniwem.

Splot 1l | >

trywialny
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Splot Hopfa

Przyktady

Pierscienie boromejskie

Poliboromeusz



Z suptow tworzy sie

wezty. Umieszcza sie
je zazwyczaj tak ze
konce lezg na sferze.

Rya. 1. Preedatawlenie supla w aferae 1w oweile.




Diagram

wezta

Regularne rzuty wezta na ptaszczyzne.

Kazdy diagram splotu sktada sie z kilku
ptaskich  krzywych zamknietych (nie
majacych  koncow  wolnych), ktore
przecinajg sie w skonczonej ilosci
punktow. A w danym punkcie moga sie
przecinac dwie krzywe, zaznaczajac, ze
jedna przechodzi gorg (most), a druga
dotem (tunel).
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DIAGRAM WEZtA - obraz wezta w rzucie
reqularnym z zaznaczeniem gdzie czesc
tuku idzie dotem (tunel), a gdzie gora
(most).

Diagram

wezta




Rzut wezta

nazywamy
reqularny
m jezeli:

Jest skonczona ilosc punktow
wielokrotnych i wszystkie te punkty s3
punktami podwojnymi

Zaden wierzchotek wezta wielosciennego
nie jest przeciwobrazem = punktu
podwojnego

Przypadki niedozwolone:



Zredukowany

rzut regularny

Zredukowanym  rzutem  regularnym
nazywamy diagram, ktdéry nie posiada
skrzyzowan powstatych przez pojedyncze
skrecenie.
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Kazdemu splotowi w  przestrzeni
trojwymiarowej odpowiada wiele
diagramow.

Dwa diagramy sg rownowazne , jesli od
jednego do drugiego mozna dojs¢ przy
pomocy skonczonej liczby ruchow
elementarnych — ruchow Reidemeistera
lub ich odwrotnosci.



Dwa wezty s3 rownowazne
wtedy i tylko wtedy gdy ich
diagramy sg rownowazne.
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Elementarne operacje na weztach,
stuzace do zmiany struktury sytemu
skrzyzowan przy zachowaniu typu wezta.

Prosciej: operacje stuzace do sprawdzenia
czy dwa sploty s3 sobie rownowazne.
Polegaja one na utworzeniu badz
likwidowaniu petelek.
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Pierwszy ruch Reidemeistera odpowiada za
rozplatywanie petelek (prawych i lewych) w
splotach.

Pierwszy ruch

Reidemeistera




Drugi ruch

Reidemeistra
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Ten ruch elementarny tworzy lub eliminuje
skrzyzowania pod warunkiem, ze powstaty
przez rozciggniecie jednej z  dwoch
biegnacych obok siebie lin nad lub pod druga.




Posiada dwa warianty.
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Nie powoduje zmiany ilosci skrzyzowan,
a tylko zmienia ich konfiguracje.

Trzeci ruch

Reidemeistra




JesliD, i D, sg diagramami splotow,
ktore odpowiadajg temu samemu
splotowi, wowczas istnieje ciag
Twierdzenie ruchow Reidemistra oraz izotopii

Reidemeistera planarnych przeksztatcajgcych
jeden diagram w drugi.

ZABRONIONE jest rozrywanie |
sklejanie wezta.
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Izotopia planarna




Krok II

Trzeci ruch Reidemeistera
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Krok IlI

Drugi ruch Reidemeistera
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Trzeci ruch Reidemeistera




Pierwszy ruch Reidemeistera




Deformacje

Deformacje pozwalajgce przeksztatcic jeden

obiekt w inny to HOMEOMORFIZMY

Przeksztatcenie, ktore dowolnie Sciska,
rozcigga, wygina lub skreca figure, nie robi
jednak w niej dziur, nie rozrywa jej ani nie
skleja jej fragmentow.
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Dwa sploty lub wezty sg rownowazne, jesli
istnieje homeomorfizm przeprowadzajace
jeden w drugi:

7 7

h: S3—S3

S — powierzchnia kuli (sfera) z punktem w
nieskonczonosci

N
3y
=
U
Vp)]
@)
-
N
©
=
@)
-
=
O

/4

R




To znaczy,

Z€e :

Cata sfera ma przejsc na inng sfere
homeomorficznie, tak aby jeden z weztow
przeszedt w wezet drugi.

Dwa wezty nie s rownowazne wtedy
gdy jeden da sie przeksztatcic w drugi
homeomorficznie, ale wtedy gdy to
przestrzen otaczajacy jeden wezet da
sie  przeksztatcic na  przestrzen
otaczajgcag wezet drugi.



Jesli dwa wezty — K, oraz K, lezgce
w S, s3 rownowazne, to ich
dopefnienia S, — K, oraz 5,K, s3
homeomorficzne.

Twierdzenie
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Powyzej przedstawione diagramy rowniez
reprezentujg wezty rownowazne, jednakze
do ich przeksztatcenia jeden w drugi nie ma
koniecznosci stosowania ruchow
Reidemeistera, wystarczg deformacje.



Dwa  sploty L={K,K,..,K. .}  oraz

elementarnych.

> L'={K' K',,...,.K';} sa rownowazne jesli
% spetnione sg nastepujace warunki:

> 1. m=n, czyli sploty L i L' posiadaja taka
O samg liczbe czesci sktadowych czyli
“ ogniw (weztow)

N 2. Jest mozliwa zamiana splotu L na L’
g na skutek przeprowadzenia
O skonczonej liczby ruchow
=

O

~

Zamiana: K,—K',

R

Zamiana: K _—K'_ (m=n)




Sploty
Rownowazne

Splot Boromeusza



Splot Whitheada




Wezty Perka

W 1970 roku Amerykanin  K.Perko
udowodnit ze przedstawione nizej wezty s3
rownowazne wykonujac skonczong liczbe
ruchow elementarnych.
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Spostrzezenie
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Jak widac na poprzednim slajdzie aby
udowodnic ze wezly te s3 rownowazne
konieczne byto zastosowanie wielu ruchow
Reidemeistera. Jest tak w przypadku
diagramow na ptaszczyznie.



Jesli te diagramy umiescic na sferze to w
ogole sie one nie roznia.

W obu prostokatach moze bycC dowolny
fragment jakiegos diagramu, taki sam dla obu
wersji, oba diagramy na sferze beda takie

Same.




Diagramy

na sferze

- Sfera powinna byc tak duza, aby

umieszczony na niej wezet byt niemal
ptasko roztozony

* Stosujac  izotopie planarng mozna
udowodni¢ rownowaznos¢ weztdow na
sferze.




DNA 1 Teoria
Weztow

Na podstawie artkutu:
+DNA and Knot Theory”

Koya Shimokawa, Mariel Vazquez



Tytutem
wstepu: DNA

TOPOLOGIA
dziat matematyki
zajmujacy sie badaniem
wiasnosci figur

geometrycznych i bryt,
ktdre nie ulegajg zmianie

nawet po radykalnym
ciggtym zdeformowaniu

tych figur

* Ma strukture podwaojnej helisy;

» Struktura  DNA odkryta zostata przez
Watson'a i Crick’a w 1953 roku;

* Os helisy postrzegana moze byc jako cigg w
przestrzeni trojwymiarowej, dzieki czemu
mozna badac jej topologie;

- Koliste czasteczki DNA moga byc¢ potaczone
| poplatane.

TOPOLOGIA DNA - badanie
geometrycznych i

topologicznych wtasnosci
kolistego DNA.




Wezty, sploty

- Wezet — homeomorficzny obraz okregu

w  przestrzeni. Dowolna  krzywa
Zanurzona W przestrzeni
trojwymiarowe;.

- Wezty trywialne — najprostsza klasa

splotow. Wezet trywialny moze byc
rozplatany w skonczonej liczbie krokow
(pionowych i poziomych obrotow).

Sa

B 1 @ Rational tangles.




Wezty, sploty

* Numerator N(T) splotu T jest potaczeniem

dwoch gornych punktow koncowych splotu T
z tukiem i dwoch dolnych  punktow
koncowych splotu T z innym tukiem (rysunek
po lewej).

« Z dwoch splotow S i T, nowy splot mozna

uzyskac taczac dwa wschodnie punkty splotu
S z dwoma zachodnimi punktami koncowymi
splotu T (rysunek po prawej) Otrzymany splot
jest nazywany suma S i T i oznaczony przez

OJNOIO

B 3: The tangle sum S +T

B 2 : The numerator N (T')




Genomy,

plazmidy

- Koliste genomy i naturalnie wystepujace

plazmidy sg przedmiotem supetkowania
| wigzania.

- Te koliste formy DNA s3 czeste u

prokariotow (np. genom  bakterii
Escherichia coli).

- Wezty DNA i sploty moga byc

eksperymentalnie  wykrywane  przy
uzyciu elektroforezy zelowej albo
mikroskopu elektronowego.




Miejscowo-
specyficzna

rekombinaza
DNA

- To enzymy zdolne do zmiany

topologii DNA.

* Enzymy te wigzg dwa specyficzne

miejsca DNA, wprowadzajac jedng
dwu niciowg przerwe po kazde;
stronie, rekombinujg wolne konce i
szczelnie je zamykaja.

* lch komorkowa rola to zmiana kodu

genetycznego organizmu przez
potaczenie lub wyciecie segmentu
DNA przenoszac fragment DNA do
nowego potozenia przez odwrocenie
segmentu DNA w genomie, lub
przez zmiane jej topologicznej
formy.




- Zostata wprowadzona przez Ernesta
| Sumnersa;

- Jest uzywana do scharakteryzowania
topologicznego dziatania kilku
miejscowo specyficznych rekombinaz;

W metodzie splotow, enzymy i wezet
DNA mozna modelowac jako splot E.
Splot O; jest zewnetrzng czescig E |
zawiera DNA niezwigzane z enzymem.




Zatozenia

metody
splotow

Mechanizm enzymu jest staty |
niezalezny od topologii substratu.
Dziatanie pojawia sie w dwuniciowym
splocie E, ktory jest suma dwoch
splotow O, | P. Sploty O, | O¢pozostaja
niezmienione podczas reakg;ji
rekombinacji.

Rekombinacja jest modelowana przez
chirurgie splotow, gdzie splot P
zmienia sie w splot R. P moze byc
uznany za trywialny. Czasami R moze
okazac¢ sie trywialny. W innych
przypadkach R moze byc uznane za
trywialne ze wzgledow biologicznych.



NOs+0,+ P)=N(O+P) = Ky
NOs+Oy+ R =N(O+ R) =K,

—e

108
(8).

Ehis)

B4 : Tangle model of recombination B 5 - Tangle model of recombination [1




* Ernest i Sumners scharakteryzowal
dziatanie resolwatazy Tn3.

» Dziatanie resolwatazy DNA Tn3 na DNA
jest progresywne to znaczy enzym moze
posredniczy¢ w wiecej niz jednym
obrocie rekombinacji.

Zastosowania * W procesie rekombinacji kazdy obrot

rekombinacji dodaje kopie

rekombinowanego splotu R do nici DNA.

Rownanie n-tego obrotu:

NO;r+Oy+nR)=N(O+nR)=K,
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* Enzymy niezbedne w kazdym zywym

organizmie.

- Odgrywaja one kluczowa role w

istotnych  procesach  komorkowych,
takich jak replikacja DNA.

*Enzym ten wigze segment DNA,

wprowadza  dwuniciowe  przerwy,
transportuje drugi segment przez
przerwe i ponownie zamyka przejsciowa
przerwe.

- Enzymy te efektywnie rozplatywaty

nawet bardzo skomplikowane wezty
DNA (z duzg liczba skrzyzowan).



Literatura:

- ,Poszukiwanie weztow idealnych i ich wtasnosci”

Rozprawa doktorska Sylwester Przybyt

- ,0d weztow do warkoczy: pierwszy krok” Pawet

Traczyk

- Arytmetyka supetkow” Agnieszka Janiak-Osja,

Zdzistaw Pogoda

* http://pfm.wmi.amu.edu.pl/index.php/zdjecia/item/

9-krotki-wstep-do-teorii-wezlow

- ,Rozstrzygalnosc problemu rozpoznawania wezta

trywialnego” Praca licencjacka Szczepan Hummel

* ,DNA and Knot Theory” Koya Shimokawa, Mariel

Vazquez



Dziekuje za uwage
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