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WPROWADIZENIE

Teoria weztow jest rzadkim przyktadem dziedziny matematycznej, ktdra
wspotczesnie jest bardzo modna i infensywnie rozwijana.

Charakteryzuje sie tym, ze je] podstawowe pojecia sq dostepne codziennemu
doswiadczeniu kazdego z nas




DEFINICJA WEZLA

W matematyce wezet fo:
> krzywa zamknieta zanurzona w R3

> krzywa w przestrzeni frojwymiarowej, ktora jest homeomorficzna
Z okregiem
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DEFINICJA SPLOTU

Jest to suma skonczonej ilosci weztow wzajemnie roztgcznych, zwanych
sktadowymi splotu, ktore mogqg by¢ zasuptane i splecione ze sobaq.
Wezet jest splotem o jednej sktadowe.
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TEORIA WARKOCLZY

» Jest to dziat topologii zainspirowany geometryczng konstrukcjg warkoczy
zapoczgtkowany przez Emila Artina

» Teoria warkoczy znajduje zastosowanie miedzy innymi w kryptografii




KILKA StOW O PERMUTACJACH...

Definicja matematyczna:
(- )
Permutacjqg zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n-

wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementow tego
zbioru. y

Permutacja spetnia nastepujgce warunki:
» kazda permutacja obemuje wszystkie dane elementy
> istotna jest tylko kolejnosé elementdw permutacii
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Przyktad permutaciji zbioru S3 (S!
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DEFINICJA WARKOCIZA

Jest to diagram powstajgcy przez sktadanie paskdw podanych ponizej i tylko
takich (odpowiednie kody & i 67)
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= Rysunek przedstawia pewien diagram pociety na
poziome paski

» Zawartos¢ kazdego paska jest bardzo prosta —
wystepujq tylko 4 typy paskow

Diagram z rysunku ma kod:

—1

Uz Uj
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ocy ewentualnych deformaciji, tak aby dwa skrzyzowania
nie wystepowaty na jednym poziomie, mozemy zawsze dokonag
podziatu na poziome paski.

Takie przedstawienie diagramu w postaci okreslonej liczby
elementarnych cegietek pozwala zakodowaé diagram

/| \ /\
ANAYRIANIA

0 oy T2 T3

Przyktad kodowania wezta
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W tym przypadku mamy do czynienia z
jednym wielokrotnym generatorem typu N na
gorze i jednym wielokrotnym generatorem
typu U na dole.

Wazna jest orientacja — strzatki zaznaczone na
pasmach diagramu. Taki szczegolny zorientowany
diagram nazywany jest domknietym warkoczem

Przykiad kodowania wezta




DOMKNIETY WARKOCZ - WARUNKI

Domknietym warkoczem nazywamy taki diagram, ktory daje sie zdeformowac
do diagramu opisanego ponizej:

a Generatory typu N wystepujq tylko na poczgtku, natomiast generatory typu U tylko na
dole

Q Wystepuje jeden wielokrotny generator na gorze oraz jeden wielokrotny generator na
dole

O Wystepuje orientacja (strzatki)




TWIERDZENIE ALEKSANDRA

Kazdy zorientowany wezet mozna przedstawic w postaci
domknietego warkocza

Twierdzenie Aleksandra mowi o tym, ze wszystko da sie przedstawic w postaci
bardzo szczegdlnych, regularnych diagramow



Domknietym warkoczem bedziemy nazywac taki diagram, ktdry daje sie
zdeformowac¢ do domknietego warkocza wedtug pierwotnej definicji

Pytanie:
Czy da sie to stwierdzi¢ na pierwszy rzut oka??



Odpowiedz:

Okazuje sie, ze tak. Wystarczy wygtadzi€ wszystkie skrzyzowania diagramie

zobaczyC co wyszto

Jesli wyszta pewna liczba okregow
rozcinajgcych sfere (nie ptaszczyznel)
na dwa kota i pewnq liczbe pierscieni
0 zgodnie zorientowanych sktadowych
(tak jak na rysunku a, a nie na rysunku
b), fo znaczy, ze mielismy do czynienia
z domknietym warkoczem




Dodatkowo:

Operacja wygtadzenia wszystkich skrzyzowan zawsze daje w efekcie pewng
liczbe okregdw, niezaleznie od tego czy zaczynalismy od domknietego
warkocza, czy nie.

Te okregi nazywane sq okregami Seiferta. Zachowujg one orientacje zgodnie z
wyjsciowq orientacjqg rozpatrywanego diagramu



Aby udowodnic¢ twierdzenie Aleksandra wystarczy wskazac jakis sposdb

zmniejszania defektu bez zmiany typu wezta. Istnieje na to bardzo prosta
metoda podana przez P. Vogela w 1989 roku.

Polega ona na tym, aby wykonac ruch Reidemeistra typu I, ale nie dowolny,

lecz taki, ktory operuje na dwoch roznych okregach Seiferta, niezgodnie
zorientowanych ~ v ~

Drugi ruch
Reidemeistra




Taka operacja zawsze zmniejsza defekt. Co wiece] wiadomo o ile: zawsze
doktadnie o jeden.

Pytanie:
Dlaczego tak sie dzieje¢e

Odpowiedz:

Operacja redukcji w bardzo matym stopniu zaburza struktur okregow Seiferta
diagramu. Tylko te dwa okregi, na ktorych wykonano ruch Reidemeistra typu |l
ulegajg zmianie. Inne natomiast (stabilne) pozostajg nietkniete, nie ulegajq tez
zmianie ich wzajemne relacje.



KORZYSCI WYNIKAJACE Z TWIERDZENIA
ALEKSANDRA

v Stanowi prostsze | bardzie] efektywne rozwigzanie niz
dowody znane wczesnie;

v 'umozliwia znaczny stopien kontroli nad liczbg skrzyzowan
— nie ulega ona duzemu zwiekszeniu i jest z gory w petni
przewidywalna (rowna podwojonemu defektowi
wyjsciowego diagramu)






DEFORMACJE WARKOCLZY

Warkocze majg luzne konce, bedziemy je wiec deformowac ale tylko tak, aby
W rozpatrywanych diagramach nie pojawity sie generatory typu Ni U.

Dopuszczalne jest wykonywanie na warkoczach tych ruchdw Reidemeistera,
ktore nie zaburzajq struktury warkoczy. Mozemy wykonywac Il i lll ruchy
Reidemeistera.

Wedtug koddw ruchdw Reidemeistera:

2R -5,,5"_1 = 5,—,_1 b, = oo, gdzie o generator
trywialny, n = 1.

3R: 8,168,879 = 88,185, gdzie n > 2.
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GRUPA WARKOC1ZY

 Klasy rownowaznosci warkoczy o n pasmach (ze wzgledu na ruchy RIli RIlI)
stanowiqg grupe. Nazywamy jg grupg warkoczy o n pasmach Bn.

« Jezeli dwa warkocze sg w te] samej klasie, czyli reprezentujg ten sam
element w grupie warkoczy, to ich domkniecia sg rownowazne joko wezty.

« Jest tez dos¢ widoczne, jezeli wezmiemy dwa warkocze nalezgce do grupy
Bn, ktdre sg w te] grupie sprzezone i te warkocze domkniemy, to rowniez
otrzymamy rownowazne wezty
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TWIERDZENIE MARKOWA

Jezeli domkniecia dwoch warkoczy sg rownowazne, to mozna przerobié
jeden warkocz na drugi za pomocgq operacji (ktére zmieniajq liczbe pasm
i sg pewnego rodzaju ruchem Reidemeistera typu I)






A) GRUPA Br| WARKOCLZY O n PASMACH (n>1)
. . . . I—-—*'\~/*-—-I

lloczyn pierwszych dwoch warkoczy jest trzecim
warkoczem
B)

Drugi warkocz nie jest rownowazny z pierwszym, ale jest rownowazny z frzecim



GRUPA B, WARKOCZY O n PASMACH
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lloczyn pierwszych dwoch warkoczy jest frzecim warkoczem



Przykiady warkoczy z n=3
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Przyktady warkoczy z n=4
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RELACJE W GRUPIE B,

Kazdy warkocz w grupie B4 moze bycC przedstawiony jako iloczyn
pewnej odwrotnosci warkoczy o1, 02, o3 iich odwrotnosci



Pomiedzy tymi warkoczami o1, 02 oraz o3 zachodzg nastepujgce relacje:

1. ol o3=030]1
2. cloc201=020102
3. 020302=030203

Wszystkie inne relacje pomiedzy warkoczami o, 62 oraz 3 wynikajqg z

powyzszych trzech relacji i aksjomatdw grupy, co mozna zapisac nastepujgco:

B4=<01,02 03101 03=0301,010201=020102,020302=030203>
Mowimy wiedy o prezentaciji grupy B4 za pomocqg generatorow i relacji
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Przyktad potgczenia dwoch 3-
elementowych warkoczy




Przyktad potgczenia dwoch 3-
elementowych warkoczy
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DODAWANIE WARKOCZY

Dodawanie warkoczy polega na naturalnym ztozeniu:
warkocz a ‘ K\
warkocz aB

warkocz B



Branie elementu odwrothego do danego warkocza polega na
odbiciu symetrycznym wzgledem dolnej ptaszczyzny

warkocz aBB

i y

warkocz aBBbbA = e
warkocz bbA = (aBB)~1 (jedynka grupy B3)
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