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% @ Niezmienniki wielomianowe: wielomian ﬁ

Aleksandra, wielomian Jonesa
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% Przed rokiem 1920, byjfo tylko kilka prac
dotyczacych weztéw, gtéwnie autorstwa K. F Gaussa’
oraz Maxa Dehn’a

** Teoria weztéw pojawita si¢ jako odrebna gataz

topologii pod wptywem ). W. Alexander’a

% Obliczanie wielomianéw weztow jest standardowym

sposobem aby zdecydowaé, czy dwa wezly sa
rownowazne

** James Waddell Alexander 11 okreslit swéj wielomian
w 1928 roku. Znacznie pézniej, bo 1969 roku, John
Conway opracowat pewna wersje wielomianu
Alexandera, 12), zwanego dzis wielomianem

A[exandera—Conwaya.




Wielomian Alexandera-Conway’a

/ 0 0
** Wielomian Alexandera-Conway’a, to

zmod}ﬁkowana wersja wielomianu Aleksandra

** Obliczanie wielomianéw Alexandra byto mocno

ucigzliwe, poniewaz dotyczyto oceny uwarunkowar.
Conway to ulatwit, pokazujac, ze moga zosta
zdefiniowane, przez diagram regularny wezta
(z ang. skein relation)




Wielomian Alexandera-Conway’a

%* Wielomian Alexandera-Conwaya Vg (z) dla
wezta K jest wielomianem Laurventa Vi (Z) , co

oznacza, ze dla pewnych warunkéw z ma ujemny

wykjcadnik

X Aksjomat 1: Jesli wezet K, jest weztem trywialnym,
wtedy Vi (z) = 1



Wielomian Alexandera-Conway’a
X Aksjomat 11: Dla SK-reladji (skein relation) D, D_
oraz Dy otrzymujemy ponizszg zaleznogé:
Vb, = Vp_(2) + 2Vp, (2)

Operacja, ktéra zamienia j edenz D+, D-, Dona inny

jest nazwana skein operacja.

Diagramy Conway’a dla SK — Ve[acji:

X D, X D. >< D,

% Uwaga: W dalszej czesci, wielomian Vi (2),

uznajmy jako niezmiennik podczas kaidego z

trzech ruchéw Reidemeistera




Wielomian Alexandera-Conway’a

o Pvzykjcady wielomianu Aleksandera A [ Conway’a Vv

dla wspélnych weztéw sg podane w ponizszej tabeli:

Tréjlistnik x1—1+x x2 4+ 1
Wezet 6semkowy —x 1 4+3—x 1— x?
Wezet 51 x 2 —x1+1—x+x? x4 +3x2+1
Wezet 64 —2x71+5—2x 1—2x?
Wezet 6, —x72+3x71 -3+ 3x —x? —x*—x2+1




Dana wlasno$é wezta (splotw) jest jego
niezmiennikiem, jezeli nie ulega zmianie
podczas zadnego z trzech vuchéw§ &
Reidemeistera D

\1‘

** Ruchy Reidemeistera1 typu

T (oL
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%* Ruchy Reidemeistera 111 typu




*%* Z tego wynika, ze gdy dwa sploty sg
réwnowazne, wtedy niezmiennik jest
zgodny dla obu splotéw.

** Zwykle stwierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe, {j. istniejg nieréwnowazne

sploty o zgodnych niezmiennikach




Twierdzenie:  Niech Ou bedzie  splotem
trywialnym o p ogniwach, wtedy: VOM (z)=0dla

h=2

Dowéd.:
Vp,(2) = Vp_(2) + 2z Vp, (2)
dla ponizszego sp lotu ‘trywia[nego:




Otrzymujemy:
Dy = Dou_1 D = Dolu_1 Do (2) - Dou

Wiee: Vp N (z) = Vp (2,
zVp,(2) =Vp,(2) — Vp_(2)=0

Z czego wymka ze:
70, (2)=Vny (2) =0




Drzewko skein diagramu  dla prawego
tréjlistnika:




Vo,

-1
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-1-14+z-1- -0+ z2
1+ 72

Vs,




Vo =1-Vp +2-1-Vp + 22- U,
“1-1+z-1-0+4+ 2z% -1
-1+ z?

1

Klasyczny wielomian Alexander'a Ak (t) otrzymuje sie

przez pods’caw lenie:
7 = t1/2 _ $-1/2

do wielomianu Alexandera-Conway'a, w zwigzku

z tym:

Vs, =14 (t12 —¢t7Y/2)"
-1+t -2+ ¢t
“tT -1+t



V41=1 'V01+Z'1' VOZ_ZZ'Vol
-1-14+2z-1-0—2%-1

-1—2z?

Wiec: A, =1 — (£¥/2 - t71/2)°
1—-t+2—t1=—t14+3-1¢




V=1 Vo, + 2% Vy

=04 z%-z= 73

Vsz = (t1/2 _ t—1/2)3

= —t73/2 4+ 3¢V — 342 4 132
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Wiasciwoéci wielomianu Alexandera—Conwa a

* Dla kaidego sp lotu K, mamy:
7,(0) = V,(0) = (u=1)

** Dowdd: Skein Ve[acja
Vp,(z) = Vp_(2) + 2Vp, (2)

Oznacza to, ze:

Vb, (0) = VD_(O)




Wihasciwoéci wielomianu Alexandera-Conway’a

Zgodnie z tym, wartoé¢ V (O) pozostaje bez
zmian, gdy typ skrzyzowania ulega zmianie.

Zmiana wystarczajaco wielu skrzyzowai zamienia

dowolny wezet w wezet trywialny. Z tego wynika:
V.(0) = Vou (0)



Whasciwoéci wielomianu Alexander’a-Conway’a

% Dla danego splotu L, otrzymujemy

A (1) = (WL) =1)
Dowéd: Okredlilismy wielomian Alexander'a Ap (t)

przez rownanie:
1 1

AL(t) = Vi (tz—t 2
Biorgc pod uwage zafozenie:

7,(0) = 7p,(0) = (u=1)

Otrzymujemy:
AL (1) = V,(0) = (ulL) =1)



Wielomian Jonesa

* Na poczgthku lat go-tych matematyk z UC
w Berkeley, Vaughn Jones odkryt nowa droge do
rozrdznienia weztéw od siebie.

Za te prace otrzymat medal Fieldsa, najwyzszg

nagrode w matematyce (odpowiednik Nagrody

Nobla). Przypisuje ona wielomian do kazdego wezta

Jesli wielomiany sa rézne wezty sa rézne. Jest to
mozliwe dla réznych weztéw, aby mieé¢ taki sam
wielomian Jones’a ale zdarza sie rzadko. Wielomian
ten jest nadzwyczaj dobra metodg do rozrézniania

weztéw.




Wielomian Jonesa

% Wielomian Jones'a Vi (t)dla wezta K Jest

wielomianem Laurenta od zmiennej \/E, co
oznacza, ze dla pewnych warunkéw vt moze
mie¢ wyktadnik ujemny.

Dla vt~ mamy t

Aksjomat 1: Jesli K jest weztem trywialnym,
wtedy Vi (t) =1




Wielomian Jonesa

o Aksj omat 1: Dla skein re[ac_:ji dlagraméw
D, DyD_
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Wielomian Jonesa

o Aksjoma’c N: Dla skein Velacji diagramc’)w
D, Dy D_
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1 1
n Vp, () — tVp_(t) = (ﬁ - T) Vp, (t)




Wielomian Jonesa

Vp, (t) = t*Vp_(t) + tzVp, (t)

* Vp () = t72Vp, (t) =t 2V, ()

Gdzie z:
1
Z = (\/E — \/_E)



Wielomian Jonesa

% Dla trywialnego splotu 0, o p ogniwach mamy:
_ 1)\
Vo, (t) = (=D ! <\/Z+\/_f)




Wielomian Jonesa

¢ Drzewko skein diagramu dla wezta 6semkowego

V(41) () = t2V(0)(t) + =12V (0,)(t) — z*V (01)(¢)

) 1 1 1\’
- (v ) (e - (e )

=t -t +1-t+t?



Vaughan F. R. Jones przypisat kazdemu splotowi

zorientowanemu L wielomian Laurenta V, (t ) zmiennej

Vt:
vt o (VE) He (VD) oo o (VD) +eo (VE) .

o wspdtczynnikach catkowitych ¢; = ¢ (L), przy czym
C; #0 dla skoﬁczonej liczby indekséw i = 0, +1, +2, . . .,

apozatym Cj =0




Twierdzenie Jonesa
Wielomian Vy, (t) jest niezmiennikiem
splotéw: V; (t) = V1, (1), . ci(L) = ¢; (L),

gdy sploty L oraz L' sg ze sobg
réwnowazne.




Definicja wielomianu Jonesa

Wielomian Jonesa splotu zorientowanego L:

1-—
V=8 P (—t— DL erace p (B)
X jest warkoczem o 72 pasmach, ktérego zamknieciem

Jest L

X jest sumg wyktadnikéw w przedstawieniu

warkocza fza pomoca generatoréw oy , ..., o ~1

grupy n-warkoczy, n 22
 trace o(f) jest $ladem macierzy Burau o §) warkocza 4







u rozsuptanego
X choZonego z dwéch sk{adowych:

OO

We wzorze:
t™V, @) =tV _ () = (£z t_%)VLO (1)

Wielomian Jonesa splol

mozemy przyjac, ze:
Lo =20 orazL,=L_=0
co daje:

O = (¢ =) (¢1/* - 1:‘1/2)_1 =




Wielomian

z{ozonego Zn Sl’&&dO\V}/Cl’l n=1:

OO,

Vio(t) = (—1)n—1(t-a rez)




Dalsze wlasnoéci wielomianu Jonesa

% Wielomian Jonesa wezta, czy splotu Z majacego

nieparzysta liczbe sktadowych, jest wielomianem

Laurenta zmiennej ¢
Vi(t) = ot c ot ™2+ c gt g+ gt + cpt? + -,

0 wspé{czynnikach ca’ckowitych ci = ¢; (L),
przy czym C;=#o, tylko dla skoriczonej liczby indekséw ¢

=0,#,42,...




Dalsze wlasnoéci wielomianu Jonesa
V,(1)=(=2)""1, gdy splot L man

sktadowych, n =1

* V() #0,7. co ngymnie) jeden

wspé{czynnik c;(L) # 0
S Vi, () = V, (0V,, () dla dwéch

sp lotéw L, oraz L,




Wielomiany Jonesa tréjlistnikéw

** Prawoskretnego: V(t) = t + t3 —

t4

** Lewoskretnego : V(t) = t™ 4 ¢t73 + ¢t

Znajac jeden z tych wielomianéw Jonesa,

dmgi mozna

obliczyé zastepujac £ przez t=* w znanym wielomianie




Wielomiany Jonesa tréjlistnikéw

** Lewoskretnego : V(t) = t™1 4¢3 + ¢t

Znajac jeden z tych wielomianéw Jonesa, drugi mozna

obliczyé zastepujac ¢ przez t=* w znanym wielomianie




Obliczenie wielomianu Jonesa tréjlistnika lewoskretnego

[ ; 2 ) it~ 1(t11"3 $ 1;2]@ —I_I{IHE ¢ 1}2]@

@ @




Wielomiany Jonesa splotéw

o Hopfa O

V() =VE+ (VE) = (1 + t2E




Wielomiany Jonesa splotéw
%* Pierécien Bromoeuszy

Vi) =—-t3+3t?—-2t+4—-2t71+3t7%2 -3




Wielomiany Jonesa splotéw
** Whiteheada

N =-(8) " + (VD) —2vE+ (VD) -2(ve) + (ve)’
= (—1+t—2e2+t3 =24+ 5{E)
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Wielomian Aleksandra Wielomian Jonesa

(=1}[1 = 1+1] (1)1 +04+1-1]

(—1)[-1+3-1] | (=21 —1+1—1+1]
(—2)1-14+1-1+1] (2l +0+1=1+1-—1]
(—1}[2—3+12) (Il =1 +2=1+1=1]
(—1)[-2+5—2] (-2I1—-1+2—-2+1—1+1]

[ (-2 [-1+3-3+3-1] (=ll=1%2=242=2+41]
(=21l =3 &5=3+1] (-3|-1+2-24+3-24+2-=1]
(=3l —-14+1-14+1=1+41] @Bl+0+1—-14+1-1+1-1]
(—1)[3 -5+ 3 (Ijl=1+2=242=1+1=1]
(—2)2-3+3-3+17] (Rl=142=24+3=2+1=1]
(=1)[4 = T+4] (Ll—24+3—-243—-24+1-1]
(-2)2=4+5—-4+12) (2l —-14+3—-34+3-342-1]

| (=2)[=1+5=T+5=1] (-1l —-2+3—-3+4—3+2-1]
(=2l =5+9=54+1] E—M—1+3-3+d—4+3—3+ﬂ
(=L-3+T-3] -2l —-1+2-24+2-24+1-1+1]
(—3)[-1+3-3+3-3+3-1] (Ol =142=243=342=24+1]
(—1)[—4+9—4] (=4)[1 =142 =343 =342=141]
[(=2)[=2 45 =55 =17 | (=3)[1-142-34+3-34+3-241]
[(=3[=1+3=d+5=4+3=1 [ [ML-1+3-3+F—-4+3-2+1f
{7ﬂFa+ﬁ—7+s—ﬂ (=143 =d+d=ddd=2+1]

(-31—-345—-5+5—-3+1) (=2)[=142=2+d=dpd=042=1]
[ (=2)2~64+0—6+2] (—3)[-1+2=3+5—-4+4—-3+2-1]
(—3|-14+3-5+T-5+3-1] (=4)l =24 3=445=d4+3-241]
(31 —3+6—-T+6—3+1] (==l +2=3+5—d+5—4+2~1
(—2)[-2+T7—-2+T7—2| (=1)[l=24+4=d4+5=5+3-=241]
(-2l =T+ 13=T+1] (=4}l -2+4—-54+5-565+4—2+1]
(-2)})2—-T+11=T+3) (=3)=14+3—4+5-6+5=3+2-1]
(—2)[-2+8-11+8-1 (=1l =24+4=5+6=-0+4=2+1]
| (—2)[3—8+11—8+ 3 (2 =2+ 5=54+6=-8+4=-3+1]
(-3l —-4+8—-9+8—4+1] (=2)[-14+3—-4+6-6+6-=5+3-=1]
(—3)[-1+4—-8+11-8+4-1] (=4)l =3 +5—-64+T=68+5=3+1]
(=3)[=L+5=10+13=10+5=1] | (=4)[l —4+6E—-T+9—-T+6—4+1]
(=3}l =14D%14+D=11] | (AL +0+1+0+0+1]
{(—-2)1-243-=24+1] (—1}[-1+2—=1+2—-1+1—1]

Bey | {—2)[-14+4—-5+4—-1] (L)2=24+3=3+2=2+1]
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