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W matematyce wezty to zamkniete

petle umieszczone w przestrzeni
trojwymiarowej, czyli zaplatane sznurki
Z potgczonymi koncami.

-Jak stwierdzic, czy z jednego utozenia
sznurka mozna przejs¢ do drugiego?
-Oczywiscie nie zawsze mozna, poniewaz
wiekszos¢ weztow nie daje sie rozplatac do
okragtej ("trywialnej") petli
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Pojecie splotu

* Splot L to suma skonczonej ilosci weztow wzajemnie
roztgcznych, zwanych sktadowymi splotu, ktére mogg byc
zasuptane i splecione ze sobg. Wezet jest splotem o jednej
sktadowe;j.

* Po wybraniu orientacji w kazdej sktadowej danego splotu
mowimy juz o splocie zorientowanym.



Rownowaznosc weztow |
splotow

* Jak matematycznie wypowiedziec fakt, ze dwa wezty (sploty)
sg podobnie zasuptane (zasuptane i splecione ze sobg)?

 Dwa wezty (sploty) sg rownowazne, jezeli jeden na drugi
mozna przeksztatci¢ za pomocg skonczonej liczby
nastepujacych trzech ruchéw opisanych przez K.
Reidemeistera w 1926 roku.



Ruchy opisane przez K.
Reidemeistera w 1926
roku
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Wezet rozsuptany :

LD
£3 > ,
3 > .
|
» A

« Moéwimy, ze wezet (splot) jest rozsuptany, jezeli
jest rownowazny z okregiem (suma okregow
parami roztgcznych) potozonych na
ptaszczyznie. W przeciwnym razie mowimy, ze
iest on zasuptanv.
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Czy ten splot jest rozsuptany ___R&

czy zasuptany?




* Kazdy wezet o dwoch skrzyzowaniach jest
rozsuptany co tatwo mozna stwierdzic za
pomocg ruchow Reidemeistera.
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* Ten wezet o pietnastu skrzyzowaniach tez jest
rozsuptany
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* Dana wtasnosc wezta (splotu) jest jagas®
niezmiennikiem, jezeli nie ulega zmianie

nodczas zadnego z trzech ruchow

Reidemeistera.

* Jezeli wiec dwa sploty sg rownowazne, to
niezmiennik jest zgodny dla obu splotow.
/wykle stwierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe, tj. istniejg nierownowazne sploty
o zgodnych niezmiennikach.




e Jedli jednak niezmiennik rézni sie dM
splotow, to sploty te nie sg ze sobg
rownowazne. Taka jest wtasnie rola

niezmiennikow: wskazac, ze dane sploty nie s3
ze sobg rownowazne.



* Niezmienniki te stuzg do wskazania%ee®#a
wezty, czy sploty, nie sg podobnie zasup’rane
Znajdujg tym samym zastosowanie przy
rozwigzywaniu problemoéw natury
klasyfikacyjne;j.



Vaughan Frederick Randal
Jones

e W 1984 roku Vaughan F. R. Jones przypisat
kazdemu splotowi zorientowanemu L wielomian
Laurenta V (t) zmiennej Vt:

e (V) P (V) Tt e (VE) H o (VE) 2+
* 0 wspbiczynnikach catkowitych ¢, = c(L), przy czym

ci 6= 0 dla skonczonej liczby indeksow i =0, 1,
+2,...,apozatymci=0.



Twierdzenie Jonesa

* Wielomian V|(t) jest niezmiennikiem splotéw:
V| (t) = V|,(t), tj. ci(L) = c,(L O ), gdy sploty L oraz
L, S ze sobg rownowazne.



Definicja wielomianu
Jonesa

Wielomian Jonesa splotu zorientowanego L:
V (t) := (V t) 1n*e®) (-t — 1) "L trace p(B)

B jest warkoczem o n pasmach, ktorego zamknieciem
jest L.

e(B) jest suma wyktadnikow w przedstawieniu
warkocza 3 za pomocg generatoréw o, . .., G,_, Erupy
n-warkoczy, n 2. trace p(B) jest sladem macierzy Burau
p(B) warkocza PB.



Jak okresli¢ warkocz B,
ktérego zamknieciem jest
dany splot L?




Twierdzenia Alexandera i
Markowa

* Kazdy wezeft (splot) ma postac zamknieteo
warkocza.
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Twierdzenie Markowa

 Dwa warkocze, by¢ moze o roznej ilosci pasm,
po zamknieciu sg rownowazne jako wezty
(sploty) wtedy i tylko wtedy, gdy warkocze te
powstajg jeden z drugiego przez skonczonga
ilos¢ dwoch typow ruchow, zwanych dzis
ruchami Markowa.



SK-relacje dla wielomianow __
Jonesa

 Wielomian Jonesa wezta rozsuptanego
e Vo(t) = 1.

o tIV, (t) - tVL-(t) = (t V2 -t "Y2)v, (t) dla
dowolnych trzech splotow zorientowanych L,,
L_, Ly roznigcych sie od siebie tylko w jednym

fragmencie splotu: (C‘)

AAX

PV stV se= i pryem
Vo-=1



Wielomian Jonesa splotu
rozsuptanego

e ztozonego z dwoch sktadowych:

* We wzorze:

t —1V|_+(t) — tVL— (t) — (t 1/2_t —1/2)VLO(t)
* mozemy przyjac, ze Ly=20o0razl,=L_=0,co
daje
V, (t) = (t 1-t)(t V2 -t 12) 1= —t-1/2_1/2







Pojecie grupy

Grupg nazywamy strukture (G,-), spetniajgca
warunki:

dziatanie - jest taczne, tzn. x - (y - z) =(x - y) - z
dla wszelkich x, y, z € G;

istnieje element neutralny, tj. taki element e €
G,zex-e=e-x=xdla kazdego x € G;

kazdy element x € G ma element odwrotny, tj.
taki elementx 1€ G,zex-x1=e=x"1-x.



Grupa Bnwarkoczy o n
pasmach, n>1

T = A~

Drugi warkocz nie jest rownowazny z pierwszym,
ale jest rownowazny z trzecim.
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lloczyn pierwszych dwoch warkoczy jest trzecim

warkoczem o =
e S S



Grupa diedralna Dn

Dla n =2 3 symbolem Dn oznacza sie grupe
wszystkich symetrii wtasnych n-kata foremnego.

Ma ona doktadnie 2n elementow.
Np. dla n =6 to nicinnego jak wspomniana grupa
obrotow dysku szesciokatnego.




Grupy liczbowe (R, +), (R+, ),
(QI +)I (Q+I .)I (ZI +)

* Grupy reszt modulo n Zn 0znacza grupe moiliwyh
reszt z dzielenia przez n, tj. zbior {0, 1,...,n-1}z
dziataniem dodawania modulo n.

* Na przyktad:

Tabelka dziatania w grupie (Z;, +)
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Grupy permutacji Sn

* Dla kazdego n € N symbol Sn oznacza grupe
permutacji zbioru {1, 2, . .., n}, z dziataniem
sktadania permutacji.

* Grupa Sn ma n! elementow.
Przyktad: g:(123) T:(123)
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Grupy warkoczy Bn



e Niech n € N.

* Symbol Bn 0znacza zbidor wszystkich warkoczy,
ztozonych z n strun rozpietych pomiedzy n
punktami potozonymi na dwoch rownolegtych
ptaszczyznach. Warkocze utozsamiamy
,homeomorficznie”.



Przyktady warkoczy z B, i B,
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Dodawanie warkoczy
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e polega na naturalnym ztozeniu:
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warkocz aB

warkocz B



Branie elementu odwrotnego_
do danego warkocza

* polega na odbiciu symetrycznym wzg|ede
dolnej ptaszczyzny:

LI

warkocz aBB

%g warkocz aBBbbA = e

warkocz bbA = (aBB)~1 (Jedynka grupy Bs)




lzomorfizm grup

lzometrie szachownicy:
identycznosc e,

obrot r o kat 180° wokot srodka,

symetrie q, i g, wzgledem .
Y /

zaznaczonych diagonali N\ ,




* Grupa izometrii szachownicy a
grupa liczb {1, 3, 5, 7} z
dziataniem mnozenia modulo 8

e r q1 q

e r di qz
r re q2
di || 91 q2 €

G || 91 q2 r e

=] 0 W =

~N G W ||
O~ = Wl w
W = ~ G| >
= oW G|~

Te dwie struktury sg identyczne w sensie teorii grup.

Definicja Grupy (G, ) i (H, *) nazywamy

izomorficznymi, jezeli istnieje takie wzajemnie

jednoznaczne odwzorowanie
f:G>H,zef(x-y)=1f(x)=*f(y).



Obiekty proste w teorii
grup

Kazdy warkocz mozna wygenerowaé za pomocg =
najprostszych warkoczy typu a i A. Doktadniej mowigc:
grupa warkoczy Bn daje sie wygenerowac za pomocg n-
1 warkoczy prostych oraz warkoczy do nich
,odwrotnych”;

grupy (R, +) nie da sie wygenerowac za pomoc3a
skonczenie wielu elementow;

grupa (Z, +), oraz wszystkie grupy (Z,, +), sa
generowane przez 1 element (przez jedynke). Taka
grupg jest na przyktad grupa symetrii piramidy, ktora
jest izomorficzna z (Z,,, +).



 Matematyk to ktos, kto
dostrzega analogie miedzy
twierdzeniami, dobry
matematyk — analogie
miedzy dowodami, wybitny
matematyk — analogie
miedzy teoriami, zas
genialny matematyk —
analogie miedzy
analogiami.

Stefan Banach (1892-1945)




Zrédta:

http://www.marynka.edu.pl/images/files/pdf/
innowacje/matematyka_wielomiany.pdf
http://www.msn.ap.siedlce.pl/smp/msn/12/39-43.pdf
http://www.math.edu.pl/permutacje
http://www.impan.pl/~tkoch/talks/pi_%282012%29.pdf
http://www.ms.unimelb.edu.au/publications/Chiodo.pdf



