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réwnowazno$¢é weziéw,
wezly trywialne.
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twierdzenie o r6wnowaznosci
weziéw.
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Czym jest wezel?

Wezet to dowolna
konformacja liny, ktore;
konice zostaly ztaczone.




Jak otrzymacé wezel?

Mozemy go otrzymac splatajac ze soba dwa konce dowolnego sznurka.

Rys. 2 Tworzenie wezta matematycznego.
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Czym jest wezel?

J Matematyczna definicja: dowolna krzywa zwykla
zamknieta zanurzona w R?,

d Wezel jest zamknieta, jednowymiarowa
i nie krzyzujaca sie krzywa w przestrzeni
tréjwymiarowej. Z bardziej teoretycznego punktu
widzenia wezet jest homeomorfizmem
odwzorowujacym okreg w przestrzeni
trojwymiarowej.




Wezel trywialny

Wezlem trywialnym nazywamy wezet rownowazny okregowi
na plaszczyznie.




Wezel trywialny

d Wezel trywialny mozna otrzymac poprzez
rozprostowanie linie i upewnienie si¢, Ze nie ma na
niej zadnej petelki. Ostatnim etapem jest ztaczenie jej
konicow.

d Inne okreSlenie wezla trywialnego wywodzi sie
z jezyka angielskiego - niewezel (unknot).




Homeomorfizm

Przeksztalcenie, ktére dowolnie Sciska, rozciaga,
wygina lub skreca figure, nie robi jednak w niej
dziur, nie rozrywa jej ani nie skleja jej fragmentow.
Inaczej] moéwiac, przeksztalcenie to na ogoét zmienia
pierwotny ksztalt i rozmiar figury, zawsze jednak
zachowuje potocznie rozumiang cigglos¢ i spoistosc.

Rys. 3 Kubek i torus sq wzgledem siebie homeomorficzne.




Diagram wezla

Wezly reprezentuje si¢ przy pomocy ich rzutu regularnego na ptaszczyzne.
Niech p:R3—R? bedzie rzutem, a K wezlem w R’ Punkt x e p(K)
nazywamy wielokrotnym jezeli p-1(x) zawiera wiecej niz jeden punkt.

tunel

most

Rys. 4 Wezef oraz jego diagram.



Diagram wezla

Jesli K jest weztem lub splotem to mozna powiedzie¢, ze p(K)= K jest
rzutem K. Jeéli K ma nadang orientacje, to K tez ja przejmuije.

Otrzymany rzut jest
diagramem réwnolegltym w
przestrzeni
dwuwymiarowej.




Rzut regularny wezla

Rzut wezla nazywamy regularnym jezeli:

1. Jest tylko  skonczona  ilo§¢  punktéw
wielokrotnych i wszystkie punkty wielokrotne sa
podwodjne.

2. Zaden wierzchotek wezla wielosciennego nie jest
przeciwobrazem punktu podwodjnego.

Rys. 6 Przypadek c i d sq niedozwolone.




Diagram regularny

Diagram regularny potwierdza jak dany wezet lezy
W przestrzeni trojwymiarowej. Ponadto przestawia
wezel w postaci przestrzennego diagramu na
plaszczyznie.



Deformacje wezla

Skrzyzowania typu a oraz b, moga znajdowac sie
na diagramie regularnym.

Rys. 8 Przyktady skrzyzowan w diagramie regularnym.

Gdy mozliwe jest usuniecie z diagramu
skrzyzowania, w  wyniku zastosowania

pojedynczego skrecenia to taki rzut nazywamy
rzutem regularnym zredukowanym.




Deformacje wezla

Wezly mozna, rowniez przestawiac na sferze.

Rys. 9 Wezty K i K’ sq rownowazne.
Nastepuje zamiana: R3—S°



Elementarne deformacje wezla

Wezet K jest elementarng deformacja wezta L, jesli

jeden z dwoch wezléw jest okreslony sekwencjq

punktow (py,p, ...,P,) Natomiast drugi z nich opisuje

sekwencja (py,p1, Py -- - Prn) gdzie:

1) py jest punktem nie wspélliniowym z p; i p,
oraz

2) Trojkat o wspdlrzednych (p,p.p,) Przecina
wezel okreSlony przez (pyp,.--Pn) jedynie
w przedziale [p,,p,]

Rys. 10 Przyktad elementarnej deformacji.




Elementarne deformacje wezla

4

m

rozrywania
"

\m

sklejania
"

Rys. 11 Kolejne etapy przeksztatcania plastelinowego obwarzanka w kubek z uszkiem.



Elementarne deformacje wezla

Wykaz, ze ponizsze obiekty sa rownowazne plastelinowo.

Rys. 12 Szereg bryt.



Elementarne deformacje wezla

Wykaz, ze ponizsze obiekty sa rownowazne plastelinowo.

Rys. 13 Deformacje przestawiajgce dowod na rownowaznosc¢ dwoch pierwszych bryt.



Réwnowaznos$¢é wezléw

d Wezel nie wulega zmianie, w  wyniku
przeprowadzenie tylko jednego elementarnego
ruchu. Jednak jesli przeprowadzimy ten proces
kilkukrotnie, w r6znych miejscach mozemy uzyskac
catkiem inny wezel.

O Przykladem jest para wezlow, zwana para Perka

od ich odkrywcy.




Réwnowaznos$¢é wezté6w

Przez 100 lat uwazano, ze wezly K; oraz K, sa od
siebie r6zne. To twierdzenie obalit Amerykanin K.K.
Perko, ktory w 1970 roku, dzieki wykonaniu
znacznej liczby elementarnych ruchow przeksztalcit
K; w K.

Rys. 14 Para Perka.

Pozwala to na stwierdzenie, iz wezly
K;1 K, sa rownowazne.




Réwnowaznos$¢é wezléw

DEFINICJA :
Wezet K jest rownowazny (réwny) wezlowi K,
jesli jest mozliwe otrzymanie wezla K z wezta K’

poprzez  zastosowanie  skonczonej  liczby
elementarnych ruchow wezta.

Rys. 15 Dwa rownowazne wezly.




Réwnowaznos$¢é weztow

DEFINICJA :

Dwa wezly lub sploty sa rownowazne, jesli
istnieje homeomorfizm: S3—S3
przeprowadzajacy jeden w drugi.

» gdzie S jest powierzchnig kuli z punktem
nieskonczonosci




Réwnowaznos$¢é wezléw

TWIERDZENIE :

Jesli dwa wezty - K, oraz K, lezace w S; s
rOwnowazne, to ich dopetnienia S; - K, oraz
S; - K, sa homeomorficzne.




Réwnowaznos$¢é wezléw

Dwa wezty K, i K, sa rownowazne, jezeli K; moze
zostac przeksztalcone w K, zgodnie

z funkcja ciagta F [0,1] X [0,1] —» R3,

gdzie:

F(0,%) = K;(x)

F(1,x) = Ky(x)

Rys. 16 Czy te wezly sq rownowazne?




Czy te wezly sa rownowazne?




Czym jest splot?

Splot L to suma skonczonej iloSci weztow
wzajemnie rozlacznych, zwanych skladowymi
splotu, ktére moga by¢ zasuplane i splecione ze
soba. Wezel jest splotem o jednej sktadowej.

Rys. 18 Przyktady splotow.




Réwnowaznos¢ splotow

Dwa sploty L = {K, K,,...,K_} oraz L ={K";, K',,..., K.} sa rownowazne

jesli sa spelnione nastepujace warunki:

1) m = n, taka sytuacja ma miejsce, gdy L i L posiadaja taka sama
liczbe czesci sktadowych

2) Zamiana L na L’ nastepuje poprzez zastosowanie skonczonej liczby
elementarnych ruchéw wezla.

Przyktad:
Zamiana: K; —» K’

Zamiana: K — K, (m=n)




Réwnowaznos¢ splotéw

Warunek 2, mozemy zastapic¢ nastepujacym zatozeniem:

2') Istnieje taki auto-homeomorfizm ¢, ktéry zachowuje orientacje R®
i przeksztalca :

¢ (K;) =K',
oK) =K',,.....,
¢ (K,) =K',

Ponadto, rownowaznos$¢ splotow moze byé rOwniez zwiazana z
kolejnoscia numerowania ich ogniw. Na 0g6l, jednak nie bierze sie tego
pod uwage, gdyz moze ona ulegaé zmianie.




Réwnowaznos¢ splotéw

Zwykle dlatego wprowadza sie inne twierdzenie zastepujace 2"

2A) Istnieje taki auto-homeomorfizm ¢, ktéry zachowuje orientacje R3
i przeksztalca zbior:

K,u... UK, —» Kju... UK




Réwnowaznos¢ splotéw

Zmiana kolejnoSci numerowania ogniw splotu L powoduje, ze
warunek 2 nie jest zachowany. W takiej sytuacji jest on zastepowany
warunkiem  2A,  ktérego  zalozenia sg  spelnione ~
sploty Li L’ s3 rownowazne.




Ruchy Reidemeistera

d Do zmiany struktury systemu skrzyzowan przy
zachowaniu typu wezla stuza trzy elementarne ruchy
zwane ruchami Reidemeistera.

d Dwa diagramy weztow sa rOwnowazne, jesli od
jednego do drugiego mozna dojs¢ przy pomocy
skonczonej ilosci ruchéw Reidemeistera (Ri) lub ich
odwrotnosci.




Ruchy Reidemeistera




Pierwszy ruch Reidemeistera

Rys. 22 Pierwszy ruch Reidemeistera.




Drugi ruch Reidemeistera

Rys. 23 Drugi ruch Reidemeistera.




Trzeci ruch Reidemeistera




Twierdzenie Reidemeistera

TWIERDZENIE :

Jesli D1 i D2 sa diagramami splotow, ktore
odpowiadaja temu samemu splotowi, wowczas
istnieje ciag ruchéw Reidemeistera oraz izotopii
planarnych przeksztatcajacych jeden z
diagramow w drugi.




Czy dane wezly sa rownowazne?

-

Rys. 25 Wykaz rownowaznosc¢ podanych weztow.




Czy dane wezly sa r6wnowazne?
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Rys. 26 Cigg ruchow Reidemeistera prowadzqgcych do przeksztatcenia wezta pierwszego do ostatniego.




Rys. 27 Cztery diagramy, bedgce czterema roznymi postaciami jednego wezta.



Réwnowaznos$¢é weztow

Diagramy przedstawione na poprzednim slajdzie,
uzyskano stosujac ruchy Reidemeistera.

Rys. 28
Petna
lista ruchow
Reide-
meistera.

Dwa diagramy reprezentujq ten sam
wezel, wtedy i tylko wtedy, gdy mozna
jeden na drugi przerobi¢ za pomoca ciggu
ruchow Redemeistera.




Réwnowaznos$¢é weztow

Czy podany uprzednio cigg ruchow Reidemeistera
wymaga uzupetnienia o ruch na Rys. 237




Rys. 3 ruch Reidemeistera.



Réwnowaznos¢é weziéw

Dwa diagramy reprezentuja ten sam wezet, rtowniez wtedy, gdy mozna
jeden przerobi¢c na drugi poprzez deformacje diagraméw na
plaszczyznie.

Rys. 30 Rownowazne diagramy powstate w wyniku deformacji diagramow na ptaszczyznie.

Diagramy na Rys. 30 reprezentuja to samo i nie wymagajq stosowania
ruchéow Reidemeistera, w tym przypadku wystarczy odpowiednia
zmiana ksztattu.




Rozmaitosci niskowymiarowe

Teoria wezlow jest zwigzana z topologia rozmaitosci
niskowymiarowych. Wniosek ten oparto na
nastepujacych zatozeniach:

1) Stera 3-wymiarowa bez wezla jest rozmaitoscia
3-wymiarowgq, ktdéra jednoznacznie okresla zasuplanie
wezla: dwa wezly sa podobnie zasuptane wtedy i tylko
wtedy, gdy sfera bez jednego wezla jest podobna
(homeomorficzna) do sfery bez drugiego wezla. Dla
splotow o dwoch i wiecej sktadowych podobny wynik
nie jest prawdziwy.




Rozmaitosci niskowymiarowe

2) Konstrukcja Seiferta przedstawia kazdy wezel
(splot), jako brzeg rozmaitosci 2-wymiarowe;
zorientowanej, co pozwala na okreSlenie genusu
wezla (splotu) jako pewnej liczby naturalnej: 0,1,2,...
Genus jest niezmiennikiem: dwa wezly (sploty)
podobnie zasuplane maja ten sam genus. Zatem
dwa wezly (sploty) o réznych genusach nie s3
podobnie zasuptane.
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RozmaitoSci niskowymiarowe

3) Kazda rozmaitos¢ 3-wymiarowa mozna otrzymac
ze sfery 3-wymiarowej za pomoca chirurgii
wykonanej wzdluz splotu: wokot kazdej sktadowej
splotu wycina sie tube (pogrubiony wezet) i wkleja
z powrotem, skrecajac ja w okreslony sposob.




RozmaitoSci niskowymiarowe

4) Dwa wezly polozone w sferze 3-wymiarowe;
naleza do tej samej klasy konkordancji, jezeli
stanowia brzeg wygietej, lokalnie plaskiej bocznej
powierzchni  walca  zanurzonej w  kuli
4-wymiarowej. Zbidr wszystkich wezlow dzieli sie
na klasy konkordancji, ktére tworza grupe
(z dodawaniem okreSlonym przy uzyciu sumy
spojnej wezléw) badana w topologii rozmaitosci
4-wymiarowych.

4
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Grafy Taita

Wspolczesna teoria weztow ma swoj
poczatek w poéznym okresie XIX w.
kiedy to Tait, Little oraz inni
probowali utworzy¢ tablice weztow
uporzadkowanych wedtug liczby
skrzyzowan.

Rys. 32 Fragment tablicy weztow.



Grafy Taita

Kazdy diagram splotu D 2z kolorystyka szachownicy
odpowiadajacy grafowi na plaszczyznie o krawedziach
opisanych jako G nazywany jest grafem Taita.

Rys. 33 Przeksztafcenie splotu na graf na ptaszczyznie.

Wierzchotki - Czarne regiony
Krawedzie - Skrzyzowania



Grafy Taita
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