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Teoria weztéw to dziedzina matematyki, ktéra wchodzi w

sktad topologii. Topologia to czes¢ matematyki, ktéra zajmuje
sie badaniem ksztattéw. Obiektami zainteresowania teorii
weztdw sq krzywe zamkniete, zanurzone w tréjwymiarowej

przestrzeni, ktére nazywamy weztami.




WSTEP

Fizyczne modele wezlow mozemy otrzymaé splatajgc
kawatek sznurka i zawiqzujqc jego konce.




WEZEL TRYWIALNY

Najprostszym znanym wezlem jest
wezel trywialny

1 Oznacza to, ze jest on rtOwnowazny
okrggow1 potozonemu na ptaszczyznie
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WEZEL TRYWIALNY

1910 rok

Intuicyjnie wydaije sie oczywiste, ze
istniejq nietrywialne wezty. Jednak
mimo, ze teoriq weztdw matematycy
interesujq sie juz od kilkuset lat
pierwszy przekonujgcy dowéd tego
faktu (autorstwa Maxa Dehna)
pochodzi dopiero z 1910 roku.

Joel Hass




WEZEL TRYWIALNY
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Najprostsze przyktady nietrywialnych weztéow
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WEZEL A SPLOT

W potocznym rozumieniu stowa ,wezet” i ,;supet” sq
synonimami i kojarzq sie z zaplgtanym sznurkiem. W
matematyce oba pojecia sq blisko ze sobq zwigzane, jednak

nie sq identycznel




WEZEL A SPLOT

*Przypomnijmy najpierw, ze wezet to homeomorficzny obraz
okregu w przestrzeni

*Wezty otrzymujemy wiec poprzez umieszczenie okregu w
przestrzeni na rézne sposoby

*Uzywajqc interpretacji sznurkowej: wezet powstaije, gdy
kawatek sznurka zapleciemy w dowolny sposdb, a nastepnie

skleimy jego konce




WEZEL A SPLOT

*Kilka weztéw tworzy splot, a poszczegdlne wezty
nazywane sq jego oghiwami

*Sam wezet zatem jest szczegdinym przypadkiem

splotu




Jak mozemy zdefiniowaé splot?

Nalezy zamiast jednego kawatka sznurka uzy¢ kilku.

Kazdy wezet powstaty z jednego kawatka sznurka
wchodzqcy w sktad splotu nazywamy skiadowq spojnq




boromejskie.

Obok przedstawiono
kilka przyktadéw
/_\ splotéw: splot Hopfa i
\_/ pierscienie




DWUWYMIAROWE DIAGRAMY

UMatematycy, ktorzy zajmujg si¢ teorig wezidw, najczesciej nie operujg na
trojwymiarowych splotach, tylko na ich dwuwymiarowych diagramach.

Kazdy diagram splotu sktada si¢ z kilku ptaskich krzywych zamknietych (tzn.
krzywych, ktora nie majg koncow), ktére przecinajg si¢ w skonczonej ilosci
punktow.

W punktach przecigcia zawsze zaznaczamy, ktory kawatek sznurka idzie gora,
a ktory dotem.




DWUWYMIAROWE DIAGRAMY

Kazdemu splotowi w przestrzeni tréjwymiarowej odpowiada wiele diagraméw. Gdy dane
dwa diagramy rézniq sie od siebie tak jak obrazki ponizej, wéwczas oba diagramy
odpowiadajg temu samemu splotowi.
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RUCHY REIDEMEISTRA

Odkrywanie i badanie niezmiennikédw ruchéw Reidemeisteraq,
polega na badaniu wtasnosci weztéw i splotéw, ktére nie
ulegajg zmianie podczas ruchéw Reidemeistera.

Niezmienniki stuzq do wskazania, ze dane wezty, ogdliniej -
sploty, nie sq podobnie zasuptane.




RUCHY REIDEMEISTRA

NA CZYM POLEGAJA TAKIE RUCHY?

Polegajq one na utworzeniu bqdz tez likwidowaniu
petelek.
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RUCHY REIDEMEISTRA

KIEDY DIAGRAMY SA ROWNOWAZNE?

Dwa diagramy weztéw sq réwnowazne (podobnie zastuptane),
jesli od jednego do drugiego mozna dojs¢ przy pomocy
skonczonej ilosci ruchéw Reidemeistera (R)) lub ich odwrotnosci.




RUCHY REIDEMEISTRA

JAKA INFORMACIJE OTRZYMAMY?

Dzieki temu mozemy przekonac sie czy diagram reprezentuje
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okrqg niezapetlony wezet trywialny
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RUCHY REIDEMEISTRA m

Przyktad transformacji diagramu

Taka operacje nazywamy pierwszym
<> <> ruchem Reidemeistera

Czy ta transformacja zmienienia typ wezta?

NIE

Powyzszy rysunek pokazuje pewien maty fragment diagramu splotu, ktory zmieniamy.
Reszta pozostaje bez zmian.




| RUCHY REIDEMEISTRA

Drugi ruch Reidemeistera, przedstawiony ponizej, rGwniez nie zmienia
typu wezta, ktoremu odpowiada rozwazany diagram.




| RUCHY REIDEMEISTRA

Oproécz powyzszych dwéch, wyrdznia sie tez trzeci ruch Reidemeistera, ktéry posiada
dwa warianty.
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PYTANIE \

*Postepujqc dalej w ten sposéb mozna tworzy¢ kolejne rodzaje ruchéw, ktére nie
zmieniajq typu splotu reprezentowanego przez diagram.

*Jednakze nasuwa sie pytanie: czy istnieje skonczona i zupetna lista ruchéw,
ktére mozna wykonywaé na diagramach, ktére nie zmieniajg typu wezta?

*Przez zupetnos¢ mamy na mysli to, ze dowolne dwa diagramy przedstawiajgce
ten sam wezet mogq by¢ przeksztatcone w siebie przy pomocy ruchéw z listy.




RUCHY REIDEMEISTRA

Twierdzenie (Reidemeister)

Jesli D, i D, sq diagramami splotéw, ktére odpowiadajq temu
samemu splotowi, wéwczas istnieje ciqg ruchéow Reidemeistra

oraz izotopii planarnych przeksztatcajgcych jeden diagram w
drugi.




RUCHY REIDEMEISTRA

ROZWAZAMY DWA WEZLY
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Czy odpowiadajg one temu samemu weztowi ¢
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RUCHY REIDEMEISTRA







RUCHY REIDEMEISTRA




ELEMENTARNE DEFORMACJE WEZLA

Regularny diagram moze mie¢ punkty
przeciecia takie jak na zamieszczonym rysunku.
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ZALOZENIE

Dwa regularne diagramy dwéch weztéw lub splotéw sq potgczone

przez pojedyncze skrecone dwa witdkna.

W JAKI SPOSOB MOZEMY USUNAC TEN PUNKT
CENTRALNEGO SKRZYZOWANIA?

Stosujqc skrecenie do prawej bgdz lewej czesci wezta.

JAK NAZYWA SIE REGULARNY DIAGRAM NIE POSIADAJACY
PUNKTOW SKRZYZOWANIA TEGO TYPU?

Zredukowany regularny diagram.
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ELEMENTARNE DEFORMACJE WEZLA

Czy mozemy zdeformowaé kwadrat do kulig

—

NIE
DLACZEGO?

Nie mozemy z okregu zrobi¢ prostej bez rozrywania.
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I ELEMENTARNE DEFORMACJE WEZLA

DEFINICJA DEFORMACII

Dziatania umozliwiajgce rozcigganie czy tez wyginanie.
Podczas deformowania zabronione jest rozrywanie oraz
sklejanie




Omawiane deformacje posiadajq swojg nazwe —
sq to homeomorfizmy

*Termin wprowadzony przez Henri Poincarego

*Oznacza podobny ksztatt




ROWNOWAZNOSE

Dwa wezly sq rownowazne wtedy i tylko witedy gdy ich
diagramy sq rownowazne.
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ROWNOWAZNOSC WEZLOW

Réwnowaznosé weztéw — definicjia nr 1

Mowimy, ze dwa wezty lub sploty sq réwnowazne jesli istnieje

homeomorfizm h: S — S$4 przeprowadzajqcy jeden na drugi.




ROWNOWAZNOSC WEZLOW

Réwnowaznos¢ weztéw — definicja nr 2

Dwa wezty sq réwnowazne, jesli mozna je przeksztaici¢ jeden w drugi przez manipulacje
sznurkiem bez rozcinania go i sklejania.

Dwa wezty (sploty) sq réwnowazne, jezeli jeden na drugi mozna przeksztatci¢ za
pomocq skonczonej liczby trzech ruchéw opisanych przez Reidemeistera w 1926 roku:




Poszukiwanie réznych wielkosci

NIEZMIENNIKI
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XIX WIEK

rzqd wezta - najmniejsza liczba przecieé

na tzw. diagramie, czyli rysunku rzutu
wezta na ptaszczyzne.

Uprzy rzutowaniu co najwyzej 2 punkty

Jros B
f?ﬁ Z &

zlepiajq sie i tych zlepien jest skonczona

liczba.

Peter Guthrie Tait
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KLASYFIKACJA WEZLOW

— XX WIEK

Poczqtek XX wieku - zostato zdefiniowanych wiele innych
niezmiennikéw
*m.in. J.V. Alexander przyporzqdkowat weztom pewne
wielomiany (1928);

W latach 70. i 80. XX w. wprowadzono kolejne wielomiany niezmiennicze dla weziéw,
lepiej je odrézniajgce:

*wielomian J.H. Conwaya,

*V. Jonesa (ktéry za prace nad teoriq weztéw otrzymat Medal Fieldsa),

Istnieje zwiqzek miedzy teoriq weztdw a niektérymi dziatami fizyki, chemii, biologii;
w samej matematyce teoria weztéw odgrywa szczegdling role przy badaniu

rozmaitosci tréjwymiarowych.




ROZMAITOSCI NISKOWYMIAROWE

O Scistym zwigzku pomiedzy teorig weztow 1 splotow, a topologig rozmaitosci
niskowymiarowych swiadcza nastepujace fakty:

FAKT NR 1

Sfera 3-wymiarowa bez wezla jest rozmaitos$cia 3-wymiarowa,
ktora jednoznacznie okresla zasuptanie wezta: dwa wezty sg
podobnie zasuptane wtedy 1 tylko wtedy, gdy sfera bez jednego
wezla jest podobna (homeomorficzna) do sfery bez drugiego wezta.
Dla splotow o dwdch i wiecej sktadowych podobny wynik nie jest
prawdziwy.




ROZMAITOSCI NISKOWYMIAROWE

FAKT NR 2

Konstrukcja Seiferta przedstawia kazdy wezet (splot), jako brzeg
rozmaitos$ci 2-wymiarowej zorientowanej, co pozwala na

okreslenie genusu wezta (splotu) jako pewnej liczby naturalne;:
0,1,2,...

Genus jest niezmiennikiem: dwa wezty (sploty) podobnie
zasuptane majg ten sam genus. Zatem dwa wezty (sploty) o
réznych genusach nie sg podobnie zasuptane.




ROZMAITOSCI NISKOWYMIAROWE

FAKT NR 3

Kazdg rozmaitos¢ 3-wymiarowg mozna otrzymac
ze sfery 3-wymiarowej za pomocg chirurgii wykonanej
wzdhuz splotu: wokot kazdej sktadowej splotu wycina si¢
tube (pogrubiony wezet) 1 wkleja z powrotem, skrecajac ja
w okreslony sposob.



http://wlm.wmi.amu.edu.pl/archiwum/4wlm/w1.html
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ROZMAITOSCI NISKOWYMIAROWE ‘

FAKT NR 4

Dwa wezty potozone w sferze 3-wymiarowej nalezg do tej samej klasy
konkordancji, jezeli stanowig brzeg wygietej, lokalnie ptaskiej boczne;j
powierzchni walca zanurzonej w kuli 4-wymiarowe;.

Zbior wszystkich weztow dzieli si¢ na klasy konkordancji, ktore tworza
grup¢ (z dodawaniem okreslonym przy uzyciu sumy spojnej weztow) badang
w topologii rozmaito$ci 4-wymiarowych.




PODSUMOWANIE

Teoria weztow poprzez swoje zwiqzki z topologiq
trojwymiarowych rozmaitosci plasuje sie w bezposrednim
zainteresowaniu wielu badan. Ma nieoczekiwane
zastosowania pozamatematyczne, choéby w biologii
molekularnej. Z uwagi na namacalny wrecz przedmiot

badan moze budzi¢ zainteresowanie laika.
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