Arytmetyka splotow
spdjna splotow, wtasno
dziatania. Wezty pi¢

zywda gr. 10B2
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Teoria wezt
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» Leoria wezlow jest fascynujgcym, a takze jednym z bardziej
zagadkowych dziatow matematyki. Z jednej strony obiektem
jej zainteresowari sq dobrze nam znane z Zycia codziennego
wezly, 2 drugiej - Igczy si¢ ona 2 najbardziej abstrakcyjnymi
zagadnieniami matematyki wspolczesnej”

dr Piotr Sulkowski
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Topologia

Topologia bywa okreslana jako ,elastyczna geometria” czyli
nauka o relacjach geometrycznych abstrahujacych od
pomiaréw odleglosci, ale dopuszczajacych ciagle
przeksztalcenia obiektéw geometrycznych.

Teoria wezlow to dziedzina matematyki, ktéra wchodzi w

sktad topologii.

Topologia to czes¢ matematyki, ktora
zajmuje sie badaniem ksztattow



Wyobrazmy sobie d¢tke z bardzo rozciagliwej gumy, pusta w srodku, z
dziurka (otwartg buzig) oraz zaczepiony o nig obwarzanek. Czy detka,
odpowiednio si¢ rozciagajac i znieksztalcajac, moze zje$¢ obwarzanek?

Detka z dziurka (zewnetrzna czeéé jest
biala, wewnetrzna ciemno niebieska) i
jasno niebieski obwarzanek.

ROZWIAZANIE _—9
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Rozwigzanie

Detka najpierw rozszerza buzi¢ wzdluz (méwi ,iii”), potem w
poprzek (,aaa”), az cala sklada sie jedynie z dwéch cienkich
polaczonych paskéw. Wtedy ,,owija” obwarzanek (méwi ,,000”) i
z powrotem zmniejsza buzie.

Warto tez zauwazy¢, ze ,réwnolezniki” i ,,potudniki” detki
zamieniajg si¢ rolami.



ROZWIAZANIE

Wystarczy prawa cz¢éc ,,przelozy¢” do $rodka:
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Jest to sposéb laczenia, mocowania oraz skracania lin,
sznurkéw czy innych podobnych materialow poprzez
odpowiednie wiazanie lub przeplatanie. Wezly moga
stuzy¢ do laczenia ze sobg dwéch lub wiecej lin,
mocowania lin do innych przedmiotéw czy do
formowania petli. Sa stosowane w wielu dziedzinach
np..: w zeglarstwie, wspinaczce czy turystyce.

Najprostszy z weztow, czesc¢
sktadowa innych wezfow.
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Przyktady weztow rozumianych
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Osemka z petlqg
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Wezet Ratowniczy (tatrzanski)

O Eilee

Zderzakowy

potocznie

Wezel uzywany jest bardzo czesto do
stanowisk. Budowa wezla umozliwia
latwe rozwigzanie go nawet po
zacis$nieciu.

Za jego pomocy robi si¢ na korncu liny
niezaciskajace sie oko. Typowe
zastosowanie to zabezpieczanie czlowieka
w trudnych warunkach pracy lub na
wysokosci. Petla tego wezla nie zaciska sie,
nawet przy duzym obciazeniu.

Wezel stosowany do taczenia dwéch lin o

podobnych érednicach.



Wezet w mat
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| To homeomorficzny obraz okregu )\
| w przestrzeni. Wezly otrzymujemy i
wiec poprzez umieszczenie okregu =

Uzywajac interpretacji sznurkowe;j:
wezel powstaje, gdy kawalek
i sznurka zapleciemy w dowolny

_ é w przestrzeni na rézne sposoby.

sposéb, a nastepnie skleimy jego
konce.

o v
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Przyktady weztow

Wezet trywialny Tréjlistnik

Wezet oznaczany jako 63
(duza szdstka, mata trojka)




59
Kilka wezlow tworzy splot, a poszczegdlne jego wezly
nazywane s3 jego ogniwami. Sam wezel jest zatem
szczego6lnym przypadkiem splotu.

Najprostszy splot to splot Hopfa Splot Witeheada
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Ciekawy przyktad splotu
Splot Boromeuszéw

Splot ten wystepuje w herbie rodu Boromeuszéw. Ma on
niezwykla ceche: wszystkie trzy ogniwa sa splecione, ale
dowolne dwa nie. Oznacza to, ze gdy rozetniemy dowolne
ogniwo, pozostale dwa beda niezaplecione.

W podobny sposéb zaples¢ mozna 4, 5, 6 i wiecej ogniw.
Rozcig¢cie dowolnego ogniwa spowoduje rozpad calego splotu.
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Arytmetyka

Jedna z najstarszych cz¢éci matematyki. W powszechnym uzyciu
sfowo to odnosi si¢ do zasad opisujacych podstawowe dzialania
na liczbach.
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4“1 Zasadnicze Twierdzenie A

Kazda liczba naturalna rozklada sie
jednoznacznie, z dokladnos$cia do kolejnosci

czynnikéw, na iloczyn liczb pierwszych.

Powyzsze twierdzenie méwi nam, ze liczby naturalne mozna
zbudowaé¢ z "atomé6w", ktérymi sa liczby pierwsze. Fakt ten
pozwala czasami zredukowa¢ badany problem dotyczacy liczb

naturalnych do badania tylko liczb pierwszych. ’ ”
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Weztly w arytmetyce

W teorii wezléw najwazniejszym problemem jest problem
klasytikacji wezléw. Problem ten jest niezwykle trudny, dlatego
matematycy wymyslili sposéb zredukowania tego problemu do
pewnej podklasy wezléw. Sposéb ten polega na przeniesieniu
Zasadniczego Twierdzenia Arytmetyki do $wiata wezléw.

Pierwszym krokiem jest wprowadzenie dzialania w zbiorze
wezlow.
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{4 Operacje su

Niech D1 bedzie diagramem wezla

polozonym w pélplaszczyznie x<0
oraz niech D2 bedzie diagramem
D, D, innego wezla, ktéry lezy w

polplaszczyznie x>0.
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D,

Nastepnie wybieramy po jednym

punkcie z kazdego diagramu i laczymy
wybrane punkty krzywa, ktéra nie
przecina zadnego z diagraméw poza

punktami koficowymi.
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W kolejnym kroku pogrubiamy laczaca
krzywa i otrzymujemy sume dwoch wezléw,
D ) kt6rg oznaczamy D,=D,.




Suma dwoch wezléw jest dobrze
okreslona, co oznacza, ze

diagramy, ktore powstang przez
powtorzenie powyzszej procedury
z innym wyborem punktow i
krzywej beda réwnowazne.




Suma spojna dwéch
tréjlistnikow
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Zbiér wszystkich wezléw zorientowanych z dzialaniem
dwuargumentowym sumy spéjnej nie tworzy grupy.

Nie istnieje wezel odwrotny do tréjlistnika.

Zbi6r z dzialaniem sumy spéjnej jest monoidem (suma spéjna jest
laczna).
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Monoid

Mnozenie liczb naturalnych jest dzialaniem acznym,
przemiennym oraz posiada element neutralny. W
terminologii matematycznej powiedzieliby$smy, ze zbiér

liczb naturalnych z mnozeniem jest przemiennym

monoidem. Okazuje sig, ze...




Grupa

IlUupa LO UporZq4unovwalia CZywoihda
=\ v »0O)

SU4lc,

G - dowolny zbiér niepusty

* - dzialanie dwuargumentowe
’— dzialanie jednoargumentowe
e —nalezy do G, przy czym dla dowolnych x, y, z nalezacych

do zbioru G spelnione s3 nastepujace warunki:

> (faczno$é) (x*y)*z=x*(y* z)
> e*x=x"e =X, czyli e to element neutralny grupy G
> x*x =x *x =e, czylix jest elementem odwrotnym doxw G
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Zagadka 1
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Rozktad wezta

Zalézmy, ze K jest wezlem lub splotem w przestrzeni
tréjwymiarowej S3. Zalézmy takze, ze istnieje dwuwymiarowa
sfera ), , ktéra przecina K dokladnie w dwéch punktach A i B,
dzielac tym samym K na dwie cze¢sci a lezaca wewnatrz ), oraz 3
lezaca na zewnatrz. Punkty A i B to cz¢s$ci wspélne Y, i K.
Zauwazmy, ze ). jest brzegiem dwéch trzywymiarowych kul,
jednej utworzonej z ). i jej wewnetrza, a drugiej z ) i jej
zewnetrza. Zatem sytuacja dla a i 3 jest symetryczna.




Polaczmy A oraz B lamang zwyczajna s, ktéralezy na ) .
Dolaczajac s do a otrzymujemy wezel K1; i dolaczajac
s do (3 otrzymujemy wezel Ka.

Wezet K moze by¢ roziozony na 2 weziy!
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Trywialny rozktad wezta
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Wezet pierwszy

Wezel pierwszy to taki nietrywialny wezel, ktory nie jest

sumg spojna dwoch wezléw nietrywialnych.

\ov
Y h
Kazda liczba naturalna ma \‘\\Q
jednoznaczny rozklad na iloczyn \g\ad\‘ 51'\‘0\\
liczb pierwszych. Podobnie kazdy ?(L Q'\e‘“‘

wezel posiada jednoznaczny

rozklad na sume spéjng
skoniczonej liczby wezléw

pierwszych.




i

Zapis
Nazwa wezta Wezet Alexandera-
Briggs’a

Zapis Dowker- Zapis Zapis
Thistlethwaite Dowker’a Conway’a

Trywialny 0, Oal

Trojlistnik 3; [3]

Osemka [22]

Pieciornik 681024 [5]

fppt.com



Nazwa wezta

ezly pierwsze do szesciu skrzyzowe

Zapis
Alexandera-
Briggs’a

Zapis Dowker-
Thistlethwaite

| 3

Zapis Zapis
Dowker’a Conway’a

v 4

Trzy potskretny

5,

481026 [32]

Portowy

4812102
6

Wezet 6,

4810122
6

Wezet 6,

fppt.com

4810212
6
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Wezty pierwsze o siedmiu
skrzyzowaniac

Zapis Alexandera-  Zapis Dowker-
Briggs’a Thistlethwaite

Zapis

Zapis Dowker’a
P! W Conway’a

7, knot 7a7 8101214246 [7]

4101412286 [52]

6101214248 [43]

6101214428 [313]
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Zapis Alexandera-
Briggs’a

Wezty pierwsze o siedmiu’

Zapis Dowker-

Thistlethwaite Zapis Dowker’a

4101214286

4812214610

4810122146

Zapis
Conway’a

[21112]



Wezty pierwsze o wiekszej
liczbie skrzyzowan

N R 2 l Weztdéw pierwszych o osmiu skrzyzowaniach

\ 3 | 49 Weztow pierwszych o dziewieciu skrzyzowaniach

165 Weztéw pierwszych o dziesigciu skrzyzowaniach
N\
SR
821 947 104,

fppt.corn 1
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Przyktady weztéw pierwszych o
9 skrzyzowaniach
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Liczba weztéw pierwszych

Liczba f(n) wezléw pierwszych o n skrzyzowaniach,
n 20, bez uwzglednienia zwierciadlanych odbi¢
wezlow:

AT F0)=1 F@)=1 £(8)=21
XY 7(d)=0 f(5)=2 f(9)=49
f(2)=0 fF(6)=3 £(10)=165
#(3)=1 F(@)=7 F£(41)=552




Liczba weztéw pierwszych

Liczba f(n) wezléw pierwszych o n skrzyzowaniach,
n 20, bez uwzglednienia zwierciadlanych odbi¢
wezlow:

N 7(12)=2476  £(15)=253.208
"W | 7(13)=9.988  #(16)=1.388.705
£(14) = 46.972
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Rozklad z dokladno$cig do porzadku jest jednoznaczny.
Po rozlozeniu wezla K na wezly pierwsze na dwa sposoby:

K1,K2,..., Kmoraz K1, K’2,..., K’n.

Wtedy n = m oraz jesli odpowiednio przenumerujemy K1, K2, ..., Km to

dostaniemy K1 = K’'1, K2 = K’2, Km = K’n,

Kazdy wezel mozna rozlozy¢ na skoficzona liczbe

wezlow pierwszych.

Takie samo twierdzenie dotyczy splotow!
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Cosiestatoz Byt moim przyjacielem...
Domingo? Ale stat sie zbyt madry.

Dlaczego

Pigc lat temu zwigzalismy gow pytasz?
petle, i odciglismy jego gtowe .
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Jestes pewny,
Ze on nje zyje?

Dlaczego Twoj gtos
nagle sig zmienit?

Brzmisz jak Domingo..
Ale...

Ale On nie zyje!!
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Nie zyje! Nawet tancuch
by tego nie przetrwaf!
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DZIEKUJE ZA UWAGE



