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Nurty topologii

e topologia jest dyscypling
niejednolitg i wyrdznic w niej
mozna kilka nurtow . :

Traktat Poincar’ego

_ _ . (1895 — 1904)
e idea Poincar ego polegata na

badaniq rozma_itoéci metodami
algebraicznymi

Topologia Topologia
rozmaitosci algebraiczna




Pojecie rozmaitosci



Przykiady rozmaitosci

e przestrzen euklidesowa R"
o sfera S?

e sferaS3

e plaszczyzna rzutowa P2

e torus T2=S'x S




Rozmaitosc z brzegiem




Przykiady rozmaitosci z brzegiem

e kula D"
brzeg dD" jest sferg S

e peiny torus S1x D2
brzeg jest torusem S' x S’

® dopetnienie wezta




Pojecie jednospojnosci

przestrzen jednospojng

jednospojnosc¢




Zacznijmy od poczatku...

® pojecie wprowadzit w 1894 roku Henri
Poincaré, wykazujgc, ze dwuwymiarowa powierzchnia zwarta (bez
brzegu), o trywialnej grupie podstawowej jest homeomorficzna z
dwuwymiarowg sferg

e zapoczatkowat tym samym metode otrzymywania niezmiennikow
topologicznych rozmaitosci, majgcych strukture algebraiczng grupy

Jules Henri Poincaré



Hipoteza Poincar’ego (1904 r.)

Kazda zwarta i jednospodjna trojwymiarowa rozmaitos¢ M bez
brzegu jest homeomorficzna ze sferg trojwymiarowa.

Innymi _stowy:

Jesli na trojwymiarowej zwartej rozmaitosci M? (bez brzegu),
kazda krzywa zamknieta mozna w sposob ciggly zdeformowaé

do punktu, to MP jest homeomorficzna ze sferg S3.
lub

Czy trojwymiarowa sfera homologiczna, ktéra ma trywialng
grupe podstawowg jest homeomorficzna ze sferg S3?




Hipoteza Poincar’ego




Trzeci problem milenijny:
,Poincaritis”

,» 10 centralny problem zarowno matematyeki, jak i fizyki,
poniewaz wigze sie z pytaniem, jaki jest ksztaft
Wszechswiata”

prof. Marcus Du Sautoy, Oxford University

,Fizyka bada ten swiat, natomiast matematyka — swiaty
mozliwe”
prof. Clifford Taubes, Harvard University



Zagadka rozwigzana!

e w 2002 roku Grigorij Jakowlewicz Perelman udowodnit hipoteze Poincar'ego
— dowaod opublikowat w pracy pt. ,Formuta entropii dla potoku Ricciego i jef
zastosowania geometryczne” (czasopismo internetowe arXiv.org)

 genialny rosyjski matematyk

* byly profesor Instytutu Stieklowa
w Sankt Petersburgu

* w 2006 r. nagrodzony Medalem
Fieldsa

"Jest sporo studentow o duzych zdolnosciach, ktorzy méwia, zanim pomysla. Grisza byt inny. On
mysSlat gleboko. Jego odpowiedzi byly zawsze poprawne. Zawsze sprawdzaf bardzo, bardzo
starannie. Nie byt szybki. SzybkosS¢ nie ma znaczenia. Matematyka nie polega na szybkosci. Tu

chodzi o gtebie”.
Jurij Burago, nauczyciel Perelmana



»Przekleta hipoteza Poincarego”

Jaki jest ksztatt naszego wszechswiata?
o , The spell of the Hipoteza Poincarégo, sformutowana w
Poincare con jecture 7’ 1904 roku przez francuskiego
i matematyka i filozofa Henri Poincarégo,
- film dokumentalny miata da¢ odpowiedz na to pytanie.
(Japonia, 2007) Jednak przez ponad sto lat nikomu nie

udato sie ani obali¢ ani dowiesc¢
poprawnosci hipotezy, ktora stata sie
jednym z problemdéw milenijnych,
" \ ogtoszonych przez Instytut
3 Matematyczny Claya w 2000 roku.
Wielu matematykow poswiecito wiasne
kariery, szukajgc dowodu na jej
poprawnosc; niektorych z nich frustracja
i poczucie porazki doprowadzity na skraj
szalenstwa. W koncu rosyjski geniusz,

- 7
' & Grigori Perelman, dostarczyt
B TN rozwigzanie, ktére w 2006 ostatecznie
- Y 4

dowiodto stuszno$ci hipotezy. Film
dokumentalny "Przekleta hipoteza
Poincarego" prezentuje stuletnie
badania naukowe nad hipoteza,
obfitujace w porazki i triumfy.




Grupa w ujeciu topologicznym




Grupa abelowa




Wilasnosci grupy topologicznej

e zbiory jednopunktowe w obrebie grupy sg domkniete, wraz ze
strukturg grupy zdefiniowang w zbiorze jej punktéw

e dziatania mnozenia u: G x G — G, p(g4, 9-) = 919, 0raz brania
elementu odwrotnego v: G — G, v(g) = g' s3 ciggte

e grupa topologiczna ma naturalnie wyrdézniony punkt — element
neutralny dziatania grupowego



Jakie praykiady urup macie?




Przyktady grup

grupa Z liczb catkowitych z dodawaniem
grupa Q liczb wymiernych z dodawaniem
grupa R liczb rzeczywistych z dodawaniem
grupa C liczb zespolonych z dodawaniem

grupy Q\0, R\0, C\0O z mnozeniem

Dla grupy Z:
a=-2,b=4,c=6
Warunek 1:
(-2+4)+6=-2+(4+6)=8
Warunek 2:
2+0=0+(-2)=-2
4+0=0+4=4
6+0=0+6=6
Warunek 3:
2+2=2+(2)=0
4+(-4)=(4)+4=0
6+(-6)=(-6)+6=0

Czy grupa jest abelowa?
2+4=4+(-2)=2
TAK




Pojecie generatora grupy

Generatorem grupy




Grupa podstawowa

e uzyteczne ,narzedzie” pozwalajgce badac obiekty topologiczne

® pojecia synonimiczne: lub

e zaklada sie, ze petle nie rdznig sie istotnie - gdy jedna da sie w sposob ciggty
zdeformowac do drugiej z zachowaniem punktu zaczepienia mowimy o

e w przypadku rozmaitosci wybor punktu zaczepienia petli jest nieistotny



Na sferze wszystkie petle sg homotopijne i dajg sie sciggna¢ do punktu
— obiekt jednospojny.

Na torusie jest inaczej, potudnika nie da sie zdeformowac do réwnoleznika i
zadnej z tych wzorcowych petli nie mozna sciggna¢ do punktu.



Definicja homotopii w przestrzeni topologicznej

Homotopig od przeksztatcenia f do przeksztatcenia g nazywamy funkcje
ciggtg H: X x [0; 1] —» Y taka, ze H (x, 0) =f (x) i H (x, 1) = g (x) dla kazdego x
e X.

Jest to ciggte przejscie miedzy dwoma przeksztatceniami ciggtymi przestrzeni
topologicznych, tj. takie, za pomocg ktérego mozna w jednostce czasu w wyniku
ciggtej deformacji z jednego przeksztatcenia otrzymac drugie.




Definicja drogi w przestrzeni topologicznej

Przestrzen topologicznag nazywamy drogowo spojng

Drogi tgczace punkty X, i X, Droga d + 1



Definicja petli w przestrzeni topologicznej

Petla(- @) +d + ¢



Od petli do grupy

Niech x, bedzie ustalonym punktem przestrzeni topologicznej X i niech P (X, X,)
bedzie zbiorem wszystkich petli w przestrzeni X zaczepionych w punkcie x,. Dlaa e P
(X, Xp) niech [a] bedzie zbiorem wszystkich petli w X zaczepionych w X, i
homotopijnych z petlg a. W zbiorze

1 (X, %) = {[a]: a € P (X, Xo)}

okreslamy dziatanie wewnetrzne * jak nastepuje: a, b € P (X, Xx,) to [a] * [b] = [a] - [b]
gdzie a - b jest petlg okreslong wzorem:
a(2t)dlat € [0;5]

a-b =
( )() b(2t —1)dlat € [%ilj

Petle a - b nazywamy ztozeniem petlia i b.
Para uporzadkowana (1, (X, X,), *) jest grupa.




Definicja grupy podstawowe] w przestrzeni
topologicznej
.

Grupa podstawowa przestrzeni topologicznej X

Grupa podstawowa przestrzeni drogowo spojnej X




Twierdzenie o izomorfizmie grup
podstawowych




Trywialnosc grupy podstawowej

e trywialnos¢ grupy podstawowej rozmaitosci M oznacza, ze kazdy obraz
ciggty okregu w rozmaitosci M daje sie w niej sciggng¢ do punktu

e grupa trywialna jest grupg jednoelementowsg, ztozong jedynie z
elementu neutralnego

e kazda niepusta przestrzen sciggalna ma trywialng grupe podstawowg

Sfera S° ma trywialng grupe podstawows. Rozmaito$¢ dodekaedralna sferyczna ma
nietrywialng grupe podstawowa.



Przykiady grup podstawowych

e m,(R\R)=m,(S") =2




Przykiady grup podstawowych

¢ T, (RZ\ {('25 0)5 (25 0)} = T, (S1 v S1) =Z*Z




Przykiady grup podstawowych

e m,(R:\2R)=m,(S'vS'vS)=2*2*Z




Warto zapamietac...

e na okregu (lub powierzchni bocznej walca) petla jest catkowicie
scharakteryzowana przez liczbe jej obiegdw wokot tego okregu, wiec
grupg podstawowg tych przestrzeni jest nieskonczona grupa cykliczna,
czyli izomorficzna z grupag liczb catkowitych z dodawaniem

e grupy podstawowe ptaszczyzny i sfer wyzszych wymiarow sg trywialne
® grupg podstawowa torusa S'x S’ jest Zx Z

e grupg podstawowg pary okregow stycznych jest grupa wolna o dwoch
generatorach



Warto zapamietac...

® nie zawsze izomorficzne grupy podstawowe swiadczg o homotopijnej
rownowaznosci przestrzeni (np. sfery S" dla n = 2 nie sg homotopijnie
rbwnowazne, a wszystkie majg trywialne grupy podstawowe)

e przestrzenie o takich samych grupach podstawowych to okrag, Ma tylko

. -y jednag
pobocznica walca oraz wstega Mdobiusa strone i

jednag
krawedz!



To juz wiemy...

Wezet jest to dowolna krzywa zwykta
zamknieta (tj. obraz homeomorficzny
okregu) zanurzona w R3.

Teorie weztdbw mozna uprawia¢ rowniez
na sferze S3. Takie podejScie znacznie

utatwia wyznaczenie grupy wezia.
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Grupa wezia

Grupa wezta K nazywa sie grupe
podstawowg dopetnienia wezta K w
przestrzeni RS.

Dopetnieniem wezia (rozmaitoscia
wezla) nazywa sie rozmaitosc z

brzegiem M, = S3\ int (Ry), gdzie Rg
jest otoczeniem tubularnym wezta K.




Innymi stowy...

Grupe wezta K definiuje sie jako grupe podstawowg tego, co zostaje po
usunieciu wezta K z przestrzeni S3:




Grupa wezia jako niezmiennik

e jezeli obiekty S3\ K, i S3\ K, sg homeomorficzne to ich
grupy podstawowe sg izomorficzne

inaczej...

e dwa wezly sg rownowazne jezeli ich grupy s izomorficzne
— na tej podstawie mozna rozrozniaC wezty

jednak....

e NIE zawsze jest to prawda!




I) a b ab

gra-r'l n—yknot



Prezentacja Wirtingera

e w 1925 roku Wilhelm Wirtinger udowodnit, ze majgc diagram wezta z n
— skrzyzowaniami, grupe wezta mozna przedstawiC¢ w postaci zbioru n -
petli (klas homotopii)

Aby znalez¢ prezentacje Wirtingera wezta nalezy:

v ustali¢ orientacje wezta
v 0znaczy¢ generatory grupy (,tuki’, z ang. ,arcs”)
v zapisac relacje wystepujgce w grupie

Struktura grupy:

G =< g1, 92,...., gm, I’1, r2,....rn_1 >

gdzie: m — liczba ,tukdw” na diagramie, n — liczba skrzyzowan na diagramie




Prezentacja Wirtingera

Relacje miedzy generatorami qrupy:
(-) 9;= 9« 9; 9y
(+) 9; = 9™ 9; 9«

gi=agxgigx (-)



Przykiad dla trojlistnika

Relacie:
d:1=02939,"

d:=0; 959"

!

G=<01,05509319,=039,95",93=09:9,9;" >




Grupa
tréjlistnika jest
izomorficzna z

grupa warkoczy
B3



Jaka Yrupe ma wezel trywialny?




Grupa wezia trywialnego

Grupa wezta trywialnego jest nieskonczong grupa cykliczna, izomorficzna z
grupg Z, czyli grupg liczb catkowitych z dodawaniem.



L

Dziekuje za uwage
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