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Nurty topologii 

 topologia jest dyscypliną 
niejednolitą i wyróżnić w niej 
można kilka nurtów 

 

 idea Poincar ́ego polegała na 
badaniu rozmaitoĞci metodami 
algebraicznymi  

Traktat Poincar’ego 
(1895 – 1904) 

Topologia  
rozmaitości 

Topologia  
algebraiczna 



Pojęcie rozmaitości 

  

  

 

Rozmaitością wymiaru n nazywa się przestrzeń metryczną 
oĞrodkową Mn , której każdy punkt ma otoczenie homeomorficzne 
z n-wymiarową przestrzenią euklidesową Rn. 

Rozmaitość zwarta okreĞlana jest jako zamknięta.  



Przykłady rozmaitości 

 przestrzeń euklidesowa Rn 

 

 sfera S2 

 

 sfera S3 

 

 płaszczyzna rzutowa P2 

 

 torus T2 = S1 x S1  

 



Rozmaitość z brzegiem 

Rozmaitością wymiaru n z brzegiem nazywa się przestrzeń 
metryczną oĞrodkową Mn , której każdy punkt ma otoczenie 
homeomorficzne z n-wymiarową kulą domkniętą Dn.  

 

Każda rozmaitość jest więc rozmaitością z brzegiem, ale 
nie na odwrót.  
 

Int Mn – zbiór punktów rozmaitoĞci Mn, które mają otoczenie 
homeomorficzne z Rn 

 

∂Mn - oznaczenie brzegu ∂Mn = Mn − int Mn 

 

Brzeg może być pusty. 

 



Przykłady rozmaitości z brzegiem 

 kula Dn  

  brzeg ∂Dn jest sferą Sn-1 

 

 pełny torus S1 x D2  

  brzeg jest torusem S1 x S1 

 

• dopełnienie węzła 



Pojęcie jednospójności 

Jako przestrzeń jednospójną okreĞla się przestrzeń topologiczną, w 
której każdy obraz ciągły okręgu S1 jest Ğciągalny do punktu.  
 
Zatem jednospójność można definiować jako własnoĞć „ĞcieĞniania” 
pętli.  



Zacznijmy od początku… 

 pojęcie grupy podstawowej wprowadził w 1894 roku Henri 
Poincaré, wykazując, że dwuwymiarowa powierzchnia zwarta (bez 
brzegu), o trywialnej grupie podstawowej jest homeomorficzna z 
dwuwymiarową sferą 

 zapoczątkował tym samym metodę otrzymywania niezmienników 
topologicznych rozmaitoĞci, mających strukturę algebraiczną grupy 

 

 

Jules Henri Poincaré – francuski 

matematyk, fizyk i astronom; 

profesor w zakresie fizyki 

matematycznej na Sorbonie 



Hipoteza Poincar’ego (1904 r.)  

Każda zwarta i jednospójna trójwymiarowa rozmaitość M bez 
brzegu jest homeomorficzna ze sferą trójwymiarową.  

Innymi słowyŚ  

Jeśli na trójwymiarowej zwartej rozmaitości M3 (bez brzegu), 
każdą krzywą zamkniętą można w sposób ciągły zdeformować 
do punktu, to M3 jest homeomorficzna ze sferą S3.  

lub 
 

 

 

Czy trójwymiarowa sfera homologiczna, która ma trywialną 
grupę podstawową jest homeomorficzna ze sferą S3? 

 

 

ma grupy homologii sfery Sn 



Hipoteza Poincar’ego 



Trzeci problem milenijny: 
„Poincaritis” 

  

 „To centralny problem zarówno matematyki, jak i fizyki, 
ponieważ wiąże się z pytaniem, jaki jest kształt 
Wszechświata” 

prof. Marcus Du Sautoy, Oxford University 

 

  

 „Fizyka bada ten świat, natomiast matematyka – światy 
możliwe” 

prof. Clifford Taubes, Harvard University 



Zagadka rozwiązana! 

 w 2002 roku Grigorij Jakowlewicz Perelman udowodnił hipotezę Poincar’ego 
– dowód opublikował w pracy pt. „Formuła entropii dla potoku Ricciego i jej 

zastosowania geometryczne” (czasopismo internetowe arXiv.org) 

 

 
• genialny rosyjski matematyk 

• były profesor Instytutu Stiekłowa 
w Sankt Petersburgu 

• w 2006 r. nagrodzony Medalem 
Fieldsa 

"Jest sporo studentów o dużych zdolnościach, którzy mówią, zanim pomyślą. Grisza był inny. On 
myślał głęboko. Jego odpowiedzi były zawsze poprawne. Zawsze sprawdzał bardzo, bardzo 
starannie. Nie był szybki. Szybkość nie ma znaczenia. Matematyka nie polega na szybkości. Tu 
chodzi o głębię”.  

Jurij Burago, nauczyciel Perelmana  



„Przeklęta hipoteza Poincarego” 

 „The spell of the 
Poincare conjecture” 
- film dokumentalny 
(Japonia, 2007)  

Jaki jest kształt naszego wszechĞwiata? 
Hipoteza Poincarégo, sformułowana w 

1904 roku przez francuskiego 
matematyka i filozofa Henri Poincarégo, 

miała dać odpowiedź na to pytanie. 
Jednak przez ponad sto lat nikomu nie 

udało się ani obalić ani dowieĞć 
poprawnoĞci hipotezy, która stała się 

jednym z problemów milenijnych, 
ogłoszonych przez Instytut 

Matematyczny Claya w 2000 roku. 
Wielu matematyków poĞwięciło własne 

kariery, szukając dowodu na jej 
poprawnoĞćś niektórych z nich frustracja 
i poczucie porażki doprowadziły na skraj 
szaleństwa. W końcu rosyjski geniusz, 

Grigori Perelman, dostarczył 
rozwiązanie, które w 2006 ostatecznie 

dowiodło słusznoĞci hipotezy. Film 
dokumentalny "Przeklęta hipoteza 
Poincarego" prezentuje stuletnie 
badania naukowe nad hipotezą, 
obfitujące w porażki i triumfy.  

 



Grupa w ujęciu topologicznym 

Zbiór G nazywa się grupą, gdy jest w nim okreĞlone działanie 

G x G → GŚ (a, b) → a ∙ b 

spełniające trzy warunki: 

1) działanie to jest łączne tj. (a ∙ b) ∙ c = a ∙ (b ∙ c) dla wszelkich a, b, c є G 

2) istnieje jednoĞć (element neutralny grupy) tj. taki element e, że  

 a ∙ e = e ∙ a = a dla każdego a є G 

3) dla każdego elementu a є G istnieje element odwrotny a-1 taki, że  

 a ∙ a-1 = a-1 ∙ a = e 

 



Grupa abelowa 

Zbiór G nazywa się grupą abelową jeĞli okreĞlone w nim działanie, oprócz 
trzech warunków koniecznych dla grupy, spełnia warunek przemiennoĞci tj. 

 

a ∙ b = b ∙ a dla wszelkich a, b є G  



Własności grupy topologicznej 

 zbiory jednopunktowe w obrębie grupy są domknięte, wraz ze 
strukturą grupy zdefiniowaną w zbiorze jej punktów  
 

 działania mnożenia μŚ G x G → G, μ(g1, g2) = g1g2 oraz brania 

elementu odwrotnego vŚ G → G, v(g) = g-1 są ciągłe 

 

 grupa topologiczna ma naturalnie wyróżniony punkt – element 
neutralny działania grupowego  





Przykłady grup 

 grupa Z liczb całkowitych z dodawaniem 

 

 grupa Q liczb wymiernych z dodawaniem 

 

 grupa R liczb rzeczywistych z dodawaniem 

 

 grupa C liczb zespolonych z dodawaniem 

 

 grupy Q\0, R\0, C\0 z mnożeniem 

 

 

Dla grupy Z: 

a = -2, b = 4, c = 6 

Warunek 1: 

(-2 + 4) + 6 = -2 + (4 + 6) = 8 

Warunek 2:  

-2 + 0 = 0 + (-2) = -2 

4 + 0 = 0 + 4 = 4 

6 + 0 = 0 + 6 = 6 

Warunek 3:  

-2 + 2 = 2 + (-2) = 0 

4 + (-4) = (-4) + 4 = 0 

6 + (-6) = (-6) + 6 = 0 

Czy grupa jest abelowa?  

-2 + 4 = 4 + (-2) = 2 

TAK 



Pojęcie generatora grupy 

Generatorem grupy nazywa się taki podzbiór H grupy G, że każdy element 
grupy G można otrzymać przez wykonanie skończoną iloĞć razy działania 
grupowego na elementach zbioru H, elementach do nich odwrotnych i tak 
otrzymanych elementach.  

Przykład: 

Generatorem grupy liczb całkowitych parzystych z dodawaniem jako działaniem 
grupowym jest zbiór złożony z jednej liczby 2.  



Grupa podstawowa 

 użyteczne „narzędzie” pozwalające badać obiekty topologiczne 

 

 pojęcia synonimiczne: grupa fundamentalna lub pierwsza grupa homotopii 
 
 opisana za pomocą pętli na rozmaitości zaczepionych w pewnym punkcie 
 
 zakłada się, że pętle nie różnią się istotnie - gdy jedna da się w sposób ciągły 

zdeformować do drugiej z zachowaniem punktu zaczepienia mówimy o pętlach 
homotopijnych 

 
 w przypadku rozmaitoĞci wybór punktu zaczepienia pętli jest nieistotny 

 

 wprowadzenie działania na pętlach pozwala otrzymać grupę, zawierającą 
istotne informacje o rozmaitosci 
 

 jeśli rozmaitości są homeomorficzne, to ich grupy podstawowe są 
izomorficzne (NIE odwrotnie!)  
 
 
 



Na sferze wszystkie pętle są homotopijne i dają się ściągnąć do punktu 
– obiekt jednospójny.  

Na torusie jest inaczej, południka nie da się zdeformować do równoleżnika i 
żadnej z tych wzorcowych pętli nie można ściągnąć do punktu. 



Definicja homotopii w przestrzeni topologicznej 

Niech X, Y będą przestrzeniami topologicznymi. C (X, Y) oznacza zbiór 
wszystkich przekształceń ciągłych przestrzeni X w przestrzeń Y. Niech f, g є C 

(X, Y).  

 

Homotopią od przekształcenia f do przekształcenia g nazywamy funkcję 
ciągłą HŚ X x [0ś 1] → Y taką, że H (x, 0) = f (x) i H (x, 1) = g (x) dla każdego x 
є X.  

Jest to ciągłe przejĞcie między dwoma przekształceniami ciągłymi przestrzeni 
topologicznych, tj. takie, za pomocą którego można w jednostce czasu w wyniku 
ciągłej deformacji z jednego przekształcenia otrzymać drugie.  



Definicja drogi w przestrzeni topologicznej 

Drogą w przestrzeni topologicznej X nazywamy każde przekształcenie ciągłe 
odcinka [0ś1] w przestrzeń X, przy czym jeĞli fŚ [0ś 1] → X  jest drogą w 

przestrzeni X to punkt f (0) nazywamy początkiem tej drogi, a punkt f (1) jej 
końcem. 
 

Przestrzeń topologiczną  nazywamy drogowo spójną, gdy dla każdej pary x, y 
punktów zbioru X istnieje w X droga o początku w punkcie x i końcu w punkcie y.  

Droga δ + τ Drogi łączące punkty x0 i x1 



Definicja pętli w przestrzeni topologicznej 

Pętlą przy punkcie x0 є X w przestrzeni topologicznej X nazywamy każdą drogę 
w X o początku i końcu w punkcie x0. O pętli przy punkcie x0 mówi się też, że jest 
to pętla zaczepiona w punkcie x0. Pętle bywają nazywane drogami zamkniętymi. 

Pętla (- φ) + δ + φ 



Od pętli do grupy 

Niech x0 będzie ustalonym punktem przestrzeni topologicznej X i niech P (X, x0) 

będzie zbiorem wszystkich pętli w przestrzeni X zaczepionych w punkcie x0. Dla a є P 

(X, x0) niech [a] będzie zbiorem wszystkich pętli w X zaczepionych w x0 i 

homotopijnych z pętlą a. W zbiorze 

 

π1 (X, x0) = {[a]: a є P (X, x0)} 

 

okreĞlamy działanie wewnętrzne * jak następujeŚ a, b є P (X, x0) to [a] * [b] = [a] ∙ [b] 
gdzie a ∙ b jest pętlą okreĞloną wzoremŚ 
 

 

 

 

 

Pętlę a ∙ b nazywamy złożeniem pętli a i b.  
Para uporządkowana (π1 (X, x0), *) jest grupą.  
 

 

 



Definicja grupy podstawowej w przestrzeni 
topologicznej 

Grupą podstawową przestrzeni topologicznej X w punkcie x0 є X 

nazywamy grupę (π1 (X, x0), *) i oznaczamy ją π1 (X, x0).  
 

 

Grupą podstawową przestrzeni drogowo spójnej X nazywamy każdą grupę 
izomorficzną z grupą π1 (X, x0) dla jakiegokolwiek punktu x0 є X. Grupę 
podstawową przestrzeni drogowo spójnej oznaczamy π1 (X).  

 

 

 



Twierdzenie o izomorfizmie grup 
podstawowych 

Jeżeli x0, x1 są punktami przestrzeni drogowo spójnej X, to grupy π1 (X, x0) i  
π1 (X, x1) są izomorficzne. 



Trywialność grupy podstawowej 

 trywialnoĞć grupy podstawowej rozmaitoĞci M oznacza, że każdy obraz 
ciągły okręgu w rozmaitoĞci M daje się w niej Ğciągnąć do punktu 

 

 grupa trywialna jest grupą jednoelementową, złożoną jedynie z 
elementu neutralnego  

 

 każda niepusta przestrzeń Ğciągalna ma trywialną grupę podstawową 

Sfera S3 ma trywialną grupę podstawową.  RozmaitoĞć dodekaedralna sferyczna ma 
nietrywialną grupę podstawową.  



Przykłady grup podstawowych 

 π1 (R
3 \ R) = π1 (S

1) = Z  



Przykłady grup podstawowych 

 π1 (R
2 \ {(-2, 0), (2, 0)} = π1 (S

1 v S1) = Z * Z 



Przykłady grup podstawowych 

 π1 (R
3 \ 2R) = π1 (S

1 v S1 v S1) = Z * Z * Z 



Warto zapamiętać… 

 na okręgu (lub powierzchni bocznej walca) pętla jest całkowicie 
scharakteryzowana przez liczbę jej obiegów wokół tego okręgu, więc 
grupą podstawową tych przestrzeni jest nieskończona grupa cykliczna, 
czyli izomorficzna z grupą liczb całkowitych z dodawaniem 

 

 grupy podstawowe płaszczyzny i sfer wyższych wymiarów są trywialne 

 

 grupą podstawową torusa S1 x S1 jest Z x Z 

 

 grupą podstawową pary okręgów stycznych jest grupa wolna o dwóch 
generatorach 



Warto zapamiętać… 

 nie zawsze izomorficzne grupy podstawowe Ğwiadczą o homotopijnej 
równoważnoĞci przestrzeni (np. sfery Sn dla n ≥ 2 nie są homotopijnie 
równoważne, a wszystkie mają trywialne grupy podstawowe)  
 

 przestrzenie o takich samych grupach podstawowych to okrąg, 
pobocznica walca oraz wstęga Möbiusa 

 

 

Ma tylko 
jedną 

stronę i 
jedną 

krawędź! 



To już wiemy… 

Węzeł jest to dowolna krzywa zwykła 
zamknięta (tj. obraz homeomorficzny 
okręgu) zanurzona w R3.  

 

Teorię węzłów można uprawiać również 
na sferze S3. Takie podejĞcie znacznie 
ułatwia wyznaczenie grupy węzła.  



Grupa węzła 

 

Grupą węzła K nazywa się grupę 
podstawową dopełnienia węzła K w 
przestrzeni R3.  

 

Dopełnieniem węzła (rozmaitością 
węzła) nazywa  się rozmaitoĞć z 
brzegiem MK = S3 \ int (RK), gdzie RK 

jest otoczeniem tubularnym węzła K.  

 

 

 

 



Innymi słowy… 

Grupę węzła K definiuje się jako grupę podstawową  tego, co zostaje po 
usunięciu węzła K z przestrzeni S3:   

π1 (S
3 \ K) 



Grupa węzła jako niezmiennik 

 jeżeli obiekty S3 \ K1 i S
3 \ K2 są homeomorficzne to ich 

grupy podstawowe są izomorficzne 
 
 inaczej… 
 
 dwa węzły są równoważne jeżeli ich grupy są izomorficzne 

– na tej podstawie można rozróżniać węzły 
 
 jednak…. 
 
 NIE zawsze jest to prawda! 



square knot 

granny knot  

Te węzły mimo 
izomorficznych 

grup nie są 
równoważne! 

G = < a, b, c | a b a = b a b, a c a = c a c > 



Prezentacja Wirtingera  

 w 1925 roku Wilhelm Wirtinger udowodnił, że mając diagram węzła z n 
– skrzyżowaniami, grupę węzła można przedstawić w postaci zbioru n - 
pętli (klas homotopii)  

 

Aby znaleźć prezentację Wirtingera węzła należy:  
 

 ustalić orientację węzła 

 oznaczyć generatory grupy („łuki”, z ang. „arcs”) 
 zapisać relacje występujące w grupie 

Struktura grupy:  

G = < g1, g2,…., gm; r1, r2,….rn-1 > 

gdzie: m – liczba „łuków” na diagramie, n – liczba skrzyżowań na diagramie 



Prezentacja Wirtingera  

Relacje między generatorami grupy: 

(-) gj = gk gi gk
-1 

(+) gj = gk
-1 gi gk 



Przykład dla trójlistnika 

g1 g2 

g3  

Relacje: 

g1 = g2 g3 g2
-1 

g2 = g3 g1 g3
-1 

g3 = g1 g2 g1
-1  

 

 

 

 
G = < g1, g2, g3 | g2 = g3 g1 g3

-1, g3 = g1 g2 g1
-1 > 

 



 

π1 (R
3 \ K) = (x, y, z | xz = yx, zy = yx) 

z = yxy-1 

π1 (R
3 \ K) = (x, y | xyx = yxy) 

 

Grupa 
trójlistnika jest 
izomorficzna z 

grupą warkoczy 
B3 





Grupa węzła trywialnego 

Grupa węzła trywialnego jest nieskończoną grupą cykliczną, izomorficzną z 
grupą Z, czyli grupą liczb całkowitych z dodawaniem.  



Dziękuję za uwagę 
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