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Plan prezentacji

1. Wprowadzenie
» Niezmiennik
» Wielomian
» Wielomian wielomian wezita
» Warkocz
» Grupa warkocza
» Wielomian Laurenta
2.Niezmienniki homologiczne
1.Wielomian Alexandra
2.Wielomian Alexadra-Conwaya
3. Niezmienniki diagramatyczne

1. Wielomian Jonesa
» Warkocz splotu
> Lustrzane odbicie
> Przyktady
> Obliczenia

2.Nawias Kauffmana




Niezmiennik wezta/splotu

Dana w’rasnosc wez’fa (splotu) jest jego

« (Gdy dwa sploty sg rownowazne, to niezmiennik
jest zgodny dla obu splotow.

« Zwykle stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe,
tj. istniejg nierownowazne sploty o zgodnych
niezmiennikach

* Jesli niezmiennik rozni sie dla dwoch splotow, to
sploty te nie sg ze sobg rownowazne.

* Niezmienniki Reidemeistera stuzg do
udowodnienia, ze dane wezty, czy sploty, nie sg
podobnie zasuptane.

Zastosowanie przy rozwigzywaniu
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Wielomian

» Wyrazenie algebraiczne ztozone
ze zmiennych i statych potgczonych
z dziataniami takimi jak:

v'Dodawanie
v' Odejmowanie
v"Mnozenie

v Potegowanie o statym
wyktadniku naturalnym




Wielomian wezta

Niezmiennik wezta w formie
wielomianu takiego jak:

v'wielomian Alexandra
v'wielomian BLM/Ho

v wielomian nawiasowy
v'wielomian Conwaya
v'wielomian HOMFLY
v'wielomian Jonesa
v'wielomian Kauffmana F
\/W|elom|an Kauffmana X




Wielomian Laurenta

* Autor: Pierre Alphonse Laurent

* Wielomian w jednej zmiennej na polu F jest
liniowa kombinacjg dodatnich i ujemnych sit
zmiennej ze wspotczynnikami F

« Wielomiany Laurenta X tworzg pierscien F[.X, X°]
* Wielomian Laurenta p:

X - zmienna, kK - wskaznik sumy, p, - wspotczynnik

-



Warkocz

» Teoria warkoczy (Emil Artin 1947 r.)
-

arkocze mogag tworzyc grupy.

Dziatanie grupy polega na zrobieniu
pierwszego warkocza na stosie
sznurkow, a nastepnie drugiego
warkocza na juz skreconych
sznurkach.




Grupa warkoczy

Grupy warkoczy B, (rys. B; 1 B,)
Niechn e N

Symbol B,, 0znacza zbior
wszystkich warkoczy, ztozonych z n
strun rozpietych pomiedzy n
punktami potozonymi na dwoch
rownolegtych ptaszczyznach

Warkocze utozsamiane s3
;homeomorficznie”.
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Grupa warkoczy

 Dodawanie warkoczy polega na
naturalnym ztozeniu

—\
Warkocz 1 /

Warkocz 1,2

Y.




Grupa warkoczy

* Branie elementu odwrotnego do
danego warkocza polega na odbiciu
symetrycznym wzgledem dolnej
ptaszczyzny: \

i B -

Warkocz 1,2 Warkocz (1,2)

/ NNM; =1,2(132) !




Permutacje warkoczy

* |lu permutacji 4 elementowej grupy
warkoczowej mozna dokonac?




PermutaCJe warkoczy
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Wielomian Alexandra

FI N N7/

» Twierdzenie Alexandra:

 Twierdzenie Markowa:
Dwa warkocze, ktére mogg posiadac rozng ilos¢ pasm, po

* Ruchy te zwane sg ruchami Markowa.

B <~ afa’
B« Botln




Wielomian Alexandra

1928 rok - podanie regut pozwalajgcych na
przypisanie kazdemu weztowi pewien wielomian

przez J. W. Alexandra

Wielomian Alexandra jest niezmiennikiem wezta
-

nie ulega zmianie, gdy wezet zostanie poddany

Sytuacje, w ktérych dwa rézne wezty zwigzane sg
z tym samym wielomianem sg bardzo rzadkie

Wyznaczanie wielomianu Alexandra stato sie.




Wielomian Alexandra

Kazdy wezet mozna sprowadzi¢ do postaci, ktora
charakteryzuje sie minimalng liczbg skrzyzowan
MCN (ang. minimal crossing number) widocznych
W jego rzucie na pewng ptaszczyzne

Wezet, ktorego MCN ' 0 to wezet trywialny

Wraz ze wzrostem minimalnej liczby skrzyzowan
bardzo gwaltownie wzrasta liczba roznych weztow

Znajomosc wielomianu Alexandra wezta pomaga
odnalezC go w tablicach i okreslic typ

Nie pozwala on na rozroznienie skretow
Jest stabszy od wielomianu Jonesa

-~ e



Wielomian Alexandra

* Poniewaz wielomian Alexandra
oswojonego wezta w sferze trojwymiarowe]
posiada reprezentujgcg macierz
kwadratowg, jego ideat Aleksandra
(pierscien integralnych wielomianow
Laurenta) jest ideatem gtownym | posiada
wielomian Alexandra zapisywany jako A(t).




Wielomian Alexandra

Gdy W jest wynikiem mnozenia macierzy
warkoczy (o) wezta, wtedy:

L
Gdzie A, wielomian Alexandra, det -
wyznacznik

TTRT=TEVTRVT

» gdzie V - macierz Seiferta, V*
transponowana macierz Seiferta

. Wlelomlan Alexandra jest sym etr; czny dla x

1) =21\




Wielomian Alexandra
Conwaya

< <

« 1969 r., opracowanie przez Johna Conwaya wers;ji
wielomianu Alexandra, V(z), Wielomian Alexandra-
Conwaya

 Jesli wielomian Alexandra skrzyzowania L zmiennej X
oznaczymy A, (x) wtedy istnieje zaleznoSc pomiedzy
przeciwnymi skrzyZowaniami ;

L L-

 Wielomian dla rozszczeplonego skrzyzo la L zawsze
wy?o& sl
—,

+



Wielomian Alexandera

Conwaya

» Relacja pozwala na wyznaczenie
wielomianow Alexsandra dla dowolnych
weztow poprzez budowanie ich jako
zestaw skrzyzowan dodatnich |
ujemnych

» Znane sg przyktady weztow
nietrywialnych o A, =1 jednak nie w
przypadku weztow o ilosci 10 lub mniegj
skrzyzowan.



Wielomian Alexandera
Conwaya

* Przyktad stanowi wezet Fintushel-
Sterna (-2,3,7), inaczej ,precel”







Wielomian Alexandra-Conweya

« Zmodyfikowana wersja wielomianu
Alexandera w wyniku reparametryzacii:

A (X)=V (x=x71)

A, (X) Wielomian Alexandra-Conweya
-

Zaleznosc pomiedzy skrzyzowaniami L.




Wielomian Jonesa

Autor: Vaughan Frederick Randal
Jones (ur. 31.12.1952r.)

Medal Fieldsa, Kioto 1990 r.
Nowozelandzki matematyk
Uniwersytet w Genewie
Uniwersytet Kalifornijski, Berkley

Odkrycie wielomianu 1984 r. ‘. g @
, e




Wielomian Jonesa

] P B

* Twierdzenie Jonesa:
Wielomian V| (x) jest niezmiennikiem
splotow:

V(%) = VL(x)
-
ci(L) = c(L’)

rownowazne.
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Wielomian Jonesa

« Kazdemu splotowi zorientowanemu L
mozna przypisac wielomian Laurenta
V, (x) zmiennej \ x:

0 wspotczynnikach catkowitych ¢, = ci(L), przy
czym ¢, 6= 0 dla skonczonej liczby indeksow

1=0, 1, 2, . .. oraﬁ !




Wielomian Jonesa

« Wielomian Jonesa splotu zorientowanego L:
ML _ _

B - warkocz o n pasmach, ktorego zamknieciem
jest L

e() - suma wyktadnikow w przedstawieniu
warkocza 3 za pomocg generatorow oy, . . .,
0._1 grupy n-warkoczy, n = 2

trace p(B) - slad macierzy Burau p(f3) warkocza [3




Warkoczowa postac splotu

 Jak okresli¢c warkocz 3, ktorego
zamknieciem jest dany splot L?




Warkoczowa postac splotu




Warkoczowa postac splotu




Warkoczowa postac splotu




Warkoczowa postac splotu




Warkoczowa postac splotu




* Wielomian Jonesa wezta rozsuptanego




Wielomian Jonesa

 Dla dowolnych trzech splotow
zorientowanych L,, L_, L, r6znigcych
sie od siebie tylko w jednym
fragmencie splotu:




Wielomian Jonesa

« Wielomian Jonesa wezta, czy splotu L majgcego
nieparzysta liczbe sktadowych, jest wielomianem
Laurenta zmiennej x

L - -

0 wspotczynnikach catkowitych c.= ¢ (L),
przy czym c; 6= O tylko dla skonczonej liczby
indeksow i =0, £1, £2 . ..

« gdy splot L ma n sktadowych, n =1

AL o

V| (x) # 0, tj. co najmniej jeden wspotczynnik ¢, (L) # 0
Vige (X) = Vi (X)Vi (X) =

woch splotéWa ]




Zwilercladlane odbicie

L L B R -
 dla splotu L i1 jego zwierciadlanego
odbicia L*

5 Lor E!!’ o 5 L E!!’

* tj.¢c(L,)=c (L) dlasplotulijego
kopii L, bedacej splotem L z
odwrocong orientacjg.



/Zwiercladlane odbicie

« Zwierciadlane odbicie L* splotu L

otrzymuje sie przez wzajemng zamiane
mostow z tunelami na kazdym
skrzyzowaniu splotu L

* Dla zwierciadlanego odbicia L* splotu L




Wielomian Jonesa

» Splot L jest zwierciadlany, jezeli L i L* sg
rownowazne

Dla zwierciadlanego splotu

L L L
Tzn.c(L)=c (L*)=c,(L)dlai=0, +1, +2, .

wielomian Jonesa V| (x) jest W|elom|anem
symetrycznym

* |stniejg wezty, ktorych wielomiany Jonesa s3g

symetryezne, lecz same we m

zwierci




Wielomian Jonesa przyktad 1

* Wielomian Jonesa dla trgjlistnika

Silistnik lewy C@D
STETE T

Trojlistnik prawy
-




Wielomian Jonesa
Trojlistnik

Znajac juz jeden z dwoch mozliwych
wielomianow Jonesa, drugi obliczamy
zastepujac x przez x ~'w znanym
wielomianie.

nie jest weztem zwierciadlanym

M’ S




Wielomian Jonesa przyktad 2

Splot Hopfa




P o

Wielomian Jonesa przyktad 3

Splot pierscieni rodziny Boromeuszy




Wielomian Jonesa przyktad 4

Splot Wﬂteheada

Vi(X)=—(Vx)3+({x)T-2Vx+({x)3-
- 2(Vx)5+ (W x) =

=-(-TH+X-2X7+ X = 2X*+ X

X) -




Wielomian Jonesa przyktad 5

* Wielomian Jonesa dla wezta osemkowego

v'V (z) to wielomian symetryczny
v 'wezet 6semkowy jest zwierciadlany




Obliczanie Wielomianu
Jonesa 1




Obliczanie Wielomianu
Jonesa 1

V (X)=x1+x3-x4 V (X) = X 5/2 + x ~112




Obliczanie Wielomianu
Jonesa 2




Obliczanie Wielomianu
Jonesa 2

- WEZErGSEmKowy

V(X)=X2-XxT1+1-Xx+x2 V(X)=-x52-x12




Nawias Kauffmana

Odkryty w 1987 r. przez Louisa Kauffmana
Inaczej wielomian nawiasowy lub

regularny, izotopowy niezmiennik

Uogolnienie wielomianu Jonesa

Nie jest niezmiennikiem topologicznym

Mozna go przeksztatcic | ruchem Reidemeistra

Rozpietos¢ nawiasu Kauffmana jest
niezmiennikiem wezta, poniewaz jest
znormalizowang forma liczby skretow
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