Zad. 1.

Zad. 2

Zad. 3.

Zad. 4.
Zad. 5.
Zad. 6.

Zad. 7.

Zad. 8.

1. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH I FUNKCJE UWIKLANE

Obliczy¢ przyblizong wartosé wyrazenia (1,04)202),

. Wykazaé, ze kazda funkcja z(z,y) = 2%f (x%), gdzie f jest funkcjg rozniczkowalng

jednej zmiennej, spetnia réwnanie

82 0z
2 2z.
6’x * yay -
Wyznaczy¢ dziedzine funkcji
In (23
o) = 2
y—x

Znalezé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) =1 — /a? + 2.

Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = y/x — y* + 6y + 8 — .
Zbadaé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = sinx - siny - sin (z + y)
w zbiorze D = (0,7) x (0,7).

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

(a) f(x,y) =3In¢g +21ny+ln(12—x—y)

(b) f(z,y) = (x +)
(c) f(:c, y) = ln(a:y) + 222 — 2y* + 3
(d) f(z,y) = ( ) Inz
(e) flz,y) = ( —3y?)
(f) flz,y) = (y +2)° 4+ (y — )
(g) fla,y) = 2® + 3zy® + 122y
(h) f(z,y) Zy\/_—y —x + 6y
i) flz,y) = —2y* — xy + Gy

(
(G) f(z y)—sma:—l—cosy—l—cos(x— y) dla (z,y) € [0, 5] x [0, F].

Obliczy¢ pochodne pierwszego i drugiego rzedu dla funkeji uwiktanej y okreslonej réw-
naniem 2 + 2zy — 3% = a?.

\_/

2. CALKA OZNACZONA I CALKI WIELOKROTNE

2.1. Calka oznaczona - zadania podstawowe.

Zad. 1.

Zad. 2.

Zad. 3.

[e.e]

Zbadac¢ zbieznosé calki /

1

2z 2+4
In3
Obliczy¢ catke oznaczona / 3re “dx

Obliczy¢ calke f g o +2m 3

2.2. Pole miedzy krzywymi.

Zad. 1.

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.

Obliczy¢ pole ograniczone krzywymi y = 22, y = .

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa o r()wnaniu Y= H% oraz osig OX.

+ ——, x € [—1,1], oraz osia OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = 2\/ a? — 22, x € [0, a], oraz osig OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = x® + 22 — 2z, x € [—2,2], oraz osig

OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = x+/1 — x2? oraz osig OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = sin® z, y = cos® x, x € [0, 7l

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = Tlxél, x € [0, 00), oraz osig OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = xlnz, z € (0,1] i osig OX.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego parabola y = 2x — 2% i prosta y = —z, x € [—1,0].
1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y =



Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi o réwnaniach y = 223, y? = 4x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = 22, 2o —y + 3 = 0.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = Inz iy = In .

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = 23 i y = 2°.
Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy krzywymi y =
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego liniami y =
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego linia y =

1
112+4$+8 )
2244245

5

1 o

z2+4+2z+10 1y = 0.

y=0,dlax € [0,1].

oraz jej asymptota, dla z € [0, 1].

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu parametrycznym

= ¢2
{ S 1, te[0,VE],
3

y=1t-

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa

x(t) = 2rsin®t
y(t) = 2rsin®ttgt’

Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa

x(t) = 3rcos’t
y(t) = 3rcos®tctgt’

Obliczy¢ pola powierzchni ograniczonych krzywymi

(a
(b

D~
(@]
~— O N N

2.3. Dlugo$é tuku krzywej.

y = cos(x), y =sin(z), = =
xy=1, y=z, y=2x (z,y>0)

T
1 T=7

Zad. 1. Obliczy¢ dlugosé tuku krzywej

ot
{a:(t) =esint 0,

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Gl WD

y(t) = e’ cost’

Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = \/z, x € [0, 1].
Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = 1 — In(cosz), z € [0, §].

Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = Vo — 22 + arcsin/z, x € [0, 1].
Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej

= t2
{ v lt37 tE[O,\/g]
3

¥

y=1t-

. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej

. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej

x = a(cost + tsint)
y = a(sint — tcost)’

30

t € n/12,7/6], r > 0.

t € [r/12,7/6], r > 0.



2.4. Objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryly obrotowej.

Zad. 1. Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej bryty powstalej przez obrét wokot osi OX
krzywej y = 323, z € [0,1].

Zad. 2. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej bryly powstatej przez obrét wokot osi OX krzywej
y=+Vx+2 zell,?2.

Zad. 3. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej przez obrot wokot osi OX tuku asteroidy

xr = cos’t -
{yzsini’)ta te [Oaﬁ]

Zad. 4. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej bryty powstalej przez obrét krzywej y = x/x, © €
0, 1], wokot osi OX.

Zad. 5. Zbadaj, czy istnieje objetos¢ bryly powstatej przez obrét dookota osi OX krzywej danej
rOwnaniem y = e~ *y/x, x < 0.

Zad. 6. Obliczy¢ objeto$¢ bryty, ktora powstata przez obrot wokot osi OX elipsy

22 P
—+==1.
9 + 4

Zad. 7. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej przez obrét krzywej y = tgz, x € [0, §], wokot osi

OX.
Zad. 8. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej przez obrot krzywej y =
wokot osi OX.
Zad. 9. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej przez obrét krzywej y = ,/m, x € (—00,00),
wokot osi OX.
Zad. 10. Obliczy¢ objetosé bryly powstaltej przez obrot krzywej y = /xe™®, x € [000), wokot osi

~#y/|sinz|, x € [0, 00),

OX.
Zad. 11. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrot krzywej y = \/1'111172:57 x € (0, %], wokot osi
OX.

x

Zad. 12. Obliczy¢ objetosé bryty nieograniczonej powstalej przez obrét krzywej y = /o — 1-e~
wokot osi OX.

Zad. 13. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrot krzywej y = ze™, x > 0, wokot osi OX.

Zad. 14. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej przez obrét dookota osi OX krzywej y = ﬁ, dla

2<x<y.
Zad. 15. Obliczy¢ objetosé bryly powstalej przez obrot krzywej y = (Jarctgz, z € [0, 1], wokdt
osi OX.

2.5. Catka podwdjna.
Zad. 1. Obliczy¢ calke // F(z,y) dxdy, jezeli
D
(a) F(a,y) =2y, D={(z,y): 0<2<1, 0<y<2}

(b) F(z,y) = 2?ye™, D = {(z,y): 0<7< 1, 0<y<2}
(©) Flz,y) = e, D={(z,9): 0<z <1, 0<y<1}
(A) Fa,y) = asiny), D={(.y): 1<o<2 0<y< ]

2
(© Fe.y) = 150 D={lmy): 0<2 <1, 0<y <)

1

(f) F(x,y) = CETEEE D={(z,y): 3<z<4, 1<y<2}
(g) F(z,y) =y, D={(z,y): 0<r<a, 0<y<b}
(h) F(z,y) = 2%y cos(zy?), D—{( Y 0<x<g, 0<y 2}
(i) F(x,y) = 2*y?, obszar D jest kotem 2? + y* < R?
(j) F(x,y) = 2* +y, obszar D jest ograniczony parabolami y = 2%, y* =z



Zad. 2.

Zad. 3.

Zad. 4.

Zad. 5.

Zad. 6.

Zad. 7.
Zad. 8.
Zad. 9.

l’2

(k) F(z,y) = —, obszar D jest ograniczony krzywymi z =2, z =y, zy =1
)
(1) F(x,y) = cos(x + y), obszar D jest tréjkatem ograniczonym prostymi z = 0, y =
T, x=Yy

Whprowadzajac wspotrzedne biegunowe obliczy¢ nastepujace catki po obszarach ograni-
czonych wskazanymi krzywymi

a) //D e~ @) dudy, obszar D i 2® +y? =2
) //Dydxdy, obszar D: 22 +y* =4, 2* +9y° =1, 2=y, y=0 (y = 0)
)//Dmdxdy, obszar D: 2* +1y* =4, 2=0, y=1(x <0, y > 1)
(d) //Dxda:dy, obszar D: 2* +(y— 1) =1, y=u, (z>y)

1
) //D\/m d:):dy, obszar D : (I2+y2)2—4x(1‘2 +y2) _ 4y2’ 5(72+y2 -4 (x > 0)

0[] e+ dudy, obszar D (22 4y =P~y w =0 (220
) Dx\/m xdy, obszar (" +y ) =z"—y, o (x > 0)

Obliczy¢ calke / / (2% +y*)dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywa z%+y? =
D
6.

Obliczy¢
1 [ Viea? 1-2?-
/ / ( / \/xQ + 92+ ZQdZ)dy dx.
0 0
Obliczy¢ // x + y)dxdy, gdzie D = {(z,y) € R?: 22 + y? — 22 < 0}.

x +y
Obliczy¢ // I% dxdy, gdzie D = {(x,y) : 2* + y* < 4, y > |z|}.
Obliczy¢ // rydzdy, gdzie D = {(x,y) : 2* + y* < 2z}.
D
Obliczy¢ / In(2? + y*)drdy, gdzie D = {(z,y) : 7> < 2 + y* < R*}, r, R > 0.
D

Obliczy¢ // arctg gd:vdy, gdzie D = {(z,y) : 4 <2 +¢y* <16, —z <y, y > v}
D T

2.6. Calka potréjna.

Zad. 1.

Zad. 2.

Zad. 3.

Zad. 4.

Zad. 5.
Zad. 6.

Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych wskazanymi powierzchniami
(a) 2 +1*+22=9, 2°+y* =1
1
) Z:W, 2=0, 224y =1, 2°+y*=9
Yz=4—2* -y 2=0
) z=¢e""", x+y—1 x—() y=0,2=0(z+y<1)
(e) Z—9—ZE z=0, y* =3z
(f) z = 2? —|—y , z=z+y, z=0.
Obliczy¢ catke / / / (2zy+z)drdydz, gdzie obszar V jest czworo$cianem o wierzchotkach
A(=2,0,0), B(0,2,0), C(0,0,—3), D(0,0,0).
Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchniami z
z = 0.
Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami z = 8 — /a2 —y? + 22, z = 2 +
2yttt =1,2=0,y=0,dlaz®+y>*>1,2>0,y>0.
Obliczy¢ objetosé bryty okredlonej warunkami 22 4 y? + 22 <9, 22 +y? <4, 2 > 0.
Obliczy¢ objeto$é bryly ograniczonej powierzchniami z = a2 +y2 +4, 2z = 6 —

Va? +y2.

=224+ P +y? =4 dla



Zad. 7.
Zad. 8.
Zad. 9.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.

18.

19.

Obliczy¢ objetosé bryty V = {(z,y,2) € R®: 2? + y +22 <4, 2 +y* <3z}
Obliczy¢ objetosé bryty V = {(z,y,2) € R : 2% + 9% + 2% <8, 22 < 22 + y*}.
Obliczy¢ objetosé bryty

V=A{(z,y,2) eR*:y >0, 2*+3* <1, 0< z arctg /22 + 4}

Obliczy¢ objetosé bryty okredlonej warunkami z < 9 — 22 — 2, 422 —|— <1, 2> 1
Obliczy¢ objetosé brylty ograniczonej powierzchniami z = 1 + 2 + 32, z =9— 22— %
Obliczy¢ objetosé brylty ograniczonej powierzchniami 2% = 2 + 4%, 22 + y? = 4, dla
z = 0.

Obliczy¢ objeto$é¢ bryly ograniczonej powierzchniami o réwnaniach z2 + y? + 22 = 2z i
z? + y2 = 22

Obliczy¢ objetoséé bryly ograniczonej powierzchniami o réwnaniach a2 + y? + 22 = 4,
2+ y? = 3z2.

Obliczy¢ objetos¢ bryty

V={(z,y,2) € R®: 32> + 3y® < 2%, 9< 2® +y* + 2% < 25}.

Obliczy¢ objeto$é bryty ograniczonej powierzchniami z = /22 + 2, 2 = 6 — 22 — y°.
Obliczy¢ caltki /// f(z,y, 2) dedydz, gdzie:
1%

(a) f(z,y,2) =exp(z+y+2), V:z<0, —r<y<], 0<2<~2
1
b Vix>20y>20 0<2<1l—2—
(b) flz,y,2) = (3x+2y+z+1)47 x y z T —y
()f(:vy,)—x +y, V:x+y 4, 1—x<z<2—ux;
(d) f(x,y,z) = zyz, V : bryla ograniczona powierzchniami y = 2%, r = 3%, 2 = xy,
z2=0
(e) f(z,y,2) = =, V : bryla ograniczona ptaszczyznami ukladu wspoétrzednych i

plaszczyzna przechodzaca przez punkty (2,0,0), (0,1,0), (0,0, 3)
Wprowadzajac wspotrzedne walcowe obliczy¢ calki:

(a) ///(x2+y2+22)2dmdydz, Via?+y’<4,0<2<1
v

(b) ///Va:’yzdxdydz, Vi +y?<z<y/1—a2—y?

(c) ///(x2+y2)dmdydz, Vi 4y + 22 <R 2+t + 22 < 2Rz
v

(

dAU 2 L dadydz, Vo @2+ <2<
) V(:L'er)ycyz >4+ y? <z

Wprowadzaj@c wspotrzedne sferyczne obliczy¢ calki:

(a /// (22 + 1y + 2 dodydz, V: —\J4—22 -2 < 2<0;

dxdyd
b/// rayaz , VidA<a?+ P+ 22 <0;
Vat4y? + 22

)
C)///IE +y?) dzdydz, V : m<2<m?
)
(e)

d‘ﬁhvzmww V:a?+y?+(:— R? < R,

e /// x dxdydz Vo2 4y + 22 <Ay
2 2 g2
4

/// +7+ — )dzdydz, v. 2 =

2
+5+5 <L
a C

Obliczy¢ calkl

a b c
a) /da:/dy/(a:+y+z)dz
o 0 0



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

/ dy/z\/a:2+y2 dz
0 0
Vica? \1-a? =2
y /\/:L‘Q—i-yQ—I—szz

Oe —xz—1 ac+y+e Z . y)
d /d / i VR
(&) / v Y (x—e)(xr+y—e) :

Obhczyc oqutosc obszarow ograniczonych podanymi powierzchniami:
(a) 2*+y* =9, x+y+z=1, 24+y+2=5
M) x=-1,20=2 2=4—y° z2=2+y%

(¢) 2=

2 ! —g v +2y2’
<y z
(d) ?+ﬁ:§’ Z=2cC

(e) (z* +y*+ 222 =z, (a>0)
Dana jest bryla wycieta walcem x?+y* = Rx z kuli 22+y?+2% = R? (bryla Vivianiego).
Obliczy¢:
(a) objetosé,
(b) pole gornej i dolnej podstawy,

(c) pole powierzchni bocznej,
(d) potozenie §rodka ciezkosci (jednorodnej) bryly Vivianiego.
Obliczy¢ mase i objetosé bryly ograniczonej powierzchniami 22 + y? — 22 = a?, 2 =0 i
z =a > 0, jezeli jej gestos¢ w kazdym punkcie jest wprost proporcjonalna do trzeciej
wspotrzednej tego punktu i réwna jest % na ptaszczyznie z = a.
Obliczy¢ mase bryty zadanej nieréwnosciami 22 + 9% < 16 1 0 < 2z < 2v/22 + 32, jezeli
jej gestosé w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odleglosci tego punktu od osi OZ.
Obliczy¢ mase bryly ograniczonej powierzchniami 22 + y? + 22 = 2z i 2 = 22 + 12,
jezeli jej gestos¢ w kazdym punkcie jest odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci tego
punktu od poczatku uktadu wspoétrzednych.
Obliczyé mase i érednig gesto$é¢ bryly ograniczonej powierzchniami 22 — 4* = az, 2 +
v =0a%12=0 (2> 0), jezeli jej ggstos¢ w kazdym punkcie jest wprost proporcjonalna
do trzeciej Wspoh"zegdnej tego punktu i najwieksza warto$é¢ gestosci rowna jest 3.
Wyznaczyé¢ srodek masy jednorodnej bryty ograniczonej powierzchnig y? + 222 = 4x i
plaszczyzng x = 2.
Wyznaczyé $rodek masy jednorodnej bryly ograniczonej paraboloidg z = 22 + y?
plaszczyzng z = 4.
Obliczy¢ moment statyczny jednorodnej bryty ograniczonej powierzchnig %5 + -+ 62 =
1 i ptaszczyzna z = 0 (z > 0) wzgledem tej plaszczyzny.
Obhczyc biegunowy moment bezwtadnosci bryly ograniczonej powierzchnia % -4 U b2 +

QU

8
‘“o\

QU

z2=0, 22+ =1

0—2 = 1 wzgledem punktu (0,0,0).



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

3. CALKA POWIERZCHNIOWA I KRZYWOLINIOWA

. Obliczy¢ / / wydydz+yz*dedz+ zx*dxdy, gdzie S jest wewenetrzng strong powierzchni
S

bryty okredlonej nieréwnoéciami 1 < 22 +y?> +22<4,2>0,y >0, 2 > 0.

. Obliczy¢ / / (xz 4+ yz)S, gdzie S jest czescia powierzchni stozkowej z = /x2 + y? wy-
s

cietej walcem 22 + y? = 4x.

. Obliczy¢ / / (2% +y*)dxdz, gdzie S jest zewnetrzna strong powierzchni y = a? — 22 — 22
S

odcietej plaszczyng y = 1a®.

. Obliczy¢ pola czesci powierzchni o réwnaniu z = f(z,y) odcietych wskazanymi po-

wierzchniami:
(a) f(z,y) =8—-2(x+y), v=0,y=0,2=0

(b) flz,y) = /22 + 2, x2+y2:2m

() flz,y) = /16 — (22 +42), z=1, z2=2
(d) f(xay)zé(ﬁ—l—gﬂ), 224 y? =

(e) f(x7y):1—($2+y2), z =

(1) f@y) =2 +92, z=1, 2=2;

(g) f(z,y) ==y, xz+y22— R?2

x T

(h)f(x,y):?+%7 ?-F%:C%

a
. Obliczy¢ catke [[ zdS, gdzie S jest
S

(a) gorna czedcig sfery 22 + 9% + 22 = R?, R > 0;

(b) czescia powierzchni stozka Z—i + 2% - i—j =0dla z € [a,b], b>a > 0;

(c) czescia plata powierzchniowego danego réwnaniami parametrycznymi x(u,v) =
wcosv, y(u,v) = usinv, z(u,v) = v dla u € [0, a], v € [0, 27].

. Obliczy¢ [[(x? +y*+ 22)dS, gdzie S jest czescig powierzchni bocznej walca 2%+ y? < 1
s

dla 0 < z < 21 lezaca w I oktancie.

. Obliczy¢ [ x(y + 2)dS, gdzie S jest czedcig powierzchni bocznej walca 22 + 3* < 1 dla
S

0<z<2.

. Obliczy¢ [[xzdS, gdzie S jest czescia ptata powierzchniowego danego réwnaniami
S

x(u,v) =veosu, y(u,v) =vsinu, z(u,v) =v dlau € [0,7], v € [3,4].

. Obliczy¢ [[ zdS, gdzie S jest czeScia powierzchni torusa powstatego w wyniku obrotu

S
wokot osi OZ okregu (x —3)?+ 2% = 4 i lezaca w I oktancie na zewnatrz walca 2 +y? =
16.
Obliczy¢ pole czedei powierzchni stozka 2?2 = 22 + y? wycietej walcem parabolicznym
22 =2py, p > 0.
Obliczy¢ pole czesci ptata powierzchniowego az = x - y lezacego w I oktancie miedzy
powierzchniami 2% +y? =a?i2? +y? =0 0<a <b.
Obliczy¢ pole czesci ptaszezyzny x + y + 2 = 2 wycietej powierzchniami z? + y? = x,
r=yiy=0.
Obliczy¢ pole czedci sfery a2 + y? + 22 = 25 zawartej miedzy plaszczyznami z = 3 i
z=4.
Obliczy¢ pole czesci ptata powierzchniowego opisanego réwnaniami parametrycznymi
x(u,v) = (10+3 cosv) cosu, y(u,v) = (10+3cosv)sinu, z(u,v) = 3sinv dla u € [0, 7],
v € [m, 27|
Obliczy¢ przyblizone pole czesci powierzchni Ziemi zawartej miedzy potudnikami 60°
i 80° W oraz réownoleznikami 45° i 60° N. W zadaniu przyjac¢, ze Ziemia jest kula o
promieniu R = 6370 km.



Zad. 16. Obliczy¢ mase sfery o réwnaniu x? + y? + 22 = 4, jesli powierzchniowa gesto$¢ masy
w kazdym jej punkcie jest wprost proporcjonalna do kwadratu pierwszej wspotrzednej
tego punktu.

Zad. 17. Wyznaczy¢ mase plata powierzchniowego S = {(z,y,2) € R*: z=¢*+2? -3, -2 <z < 1},
jezeli gesto$é¢ w kazdym jego punkcie jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci tego
punktu od osi Ox.

Zad. 18. Wyznaczy¢ mase ptata powierzchniowego S = {(z,y,2) € R3 : 22 +¢* + 22 =4z, z > 2},
jezeli gestos¢ masy w kazdym jego punkcie jest wprost proporcjonalna do odlegtosci tego
punktu od ptaszczyzny Oyz.

Zad. 19. Obliczy¢ mase czeéci plata powierzchniowego z = /9 — y? odcietego plaszczyznami
xr =01z = 2, jezeli powierzchniowa gestos¢ masy w kazdym jej punkcie dana jest
wzorem p(x,y, z) = z(x + y).

Zad. 20. Obliczy¢ mase czeéci ptata powierzchniowego wycietego walcem 22 +y? = 4 z powierzch-
ni danej réwnaniem z = zy, jezeli gestos¢ w kazdym punkcie tej powierzchni jest réwna
odlegtosci tego punktu od osi Oz.

Zad. 21. Obliczy¢ mase, moment statyczny M,, oraz moment bezwladnosci wzgledem osi OZ
goérnej polsfery 2% +y%+ 2% = R?, jezeli powierzchniowa gesto$é masy w kazdym punkcie
rowna jest kwadratowi odlegtosci tego punktu od wertykalnej srednicy sfery.

Zad. 22. Obliczy¢ nastepujace calki:

(a) // xy dydz + yz dzdx + xz dzdy, gdzie S jest trojkatem o wierzchotkach A(1,0,0),
S

B(0,1,0), C(1,—1,1) zorientowanym tak, ze wektor normalny tworzy kat ostry z
osig Oz;

(b) //S 22y z dedy, gdzie S jest gorna polsferg 22 + y* + 22 = R? zorientowana tak, ze
wektor normalny tworzy kat ostry z osig Oz;

(c) / /s vz dydz + 2%y dzde + y*z dedy, gdzie S jest czedcia powierzchni opisanej réw-
naniami x(u,v) = vcosu, y(u,v) = vsinu, z(u,v) = v dlau € (O, g) ive(01)
oraz zorientowana tak, ze wektor normalny tworzy kat ostry z osia Oz;

(d) / /s rzdydz + 2 ydzdr + y?zdxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona czesci walca
2?2 4+ y? = 1 polozong w pierwszym oktancie i odcietg plaszczyznami z = 0, z = 1;

(e) //S zdydz — x dzdx 4+ y dzdy, gdzie S jest czedcia plaszczyzny 3x + 6y — 22 = 6 od-
cietej ptaszczyznami uktadu wspotrzednych i zorientowana tak, ze wektor normalny

tworzy kat ostry z osig Oz.
Zad. 23. Obliczy¢ caltke [[ xzdxdy, gdzie S jest czeScia powierzchni torusa powstatego w wyniku
S

obrotu wokot osi Oz okregu (v — 2)? + 22 = 1, lezaca w obszarze z < 0, y > 0, 2z > 0,
2% +y? < 4 oraz zorientowang tak, ze wektor normalny tworzy kat ostry z osig Oz.
Zad. 24. Obliczy¢ catke [[ yzdxdy, gdzie S jest czescia powierzchni torusa powstatego w wyniku
S

obrotu wokot osi Oz okregu (y — 2)% + 22 = 1, lezaca w obszarze x > 0, y < 0, z > 0,
x? +y* > 4 oraz zorientowang tak, ze wektor normalny tworzy kat ostry z osig Oz.
Zad. 25. Obliczy¢ nastepujace calki:

(a) / / 23 dydz + v dzde + 2° dedy, gdzie S jest zewnetrzna strong sfery z2 +y% + 22 =
Rf
(b) / / rz dydz+ 22y dzdr+vy*z dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong powierzchni bryty
s
ograniczonej przez z = x> +y%, 22 +y? =1, 2 =0,y =0, z = 0, gdzie x,y > 0;
(c) / / dydz+2 dzdx + 2% dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong powierzchni bryty ogra-
s
niczonej przez z = Vr2 + 92, 22+ 1y =42 —4, 2 =0,y =0, 2 = 0, gdzie x,y > 0;



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.
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(d) / /S 3rdydz — dzdx + 2dzdy, gdzie S jest zewnetrzng strong powierzchni bryty
ograniczonej przez z = /22 + 32, 2? + % + 22 = 1;

(e) //S(tgz + xyz) dydz + 2y dzdx + (2° + 2xy) dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong
powierzchni bryty ograniczonej przez a2 + 22 =4,y =0, y = §;

(f) //s 22y dydz—xy? dzde+(2*+y*) 2 dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong powierzchni
walca 22 +1y? < 4,0 < 2 < 5;

(2) //S(x2 + y2)dydz + (vz + y?) dzdr + zy® dody, gdzie S jest zewnetrzng strona
powierzchni walca 2% + 4% < 1,0 < 2 < 2;

(h) / /S 22y dydz + xy® dedx + vyz dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong czesci sfery
2% +y? + 22 = R? polozong w pierwszym oktancie;

(i) / /s xy dydz +yz dzdx + vz dedy, gdzie S jest zewnetrzng strong czworo$cianu ogra-
niczonego ptaszczyznami x =0,y =0, 2 =0, x +y+ 2 = 3.

Korzystajac ze wzoru Greena obliczy¢ ]{ e (1 —cosy)dr —e"(y —siny)dy, gdzie K jest

krzywa ograniczajaca obszar D: =& < xK< 5, 0 <y < cosz, zorientowang dodatnio.

Obliczy¢ % —xydy + 2?ydx, gdzie krzywa K jest okregiem o réwnaniu z2 + 3% = 1

dodatnio zgrientowanym.

Obliczy¢ 7{ (22° — 11y)dx + (42 + siny)dy, gdzie K jest dodatnio zorientowanym okre-

giem o r()WI;aniu 2 +y? = 16.

Obliczy¢ j{ —zydzr + (y* + 1)dy, gdzie krzywa K jest dodatnio skierowanym brzegiem

zbioruD:K{(x,y)ERQ:O<y<x2, 0<z< 1}

Obliczy¢ f}( e”(1 — cosy)dr — e*(1 — siny)dy, gdzie krzywa K jest krzywa zamknieta

sktadajaca sie z y = sinz, x € [0, 7], y = 0, skierowana dodatnio.
(2,9)

Obliczy¢ catke krzywoliniowa / 2zydr + x*dy wzdhuz drogi y = 2.

(0,0)
Korzystajac z wzoru Greena obliczy¢ % (1 — 2®)dx + z(1 + y*)dy, gdzie L jest krzywa
zamknieta zorientowang dodatnio skiadLaj@ceL sigz liniiy =vz+4,y=0,2=0.
Obliczy¢ /Lx(y + 2)dl, gdzie

T = cost
L:Sy=sint, t €0,
z:%t

Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢ f xydr—xdy, gdzie L jest krzywa zamknieta
zorientowang dodatnio sktadajacy sie z liniiLy =Vr,y=0,dlaz € l,2].

Obliczy¢ jg( wdr — z*dy, gdzie K jest okregiem x2 + y? = 8 zorientowanym dodatnio.
Obliczy¢ / y(r — y)dx + xdy, gdzie K jest czeScig krzywej y*> = 4x skierowanej od
A(1,—2) do B(0,0).

Obliczy¢ 7{ y(x —y)dx + xdy, gdzie K jest dodatnio zorienotwanym brzegiem tréjkata
o Wierzchofkach A(0,0), B(2,0), C(1,1).
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

93.

o4.

Obli '/,/ 2 4 y2dl, gdzi
1czycC ; e +y gazie

x =cost+tsint
L:{y=sint—tcost, t €[0,n].

z=1nbH
t t
Obliczy¢ / (arc &Y + ”y) dzr + arels + f + 2y | dy, gdzie krzywa K jest linia
K\ 1+ a2 x 1+y? y

y = x od punktu A(1,1) do B(2,2).

Obliczy¢ ?{c In(1 + y)dx — ﬁyydy, gdzie krzywa C' jest dodatnio zorientowanym troj-
katem o wierzchotkach A(0,0), B(2,0), C(0,4).

Obliczy¢ % w?ydy — x*dx, gdzie krzywa C jest dodatnio zorientowanym kwadratem o
wierzchotkach A(1,1), B(1,—1), C(3, 1), D(3,1).

Obliczy¢ /L yzdx + zxdy + xydz, gdzie L jest fragmentem krzywej

r =1rcost
y =rsint
_ at
2_27r

zawartym miedzy ptaszczynami z =01 z = a, a,r > 0.

Obliczy¢ 7{ (y? + 2y)dx — (e¥ + 2x)dy, gdzie krzywa K jest okregiem (x — 1)2 412 =1
skierowanylr(n dodatnio.

Obliczy¢ mase krzywej C : a2 + y? = 4x, gdzie gestoéé w kazdym jej punkcie jest
wprost proporcjonalna do kwadratu odlegtosci tego punktu od poczatku uktadu wspot-
rzednych.

Obliczy¢ mase tuku krzywej K @ y =2Inz, 1 <z < 2, gdzie gestod¢ krzywej w kazdym
jej punkcie réwna jest kwadratowi odcietej tego punktu.

Obliczy¢ mase czesci krzywej y = In(1—2?) dlaz € {O, %} , jezeli gestosé liniowa krzywej
w kazdym punkcie réwna jest p(z,y) = 1+ x.

Obliczy¢ mase odcinka AB, gdzie A = (0,1) i B = (3,0), o liniowej gestodci masy
o(z,y) = 2>+ y>

Obliczy¢ mase tuku cykloidy z(t) = a(t — sint), y(t) = a(1 — cost), t € (0,27), a > 0,
jesli gestos¢ liniowa krzywej w kazdym punkcie réwna jest rzednej tego punktu.
Obliczy¢ mase czesci krzywej r(t) = [a(cost 4 tsint), a(sint — tcost)] dla ¢t € [0, 7],
a > 0, jezeli gestosc liniowa krzywej w kazdym punkcie jest réwna kwadratowi promienia
wodzacego.

t
x(t) = 2{1;2 dz

b
krzywej w kazdym punkcie réwna jest p(z,y) = £.

ex

Obliczy¢ mase czesci krzywej dlat € [0, 1], jezeli gestosé liniowa

Obliczy¢ mase czesci elipsy z—; + %; =1, 0 < b < a lezacej w pierwszej ¢wiartce, jezeli
gestos¢ liniowa krzywej w kazdym punkcie jest rowna rzednej tego punktu.

Obliczy¢ mase tuku krzywej z(t) = ae’cost, y(t) = ae’sint, z(t) = ae’ od punktu
O = (0,0,0) do punktu A = (a,0,a), a > 0, jesli gestos¢ krzywej wyraza sie wzorem
v(t) = 2¢€.

Obliczy¢ mase¢ tuku OA, gdzie O = (0,0) i A = (4,%), krzywej 3y = 2x\/x, jezeli

gestos¢ liniowa w punkcie M tuku jest wprost proporcjonalna do dtugosci tuku OM.
Obliczy¢ moment statyczny wzgledem plaszezyzny Oxz jednorodnego tuku krzywej
7(t) = [e' cost, e’ sint, e'] dla t € [0, 27].
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Zad. 55. Obliczy¢ wspotrzedne srodka cigzkosci jednorodnego tuku linii tancuchowej y = a cosh 7,
gdzie —a < x < a dla pewnego a > 0.

Zad. 56. Wyznaczy¢ polozenie érodka ciezkodci tej czedei jednorodnego okregu x2 4+ y? = 4, ktéra
jest potozona powyzej prostej y = x.

4. ROWNANIA ROZNICZKOWE

4.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne I rzedu.

Zad. 1. Rozwiazac¢ réwnania

dy y y
7 < te <
(a)dx —ttg

d xz—1
b) 2257 — y=a%e s
d
x
d 1
(c) Zd—ilnt—i— % = gcos2t
1
(d) ¥ + —y = cos2x
x

Scostz

3zy’ —y = 32%y lnz
dy oo
dx

)
)
(e) =y
(h) x(l +e¥) — eyji =0
1)
)

22+ 1
:Ey_ld:p +2YInxdy =0

(
(0) yy' +y*=¢
Zad. 2. Znalez¢ catke szczegdlng rownania sin x cos 2ydx + cos x sin 2ydy = 0 spelniajaca waru-
nek poczatkowy y(0) = %.
Zad. 3. Rozwiazac nastepujace zagadnienie:
xy + 2y — e =0, :E%O
y(1) =0

Zad. 4. Rozwiazac nastepujace zagadnienie:

{Qy’—ytgx: = x#g%—lm,kEZ'

cosx’

y(0) =1
Zad. 5. Rozwiazaé nastepujace zagadnienie:
y =92ty = (2" +2*)Vy?
{ y(1) =38 '
Zad. 6. Rozwiazac nastepujace zagadnienie:

y +%=-3zlnz, x>0
yle) =2
2

Zad. 7. Rozwigzaé¢ zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania xy’ —y = 22e~2® przy warunku y(1) =
1.
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Zad. 8.

Zad. 9.
Zad. 10.

Zad. 11.

Zad. 12.
Zad. 13.
Zad. 14.

i—z przy warunku y(0) = 1.

Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania 3’ +y = xy ¢ przy warunku y(0) = 2.
Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla rownania i’ + y = 5 przy warunku y(0) = 1.

Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego dla rownania y' + y =

Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (z +y?)dx + 2rydy = 0 przy warunku
poczatkowym y(1) = 2.
Rozwiazaé réwnanie 3y’ +
Rozwiazaé¢ réwnanie zy’ — 4y = 1:2\/5 z warunkiem poczatkowym y(1
Rozwigzaé réwnanie 3 + xy = o5 brzy warunku y(0) = 2.

4.

%y = yzh‘Tx z warunkiem poczatkowym y(1)

=1

4.2. Réwnania rézniczkowe zwyczajne II rzedu.

Zad. 1.

Zad. 2.

Rozwigza¢ rownania
( ) y//+y/:$2_€—x
! .
((]3 y” t Z —_sm2x
y'—dy =+
(d) y — 9y — 2y =sin2zx
(e) y — 6y’ + 13y = 25sin(2t)
(f) 3" — 3y +2y = 2?
(g) v +9y=2"+3
(h) y" + 4y = 2cos 3x
(i) y "+4y =1+
() ¥" — 4y + 4y = xe*
k) ¥+ 2y +2y=e**+1
D) y" + 5y + 6y = €”
(m) y// +3y/ — 673I
(n) y" — 6y + 10y = cos 2z
(o) ¥ + 4y’ + 5y = 2sin 2z
(p) y// + 3y/ — 3—31‘
() y" =5y — Ty =sinx
(r)y — 4y + 3y =2 +1
(s) ¥/ +6y +9y=e"
( ) y//+4y/+4y:€—2x
Stosujac transformate Laplace’a rozwiazaé réwnanie y”(t) — y/'(t) — 2y(t) = 1 z warun-

kami y(0) =1, '(0) = 0.

4.3. Réwnania rézniczkowe czastkowe.

Zad. 1.

Zad. 2.

Zad. 3.

Zad. 4.

Rozwigzaé¢ w Q) = R%réwnanie ug, —
_ 2

uy(z,0) = x°.

Okresli¢ typ i rozwiazaé w = R? réwnanie uy,

u(z,0) = sinz.

C%uyy = 0 z warunkami poczatkowymi u(z,0) = z,

— u, = 0 z warunkiem poczatkowym
Pu 48 u o

Ox0y oy
Rozwigza¢ rownanie czastkowe 3‘9 = + 2 = 2 z warunkiem poczatkowym u(1,y) = ev.

Okresli¢ typ i sprowadzi¢ réwnanie 5 — 3

0 do postaci kanonicznej.

5. LICZBY ZESPOLONE, MACIERZE I UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

5.1. Liczby zespolone.

Zad. 1.
Zad. 2.
Zad. 3.

Zad. 4.
Zad. 5.

Obliczy¢ v/—1.
Rozwigzaé réwnanie 22 — 62 + 11 = 0.
Rozwiaza¢ réwnanie 2% — (1 + 2i)z + 1+ 7i = 0.

i—1

\ 8
Obliczy¢ i doprowadzi¢ do postaci algebraicznej (1_‘/52) .

Rozwigza¢ réwnanie 22 — 3z 4+ 3 + 1 = 0.



d
Zad. 6. Obliczy¢ / ﬁzz’ gdzie obraz krzywej v jest dodatnio skierowanym okregiem {z € C :
z

5
2| = 2}.
Zad. 7. Obliczy¢ metoda residuéw catke

70 224+r+1
- dx.
x4t + 522 4+ 4

sin z

Zad. 8. Okresli¢ typy osobliwosci funkcji f(z) = $4% oraz g(z) = e'/* w punkcie z = 0. Odpo-

wiedZ uzasadnié.

Zad. 9. Obliczy¢ catke
/ 2dz
22417
r

gdzie T jest okregiem |z — i| = 1 zorientowanym dodatnio.

Zad. 10. Znalez¢ funkcje holomorficzna w C, ktérej czesé rzeczywista jest rowna u(z,y) = 22—y

Zad. 11. Obliczy¢ metodg residuéw catke

+/°° Ptr+1

——————dx .

Joat+ 52+ 4

Zad. 12. Rozwina¢ funkcje f(z) = ﬁ w szereg Laurenta w pierscieniu 0 < |z| < 1.
Zad. 13. Obliczy¢ catke

e*dz
F/ EESVIE

gdzie T': [0,27] 2 ¢ — 2¢™.

Zad. 14. Wykazaé, ze jezeli f jest funkcjg holomorficzng na obszarze 2 C C taka, ze Re f =

(Im f)?, to f = const na €.

5.2. Macierze i uklady réwnan liniowych.
Zad. 1. Obliczy¢ BT +4A~!, gdzie

2 0 1 4 0 -2
A=1]-1 1 0| orazB=|-1 1 1
2 =21 0 2 3
210 3 2
6 2 2 6 4
Zad. 2. Obliczy¢ rzad macierzy|1 0 1 0 0
00000
311 3 2
1 0 1]
Zad. 3. Znalez¢ macierz odwrotnag do macierzy |0 1 0
00 1
Zad. 4. Obliczy¢ rzad macierzy ]
2 1 0 0 3 2
6 2 6 2 6 4
103100
00 0O0O0O O
31313 2
2 06 2 0 0
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Zad. 5. Rozwiazac¢ uktad rownan

6z +4y +52+2t+3u=1

3r+2y+4z+t+2u=3
3r+2y —2z24+t=-7

9z + 6y + 2 + 3t + 2u = 2

Zad. 6. Czy ponizszy uktad rownan posiada jakiekolwiek rozwiazanie?
r+2y+2=0

2e+y+3z=1
r+2y+3z=1

r+y+z2=0
Zad. 7. Rozwiazac¢ uktad rownan

r+y+z=1

r—y—z=0"

Zad. 8. Zbada¢ warunki rozwiazalnosci uktadu w zaleznosci od parametru a
r+(a+1)y=>5
34+ (2a+ 1)y =12.
(a+ 1z +4y =10
Zad. 9. Rozwigzac¢ uktad rownan
2r—y+z2=2
rT+y—z2=3.
dr4+y—2=28
Zad. 10. Rozwiaza¢ uktad réwnan
r+y=1
{x —2y=2
(a) metoda Cramera;
(b) metoda macierzy odwrotnej.
Zad. 11. Zbada¢ warunki rozwigzalnosci ponizszego uktadu réwnan w zaleznosci od parametru
a

axr + (2a + 3)y + 2az = 3a+ 9
(2a—2)z+ (Ba+1)y+ (da—4)z=Ta+1"

6. ZADANIA ROZNE

6.1. Szeregi liczbowe.
Zad. 1. Zbadac zbiezno$¢ szeregow:

o0

(a) 30(~2)"sin -

S 00
0 Y-t

> L (2n 4 3)2 3
(@) (- B
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(0 i( )
0> —=te s
() 3 (~1 2

@ Sy (22
nO:Ol 4 i

6.2. Szeregi funkcyjne.

Zad. 1.
Zad. 2.

Zad. 3.

Zad. 4.

Zad. 5.

Zad. 6.

Zad. 7.

Zad. 8.

Zad. 9.

Zad. 10.
Zad. 11.

Rozwinaé w szereg potegowy o $rodku w zo = 0 funkcje f(x) = zarctgz —In+/1 + 22

Zbadaé zbieznos¢ szeregu potegowego
a3
n=1 2n + 3 '

Zbadaé zbieznos¢ szeregu
i n(x—1)"
n?+3n

n=1
Zbada¢ zbieznos¢ jednostajng szeregu
sin nx
S e
Zbada¢ zbieznos¢ jednostajng szeregu
>, COSNT
2 nl2n

n=1

e R.

Zbadaé zbieznos¢ szeregu

S (—1) arcte l(?’”; 1)3n . 1] 2,

n=1 n e

Korzystajac z wzoréw na catkowanie i rézniczkowanie szeregdéw potegowych wyraz po
wyrazie obliczy¢ sume szeregu Y >° m

Za pomoca rozwiniecia funkcji f(z) = |z|, x € [—m, 7| w szereg Fouriera obliczy¢ sume
szeregu > 00 ﬁ

Wyznaczy¢ rozwiniecie funkcji

_J3 dla ze(—m,0)
f(m)_{l dla  ze€[0,7]

w szereg Fouriera. Wyznaczy¢ sume otrzymanego szeregu dla x = 0.

Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f(z) = |z| dla x € [—m, 7]
Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f(z) =z dla z € [—7, 7).
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje
0 dla ze€ (—m0)
flz)=4¢2 dla 2€(0,%
0 dla ze€(Z,
oraz narysowa¢ wykres sumy szeregu.
Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje
_J0o dla z e (—m0)
f(x>_{1 dla 2z €][0,m)
Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f(z) = x* w przedziale [—, 7.
Rozwina¢ w szereg Fouriera wedtug sinuséw funkcje
_J1 dla z€(0,%)
flz) = {2 dla ze(T,m)
i naszkicowa¢ wykres sumy szeregu.
Rozwina¢ w szereg Fouriera wedtug cosinuséw funkcje

_Jo dla z€(0,%)
f(f”)—{z dla ze (%)

i naszkicowa¢ wykres sumy szeregu.
Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje
_J1 dla z€[-70)
)= {x dla  zel0,m) -
Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje

2 dla z€[-m0
f(l”):{—:c dla xe[[Oﬂr))'

- 2
7:7)

6.3. Geometria analityczna i elementy algebry liniowej.

Zad

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

. 1.

(=}

2.

~

r =243t r=2+1
Obliczy¢ kat przeciecia si¢ prostych [ : y=t ik: =t .
z=1-1 z=1+41

Wiedzac, ze a X b= 2, korzystajac z wtasnosci iloczynu wektorowego obliczy¢

(4@) x (@ + b).

. Wyznaczy¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez punkt P(2, —1,1) i prostopadlej

do prostej [ danej rownaniem krawedziowym:

r—=2y+z2z—3=0
r+y—z2+2=0

. Obliczy¢ objetosé czworoscianu o wierzchotkach A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,6), D(2,3,8).
. Wyznaczy¢ prosta réwnolegla do wektora @ = [1,0,1], przechodzaca przez punkt

P(0,1,0).

. Czy prosta zawierajaca punkt P(1,1,1) moze leze¢ w plaszczyznie 2x — y + 2z = 07

Czy istnieja proste [ || @1 k || ¢ takie, ze [ || k, ale @ L 7 Odpowiedz uzasadnié.

. Dany jest czworoscian o wierzchotkach A(1,0,0), B(0,1,1), C(0,0,0), D(1,1,2).

(a) Obliczy¢ dtugosé wysokosci poprowadzonej z wierzchotka D na podstawe ABC.
(b) Obliczy¢ odlegtoéé wierzchotka D od prostej zawierajacej bok AC.
(c) Obliczy¢ cosinus kata miedzy Sciana DAB a podstawa ABC.

. Dany jest czworoscian o wierzchotkach A(1,1,1), B(2,—1,1), C(—=2,4,6) oraz D(—1, 1, 2).

(a) obliczy¢ objeto$é tego czworoscianu,
(b) napisaé¢ réwnanie prostej zawierajacej wysokosé opuszczona z wierzchotka D.
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Zad. 10. Znalez¢ punkt symetryczny do punktu A(2,2,0) wzgledem prostej
r—1 y-2 =z
2 3 4
Zad. 11. Dane sa: punkt A(2,0,1), ptaszczyzna II: © + y + z = 0 i prosta

- r+z2=0
-y +1=0"

Wyznaczy¢ rownanie pltaszczyzny zawierajaca prosta [ i przechodzaca przez punkt B,
symetryczny do punktu A wzgledem ptaszczyzny II.
Zad. 12. Znalez¢ rzut prostej 2z + y = 1 na plaszczyzne, w ktorej lezy prosta binormalna do
krzywej
x(t) =t
K :Sy(t) =t
z(t) =2

dla t = 1 oraz prosta

2(t) =1+t
l:qy(t)y=1+2t.
z(t)=1—t

Zad. 13. Naszkicowaé¢ krzywa dang rownaniem x? + 4xy + 4y — 2y +1 = 0.

Zad. 14. Dane sa wspélrzedne wektora Z = [5, 1, —4] w bazie kanonicznej. Znalezé wspohrzedne
wektora & w bazie €; = [%, %,0], €y = [—%, %,O], é; =[0,0,1].

Zad. 15. Wykaza¢, ze przyporzadkowanie kazdemu wektorowi (z, y) przestrzeni R? wektora (u, v, w)
przestrzeni R? okreslone wzorami v = x +y, v = x, w = x + 2y jest przeksztalceniem

liniowym R? w R3.

6.4. Granice funkcji.

Zad. 1. Obliczy¢ granice:
(a) lim (arc sin a:) 22

x—0 x
. . tgx
(b) mli)r&(sm x)

S~—
to"—‘

T

(c) lin%) (1 +sinx

. C 1)
lim {— — —
=0+ \x tgx
%

)
(e) :lcig[l)(cos 4x)=
(f) lim (2 — z)' %
)

tg 2z

6.5. Granice ciagow.

Zad. 1. Obliczy¢ granice:
(a) lim n(vn?+mn —n)
(b) 71113&71(111(5 +n)—In n)

(c) 1i il/l + L + L +...+ !
¢) lim 4=
: n? 46024508 67°+5 n 3 5 L
Zad. 2. Niech a,, = (m) oraz b, = /3" - nb 4+ 5" - n2. Obliczy¢ Jingo(an + by,).
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6.6. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji.

Zad. 1.
Zad. 2.

Zad. 3.

Zad. 4.
Zad. 5.

x ( +5)ex.

G JIQQ i naszkicowaé jej wykres.

%x + arc tg = i naszkicowa¢ jej wykres.

Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji f(z) = (z + 6)e i naszkicowaé jej wykres.
Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty funkcji f(z) = (z + 13)ex+13

Wyznaczy¢ asymptoty ukosne funkcji

I
Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji f(z) =
Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji f(z) =

)
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