1. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH I FUNKCJE UWIKELANE
Zadanie 1.1. Obliczy¢ przyblizona wartos¢ wyrazenia (1,04)20%),

Rozwigzanie. Korzystamy z przyblizenia f(z,vy) ~ f(xo,%0) + Axam(xg,yo) + Ayg—];(mo,yo),
gdzie Ax = x — x9 a Ay = y — 1. Przyblizenie bedzie tym lepsze im mniejsze beda przyrosty

Az, Ay a blad, jaki popelnimy, dazy do zera szybciej niz \/(Ax)2 + (Ay)”.
Rozwazmy funkcje f(x,y) = a¥, gdzie z,y > 0, oraz z = 1,04, y = 2,02. Jako xg i yo wezmy
zaokraglenia x i y do liczby catkowitej, czyli o = 1, yo = 2. Wtedy Ax = 0,04, Ay = 0,02
oraz f(zo,y0) = 1.
Obliczamy g—i(x,y) = yzv~ Y gi(x y) = a¥Inz. Stad mamy %(:ﬁo,yo) =1, g—g(:co,yo) =0.
Zatem (1,04)2%2) = f(1,04, 2,02) ~140,04-2+0,02-0 = 1,08.

Odpowiedz: Przyblizona wato$¢ wyrazenia (1,04)?%?) wynosi 1, 08.

Zadanie 1.2. Obliczy¢ przyblizona wartos¢ wyrazenia /2,03 - 7, 96.

Rozwigzanie. Korzystamy z przyblizenia f(z,y) ~ f(xo, %) + Aaz%(xg,yo) + Ayg—i(a:o,yo),
gdzie Ax =x —xg a Ay =y — .
Rozwazmy funkcje f(z,y) = /2y, gdzie iloczyn xy > 0, oraz x = 2,03, y = 7,96. Jako xg i
yo wezmy zaokraglenia x i y do liczby catkowitej, czyli zyp = 2, yp = 8. Wtedy Ax = 0,03,
Ay = —0,04 oraz f(xg,y0) = 4.
Obliczamy am(x y) = 2\1/’@, %(m,y} = 2\;@. Stad g—i(mo,yg) =1, g—?’;(xo,yo) = 0,25 . Zatem
/3,03°26,96 = £(2,03, 7,96) ~ 4 +0,03- 1 — 0,04 0,25 = 4, 02.

Odpowiedz: Przyblizona watos¢ wyrazenia /2,03 - 7,96 wynosi 4, 02.

Zadanie 1.3. Wykazaé, ze kazda funkcja z(x,y) = 22 f (m%), gdzie f jest funkcja rézniczko-
walng jednej zmiennej, spetnia réwnanie

Rozwigzanie. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej ¢.
Obliczamy pochodne czastkowe i wstawiamy je do réwnania

oo =201 (33) =235 () oo = 7 ()
8x(x’y)_2$f(:c2> 2a:dt 8y< v) = dt ’
0z 0z df df (ry\
oo+ W, =200 () -2 () v (35) =2
Zadanie 1.4. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji
In(23Y
flx,y) = @)

N

Rozwigzanie. Z postaci funkcji otrzymujemy nastepujace zalozenia: y —x > 0, 2% > 0, z >
0, y > 0,. Rozwigzeniem pierwszej nieréwnosci jest y > x, natomiast przy zalozeniach x > 0 i
y > 0 nieréwnoéé¢ 3% > 0 jest zawsze speliona. Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér

Dy=A{(z,y): ©>0,y>0,y >z z,y € R}
Zadanie 1.5. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = —2* — 632

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbiér R% Pierwsze pochodne czastkowe to (x y) =
—2x, 8?’; (x,y) = —12y. Dziedzina obydwu pochodnych czastkowych jest rowna d21edzm1e funkcji.
Rozwiazujac uktad réwnan
—2x =0
{—12y =0

1
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otrzymujemy jedyny punkt podejrzany o istnienie ekstremum o wspoéhrzednych (0, 0). Macierz
drugich pochodnych czastkowych to

-2 0

0 —12|”
jej wyznacznik w punkcie (0,0) wynosi 24 jest dodatni, wiec funkcja ma w tym punkcie ekstre-
mum lokalne. Jest to minimum poniewaz 3275(0, 0) = —2 < 0. Mimimum to wynosi f(0,0) = 0.

Odpowiedz: Funkcja osiaga minimum lokalne w punkcie (0,0) o wartosci f(0,0) = 0.
Zadanie 1.6. Zbada¢ ekstrema lokalne funkeji f(x,y) = —5x? + Ty

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbiér R%. Pierwsze pochodne czastkowe to (:zc y) =
—10z, 8f (m y) = 14y. Dziedzina obydwu pochodnych czastkowych jest réwna dmedzmle funkcji.

J edynym punktem, w ktérym obydwie pochodne czastkowe si¢ zeruja jest punkt (0,0), a zatem
jest to jedyny punkt podejrzany o ekstremum. Macierz drugich pochodnych czastkowych to

—10 0
0 14}°
jej wyznacznik w punkcie (0, 0) wynosi —140. Zatem w punkcie (0, 0) funkcja nie ma ekstremum.
Odpowiedz: Funkcja nie posiada ekstreméw lokalnych.

Zadanie 1.7. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 23 + 2—17y3 — xy.

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbiér R?. Pochodne czastkowe pierwszego rzedu to

of a0 Of 1y
&E(w,y)—i’w y,ay(w,y)—gy .

Dziedzina obydwu pochodnych czastkowych Jest rowna dziedzinie funkcji. Badamy warunek
konieczny istnienia ekstremum: g’; (x,y) =0, ay(x y) = 0.

322 —y=0 [322—y=0 322 —y =10
S —x=0" |at—2=0" |z@z-1)(®+2+1)=0"

zatem punkty podejrzane o istnienie ekstremum to (0,0), (1, 3).
Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie podejrzanym (xg, y) :

> f x 9 f x
W(ﬂio,yo) g%c;( o,yo) agafx( anO) > 0.
axdy(xo yO) 0y2 (x()ayO)
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzadu
0% f 0% f 0 f o0 f 2
C L (,y) =6 - =1, 2Ly = 2y
5oz (2 y) = 6z, axay(:v,y) g0 (2, v) e (z,9) = 5y
W punkcie (0,0), mamy
0 -1
Wwﬁyw_l(m— 1<0,
wiec w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.
W punkcie (1, 3), mamy
W(0,0) :‘ 61 _21 =3>0,
o 3
wiec w punkcie (1,3) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(1,3) = —1. Poniewaz
%(1, 3) = 6 > 0 zatem jest to minimum lokalne.
Odpowiedz: Funkcja posiada minimum lokalne w punkcie (1, 3), o wartosci f(1,3) = —1.

Zadanie 1.8. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 1 — a2 + y2.
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Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbiér R2. Obliczamy pierwsze pochodne czgstkowe: g—i(x, y) =
\/;TyZ7 g—i(:c, y) = \/;TyQ Dziedzing obydwu pochodnych czastkowych jest R?\ {(0,0)}, a za-
tem w punkcie (0,0), ktéry nalezy do dziedziny funkcji, b@dziemy bada¢ z definicji istnienie
ekstremum lokalnego. Poniewaz uktad réwnan gf (z,) =0, 2 o ! (z,y) = 0 nie posiada rozwiazan,
nie mamy punktéw podejrzanych.

Przystepujemy do badania istnienia ekstremum w punkcie (0,0). Poniewaz f(0,0) = 1 oraz
dla kazdegu punktu (z,y) € R?\ {(0,0)} mamy f(z,y) < 1, a zatem w punkcie (0,0) funkcja
osigga maksimum globalne.

Odpowiedz: Funkcja osiaga maksimum globalne w punkcie (0,0) o wartosci f(0,0) =

Zadanie 1.9. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = y/o — y*> + 6y + 8 — z.

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbior {(z,y) : > 0, y € R}. Obliczamy pochodne
czastkowe pierwszego rzedu

af y of .
- =—-1 — 2y + 6.
. Dziedzina pochodneJ czegstkowej Jest rowna dziedzinie funkcji, ale dziedzing pochodnej

CZBdStkOWGJ L jest zbior {(z,y) : z > 0,y € R}. Zatem w kazdym punkcie zbioru {(z,y) :
=0,y E R} bedziemy badaé istnienie ekstremum z definicji. Dla pozostatych punktow
Sprawdzamy warunek konieczny istnienia ekstremum af “(z,y) = 0, 2 5 L(z,y) = 0.

ne ~1=0 VI =3 vi=g  Jr=d

zatem punkt podejrzany to (4,4).
Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie (g, yo) :

92f (:L‘ %f
5 (20,%) 3.4 (T, Yo)
W (o, y0) = ngc Vi > 0.
dzxdy (.I'g Z/o) y? ($07 yO)
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzadu
aZf Y an 82f 1 an

2 (V) VL (%ay(fc,y) ayax(ﬂ:,y) NG (,y)
W punkcie (4,4), mamy
3

= — >0,
16

1
1
—2

Oo\»—A

W(4,4) =

l
4

wiec w punkcie (4,4) funkcja f posiada ekstremum lokalne. Poniewaz ‘327{(4, 4) < 0, wiec jest
to maksimum lokalne o wartosci f(4,4) = 20.

Przystepujemy do badania ekstreméw funkceji na zbiorze {(z,y) : x = 0, y € R}. Przy zalozeniu
x = 0 funkcja przyjmuje wzor f(x,y) = —y*+6y-+8. Wtedy %(y) = —2y+6 i jedynym punktem

podejrzanym o istnienie ekstremum jest punkt y = 3. Poniewaz %(y) = —2, wiec byloby to
maksimum lokalne. Sprawdzamy, czy faktycznie jest tam maksimum. Obliczamy f(0,3) = 17.

Wezmy punkty postaci (%, 3). Wtedy f(%, 3) =17+ 32}? > 17, a zatem funkcja f nie ma w

punkcie (0, 3) ekstremum lokalnego.
Odpowiedz: Funkcja ma maksimum lokalne w punkcie (4,4) o wartosci f(4,4) = 20.

Zadanie 1.10. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = %ey2+y+‘”2.
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Rozwiazanie. Dziedzing funkcji jest zbiér {(z,y) : y # 0, x,y € R}. Pochodne czastkowe
pierwszego rzedu

8f 2x 2yt Oi

2y2—|—y—1 2 4y tg2
%(x,y)zze 7ay(xay):726y Y .

. . . . 8 6
Warunek konieczny istnienia ekstremum 8—£($, y) =0, 6—5(@ y) = 0.

L tuta® — 0 z=0

WLerttute = 00 |20 +y—1=0"

zatem punkty podejrzane to (0,—1), (0,1).

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie podejrzanym (xg, yo) :
2 2

%(iﬂo, Yo) %(%, Yo)
2 2

aigy(ffo, Yo) 375(%7 Yo)

Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzadu

W(mo,yo) =

0 f 4o +2 » > O*f 0 f dxy? + 2xy — 22 0 2
oy _ v yta _ _ v +yta
97 (z,9) ;¢ ' 0wdy (z, ) g0 (z,9) e e ,
ﬁ(x y) — 4y4 - 4y3 _ y2 — 2y + 2€y2+y+x2'
oy y3
W punkcie (0, —1), mamy
-2 0
W(0,—1) = ‘ . _3| - 1<0,
wiec w punkcie (0, —1) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(0, —1) = —1. Poniewaz
%(0, —1) = —2 < 0 zatem jest to maksimum lokalne.
W punkeie (0, 3), mamy
3
| 1 g
wo,2) =" 9l —ge? >0,
2 0 2

3
wiec w punkcie (0, %) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(0,%) = 2¢*. Poniewaz

2
8 f

3
2£(0,3) = 4e” > 0 zatem jest to minimum lokalne.

Odpowiedz: Funkcja ma w punkcie (0, —1) maksimum lokalne o wartosci f(0,—1) = —1 a

1

3
w punkcie (0, 1) minimum o wartoéci f(0,3) = 2¢”.

Zadanie 1.11. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = sinz - siny - sin (z + y),
w zbiorze D = (0,7) x (0, 7).

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbiér R x R, jednak badamy funkcje tylko na zbiorze
(0,7) x (0,7). Pochodne czastkowe pierwszego rzedu

0

df(x,y) =cosx -siny -sin(x +y) +sinx - siny - cos (xr + y) = sinysin(2x + y),
x

af . : : : o

8—(:16,3/) =sinx - cosy -sin(x +y) +sinzx - siny - cos (x + y) = sinz sin(z + 2y).
Y

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Badamy warunek
konieczny istnienia ekstremum %(w, y) =0, %(.CE, y) = 0.

sinysin (22 4+ y) =0
sinzsin(z +2y) =0
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7, pierwszego réwnania otrzymujemy, ze y = kn lub 2o + y = km, gdzie k € Z. 7 drugiego
réwnania, analogicznie, x = km lub = + 2y = kn, k € Z. Po uwglednieniu zalozenia, ze (z,y) €
(0,7) x (0,7) mamy

20 +y=m y=m—2x

r4+2y=m 3r=m

Otrzymujemy jeden punkt podejrzany (Z,Z). Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w

punkcie podejrzanym (zg, yo) :

373

52 52
ax]; (w0, Yo) Wa];(xo, Yo)

aa;gy (0, Yo) %(xo,yo)
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

2 5 52 )
g;,;]; (,y) = 2siny cos(2x+y), g J;(if y) = 2sinx cos(z+2y), o g (z,y) = 8(?;8};;

W punkcie (3, 3) mamy

W (o, y0) = > 0.

(x,y) = sin(22+42y).

> 0,

>~ ©

ﬂ' J— —_
wi(Z, Iy = 2
%) funkcja ma ekstremum lokalne o wartodci f(%,%) = 3T‘/§. Poniewaz

™

zatem w punkcie (3, %

gxf (3, 3) <0, zatem jest to maksimum lokalne.
Odpowiedz: Funkcja ma w punkcie (3, 3) maksimum lokalne o wartosci f(%,3) = 3%8/5.

Zadanie 1.12. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) =3 ln% +2Iny +In(12 —z — y)

Rozwiazanie. Dziedzing funkeji jest zbior {(z,y) : z > 0,y > 0,z +y < 12, z,y € R}.
Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu

TR T
ar P T g 12—z —vy’
of 2 1

Y =y Ty
Dziedzina pierwszych pochodnych czadstkowych jest réwna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum am(:p y) =0, g—i(x, y) =0.

3 1 _
{5—12_1_1,—0 {12—x—y—%$ {12—29:—y=§,$
y ey =00 12-r—y =3y 3t =Y

zatem punkt podejrzany to (6,4). Zauwazmy, ze nalezy on do dziedziny funkcji f.
Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie (6,4) :

8x2(6 4) 8yax(6 4)
1(6.4)  5.5(6,4)

W(6,4) = > 0.

axay
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzadu

82f( Y) = - ! o/ (z,y) = 7 (z,y) = N
D2 2 (12—x —y)? dzdy "’ Oyox "’ (12 —x —y)?’
o0 f 1 1
Y = T e

W punkcie (6,4), mamy
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wiec w punkcie (6,4) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(6,4) = In 32.
Poniewaz %(6, 4) < 0 zatem jest to maksimum lokalne.

Odpowiedz: Funkcja ma w punkcie (6,4) maksimum lokalne o wartosci f(6,4) = In 32.
Zadanie 1.13. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = e*(2* + v°)

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest R2. Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu

)
&i(:r,y) = e"(2® + y* + 22),
)
ajyt(x,y) = e"(2” + y* + 2y).

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum %(m, y) =0, g—i(x, y) =0.

(22 +y*+22) =0 > +yP+22=0 =1y
(> +y* +2y) =0 4y +2y=0 r(r+1)=0

Otrzymujemy dwa punkty podejrzane o istnienie ekstremum: (0,0) oraz (—1,—1).
Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie podejrzanym (xg, yo) :

0?2 52
ngch (1:0, yo) %,afx (x(]a yo)
6$ny (x07y0) Tyéc('%anO)

Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

W(.Io,yo) = > 0.

an x 2 2
@(x,y) =e"(z" +y” +4v +2),
92
8;20(1",?;) =e"(r* +y’ + 4y +2),
9? 0?
axgy(x,y) = &gé;(:c,y) = e“””(:lc2 +y? 4 22 + 2y).
W punkcie (0,0) mamy
W(0.0)= |2 5 =450,

wiec w punkcie (0,0) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(0,0) = 0. Poniewaz

%(0, 0) > 0 zatem jest to minimum lokalne. Zauwazmy, ze poniewaz dla dowolnych (z,y) € R?
mamy f(z,y) > 0, zatem jest to minimum globalne.

W punkcie (—1, —1) mamy

zatem w punkcie (—1, —1) funkcja nie ma ekstremum.
Odpowiedz: Funkcja osiaga w punkcie (0, 0) minimum lokalne (globalne) o wartosci f(0,0) =
0.

Zadanie 1.14. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = In(zy) + 22% — 2y* + 3

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbior {(z,y) € R? : zy > 0}, czyli [ i I ¢wiartka uktadu
wspolrzednych (bez osi). Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu
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Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum %(m, y) =0, %(1’, y) =0.
Ltdr =0 [4a?=-1
, Ay 4y =1
Poniewaz pierwsze rownanie nie posiada rozwigzan, zatem nie istnieja punkty podejrzane i

funkcja nie posiada ekstremow lokalnych.
Odpowiedz: Funkcja nie posiada ekstreméw lokalnych.

Zadanie 1.15. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (z —3?) -Inx

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbior {(x,y) € R? : z > 0}. Obliczamy pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu

of B y
agc(x,y) =lnz+1- o
gz(x,y) = —2ylnuz.

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum %(m, y) =0, g—i(x, y) =0.

Inz+1-— % =
—2ylnx =0
Z drugiego rownania mamy dwa przypadki I. y =0 lub II. z = 1.

Otrzymujemy punkty podejrzane (1,0),
tremum w punkcie podejrzanym (zo, yo) :

Pf (o Pf (e
W(ﬂso,yo) _ g%;( ojyo) aa%afw( an()) >0
aTay(xo,yo) 372(%7%)
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu
82]0 1 y2
@(% y) = PRy
82
ay];(xvy) = —2IDI,
M = 2 oy =2
x,y) = T,y = ——.
Oxdy Y OyOx Y x
W punkcie (£,0) mamy
1 e 0
W(E,O) 10 2 _267
wiec w punkcie (%,O) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f (%,O) = —% Poniewaz
%(%, 0) > 0 zatem jest to minimum lokalne.
W punkcie (1,1) mamy
W(1,1) = ‘ 2 2‘ S
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wiec w punkcie (1, 1) funkcja f nie posiada ekstremum.

W punkcie (1, —1) mamy
0 2
2 0

wiec w punkcie (1, —1) funkcja f réowniez nie posiada ekstremum. .

W(l,—1) = =4

Y

Odpowiedz: Funkcja f ma w punkcie (%, 0) minimum lokalne o wartosci f (%, 0) = —%.

Zadanie 1.16. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = e ¥ (2 — 3y?)

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest R?. Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu

o (wy) = e e 37 4 22),
0
a£<x, y) = V(2?4 3y — by).

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum 2 (z,y) =0, g—i(x, y) = 0.

e Y(z? — 3y? +2x) =0
e V(—z%+3y* —6y) =0
Mozemy obydwa réwnania podzieli¢ przez zawsze dodatnie (a zatem w szczegdlnosci rézne od
zera) e* Y.
2> —3y* + 22 =0
22+ 3> -6y =0

Dodajemy réwnania stronami i otrzymujemy uktad

20 — 6y =0 r =3y
2 —32+20=0 Jyly+1)=0
Otrzymujemy punkty podejrzane (0,0) i (=3, —1).
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

&*f
ox?
o*f
0y?

(z,y) = " Y(2” — 3y* + 4o + 2),

(z,y) = " Y(2® — 3y* + 12y — 6),

o w= 2
Oxdy Y= OyOx
W punkcie (0,0) mamy

(z,y) = " Y(—2® + 3y* — 27 — 6y).

2 0
0 —6

wiec w punkcie (0,0) funkcja nie posiada ekstremum lokalnego.
W punkcie (—3, —1) mamy

W(0,0) = ‘ =12 <0,

—4e™2  6Ge?

W(=3,-1)= | 6e 2 —12¢2

=121 >0,

wigc w punkcie (—3,—1) funkcja f ma maksimum lokalne o wartosci f(—3,—1) = 6e™>2.

Odpowiedz: Funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie (—3, —1) o wartosci f(—3,—1) =
6e 2.



Zadanie 1.17. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = (y 4+ 2)* + (y — z)?

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest plaszczyzna R2. Obliczamy pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu
of

5, &Y = =2y —2),
g]yt(:v,y) =212y —x +2).

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum 2 (z,y) =0, g—i(x, y) = 0.

y—x=0 y=2x
20—z +2=0 r+2=0
Otrzymujemy punkt podejrzany (—2, —2).
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

g?;(x,y) =2(y — ),
gZ‘;C(x,y) =4y,
)= oLy =2
W punkeie (~2, —2) mamy
w(-2,-2) =", :g‘ — 1<,

wiec funkcja f nie posiada ekstremow lokalnych.
Odpowiedz: Funkcja f nie posiada ekstreméw lokalnych.

Zadanie 1.18. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2° + 32y + 122y

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest plaszczyzna R2. Obliczamy pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu

0
a‘i(w, y) = 32* + 3y* + 12y,
gij(m, y) = 6xy + 12x.

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-

runek konieczny istnienia ekstremum %(x, y) =0, %(x ,y) = 0.

322+ 32 +12y =0 [2?2+2+4y=0
6ry + 122 =0 z(y+2)=0

Z drugiego rownania I. x = 0 lub II. y = —2.
I xr = 0 T =
Nyly+4) =0 Jy=0V y=—4

miv; 2 y=—2
22 =4 r=2V =2

Otrzymujemy cztery punkty podejrzane: (0,0), (0, —4), (2,-2) i (=2, —2).
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie podejrzanym (xg, yo) :

1 (x Pf (o
W (o, yo) = 2%“;( 0> o) a%ax( 0:Yo) > 0.

dzdy (0, Yo) 275(950’ Yo)

Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

% f

812 (x7 y) = 6‘r7
82

ayJ; (z,y) = 6z,

>’f (2,y) = ’f
Oxdy Y= OyOx

(2,y) = 6y + 12.

W punkcie (0,0) mamy
0 12
12 0

wiec w punkcie (0,0) funkcja f nie posiada ekstremum.
W punkcie (0, —4) mamy

W(0,0) = = —144 < 0,

0 —12

120 =—144 <0,

W (0, —4) = |

wiec w punkcie (0, —4) funkcja f réwniez nie ma ekstremum.
W punkcie (2, —2) mamy

12 0
W(2,—2) = ‘ o 1o =144,

wiec w punkcie (2, —2) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(2, —2) = —16. Poniewaz
%(2, —2) > 0 zatem jest to minimum lokalne.

W punkcie (2,2) mamy

12 24
W(2,2) = o1 12 = —432 < 0,

wiec w punkcie (2,2) funkcja f nie posiada ekstremum.

Odpowiedz: Funkcja f ma minimum lokalne w punkcie (2, —2) o wartosci f(2,—2) = —16.

Zadanie 1.19. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = yv/r — y* — x + 6y

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbior {(z,y) € R? : x > 0}, czyli prawa polptaszezyzna
wraz z osig OY. Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu

of oy
%(I7y) - 2\/5 - 17
of

8—y(m,y):\/§—2y+6.
Zauwazmy, ze os QOY, ktéra nalezy do dziedziny funkcji, nie nalezy do dziedziny pochod-

nej 30 © zatem kazdy punkt postaci (0,y), y € R jest punktem podejrzanym o istnienie

ekstremum. Poniewaz funkcja nie jest rézniczkowalna w tym punkcie, zatem istnienie ekstre-
mum bedziemy bada¢ inng metoda. Dla pozostatych punktow sprawdzamy warunek konieczny

L(w,y) =0, &(z,y) = 0.

Vr—2y+6=0 y=4
Otrzymujemy kolejny punkt podejrzany (4,4).

{ ﬁ—lzo {y:2\/§
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Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

P =

gaz Y = dr\/x’
0 f
aTJQ(%?/):—Q’

02 f 92 f 1

W punkcie (4,4) mamy

3

_1 1
8 4l=—=>0
=2 16 7

W(O=11
wiec w punkcie (4,4) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(4,4) = 12. Poniewaz

4

%(4, 4) < 0 zatem jest to maksimum lokalne.

Badamy punkty postaci (0,y), y € R. Na osi OY funkcja przyjmuje posta¢ f(y) = —y* + 6y.
Obliczamy pochodna f'(y) = —2y + 6. Pochodna zmienia znak z dodatniej na ujemna w punk-
cie y = 3, czyli f(y) ma tam maksimum jako funkcja jednej zmiennej. Punkt (0, 3) jest zatem
jedynym punktem na osi OY podejrzanym o istnienie ekstremum dla funkcji f(z, y) i musiatoby

to by¢ maksimum. Obliczamy wartosé f(0,3) = 9. Zauwazmy, ze dla punktéw postaci (—, 3)
n

3n—/n
ny/n

maksimum lokalnego, czyli nie ma w tym punkcie zadnego ekstremum.

1
mamy f(ﬁ’ 3) =9+ > 9 dlan > 1, a zatem funkcja f nie moze mie¢ w punkcie (0, 3)

Odpowiedz: Funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie (4,4) o wartosci f(4,4) = 12.

2 .3
Zadanie 1.20. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji f(x,y) = — + v 2y — xy + 6y

2 3

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest ptaszczyna R2. Obliczamy pochodne czastkowe pierwsze-
go rzedu

g(x y=12—

ax ’y - y’

of 9

il —y? 4y —z+6.
8y(:v,y) Yy —4dy—x+6

Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkeji. Sprawdzamy wa-
runek konieczny istnienia ekstremum %(m, y) =0, g—i(x, y) =0.

r—y=20 T=1y
Y —4dy—x+6=0 22 —52+6=0
Rozwiazaniem réwnania kwadratowego jest © = 2 lub x = 3, a zatem otrzymujemy dwa punkty
podejrzane: (2,2) 1 (3, 3).
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu

of
Ox?
02 f
aif(l.,y) = 2y - 47
0 f 0 f

(z,y) =
0x 0y Oyox

(z,9) =1,

(.T},y) =—L
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W punkcie (2,2) mamy

1 -1
W@gy__l(m_—1<a
wiec w punkcie (2,2) funkcja nie posiada ekstremum.
W punkcie (3,3) mamy
1 -1
W@ﬁyw%l2 =1>0,

. Poniewaz

N

wiec w punkcie (3,3) funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(3,3) = —

%(3, 3) > 0 zatem jest to minimum lokalne.

Odpowiedz: Funkcja f osigga minimum lokalne w punkcie (3, 3), o wartosci f(3,3) = —3

Zadanie 1.21. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = sin x+cos y+cos (x — y) dla (z,y) €

(Ov 5) X (07 5)

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest cala ptaszczyzna R?, ale zgodnie z tredcig zadania zawe-
zamy ja do zbioru (0, ) x (0, %). Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu

of

8—(:1:, y) = cosx — sin(z — y),
x
0
&ch(x,y) = —siny + sin(zx — y).
Dziedzina pierwszych pochodnych czastkowych jest rowna dziedzinie funkcji. Sprawdzamy wa-

. . . . 0 o
runek konieczny istnienia ekstremum 8—£(x, y) =0, 87!:@ ,y) = 0.
cosz —sin(z —y) =0
—siny +sin(x —y) =0

Dodajac rownania stronami otrzymujemy

cosx = siny
cosx — sin(z —y) =0

Z wtasnosci funkcji trygonometrycznych wiemy, ze cosx = sin(x + 7) oraz siny = sin(z + %)
wtedy, gdy y = v + § + 2k7 lub y = —2 + § + 2km. Uwzgledniajac ograniczenie (z,y) €

(0,%) x (0,%) otrzymujemy y = § — .

y=45—=x
cos = sin(2xr — §) = — cos(2z)
Korzystajac ze wzoru cos(2z) = 2cos’z — 1 z ostatniego réwnania otrzymujemy réwnanie
2cos?x + cosz — 1 = 0. Podstawiamy ¢ = cosz i otrzymujemy rozwigzania t = —1 lub t = %
W pierwszym przypadku réwnanie cosz = —1 nie posiada rozwigzan w przedziale (0, 7), a z
s 1 . 7 _m
druglego przypadku cosx = ; otrzymut].emy r =%, skad y = .
Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu
0 f .
—=(z,y) = —sinz — cos(z —
2 (1Y) (z —y),
0% f
—=(z,y) = —cosy — cos(x — vy),
@J Y) Y (z —y)
0 f 0 f

al,ay(xay) = ayax(xvy) = COS(I - y)
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W punkcie (3, §) mamy

3 9
W<,>:] ) e,
2

V3
2
_\/g
wiec w punkcie (% funkcja f ma ekstremum lokalne, ktére wynosi f(3, §) = % Poniewaz

*f

Ox2

5 6)
(5. 5) <0 zatem jest to maksimum lokalne.

Odpowiedz: Funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie (3, ) o wartosci f(§, ) = =3°.

2. CALKA OZNACZONA I CALKI WIELOKROTNE

2.1. Calka oznaczona - zadania podstawowe.

3
Zadanie 2.1. Obliczy¢ calke oznaczona [ sinx dz.
0

Rozwigzanie.

S vy

7) — (—cos0) = 1.

T

2

/smxdw = —COSZL‘} = (—cos
0

In3

Zadanie 2.2. Obliczy¢ catke oznaczong / 3re " dx.

Rozwigzanie.
In3 In3 In3
/ 3re " dr = [3x(—e )| — / 3(—e")dr =—1n3 — / —3e “dr =
0 0 0

[—In3 —3e*)? = —In3 +2

9
Zadanie 2.3. Obliczy¢ catke oznaczong [ ; +1 NG dx
0

Rozwigzanie.

9
/1 d:p—‘ t—1+\/_

+Vz 2(t — 1)dt =

4

4
=2 [Le—1)dt=2 [1-Lat = [2(t — InJt)}} =
1

1

0

(2(4 —In4)) — (2(1 —In1)) = 6 — 21In4.

Inb
Zadanie 2.4. Obliczy¢ catke [ v/e* — 1dx.
0

Rozwigzanie.
In5 2 2
et — 1 2t2 1
Ve —1de = Y - / 9 (1 _ ) dt —
/ v tfjldt dr | ) 2 +1 J 241

[2t — 2arctgt]§ =4 —2arctg?2.

Zadanie 2.5. Zbadac¢ zbieznosé catki / 2;?1 1

1
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Rozwigzanie.
o) « t— %
dr 7 — 2 dt
1/ JE{}O 1 2241 |\ /2t = V2 = / 241
V2
O}Lrlgo [% arctgt}ﬁ = o}an}o (% arctg %) — (? arctg %) = 72 (g —arctg %) .
9
Zadanie 2.6. Obliczy¢ caltke niewtasciwg [ \% dz.
0

Rozwigzanie.

a a—0 a—0

9

9 1 1 1
/%dx: i /x_ida::lim[2x5]2:lim(6—20ﬁ):6.
0

Zadanie 2.7. Obliczy¢ catke f

x2+2x+2
7 dx i dx i dx . ot dx
= 1m =
224+2x 42 a=o) (41241 o=/ (z+1)241 a=o ) 241

= lim [arc tgz]¢T = Jim (arctg(a 4 1) —arctg H=7-%1=1
2.2. Pole miedzy krzywymi.
Zadanie 2.8. Obliczy¢ pole ograniczone krzywymi y = 22, y = x.

Rozwigzanie.

N[
Wl
D=

1
/x — dx = [32° — $2%)) =
0

Zadanie 2.9. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa o rownaniu y = H% oraz osig OX.
Rozwigzanie.

7o 1

/ mdx = lim /1—1—352 dr = lim [arctga]’ = ngol (arctg f—arctga) = §—(—5) = 7.

B—o0 B—o0
a——o0 « a——0o0 a——00

Zadanie 2.10. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu y = ﬁ, xr € [-1,1],
oraz osig OX.

Rozwigzanie.

1
/1+x2 :/
21

b

Zadanie 2.11. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = 2va? — 2%, x € [0,a|, oraz
osig OX.

> dx = [arctgz]' | = arctg (1) —arctg (—1) =5 — (=F) = 5.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze a > 0.

a a 1
b b _ =z
Va2 —22der=—- [ Va? —22dx = b= =ab | V1—t3dt =
adt = d
a a =
0 0
= ab[%\/l —t2 4+ %arcsint}l = %abarcsinl = Zab.
0



15

Zadanie 2.12. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = x® +1? — 2z, x € [—2, 2], oraz
osia OX.

Rozwigzanie.

2
/$3+x2—2xdaj—[ ot + i2® — 2P, = 18
22

Zadanie 2.13. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = xv/1 — x? oraz osig OX.

Rozwiazanie. Szukane pole to podwojone pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji
y = x/1 — 22 oraz osig OX w przedziale [0, 1], wynosi ono:

; — 1 — 22 1-12
Q/m\/l—xde:‘ tele :2/ (=3 /t2dt /tzdt %30_3.
- 1-0

idt = xdx
3

Zadanie 2.14. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = sin® x, y = cos® z, x € [0, 7l

Rozwigzanie.

/cos r—sindrdr = /cos z(1 —sin®z) — sinz(1 — cos® x) dz =
0

0

i

[=INE}

:/cosx—sinx—cosxsin2x+sinxcos2xdx: {sinx—i—cosx— %sinSx—%cos?’x}

2
22,

Zadanie 2.15. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = x4, x € [0,00), oraz osig OX.

1+

Rozwigzanie.

o

/ﬁd:p: lim [ﬁ(ln%+2amtg(\/—$+l)—I—Qarctg(\/ﬁx—l))}o :”}Tﬁ.

a—00
0

Zadanie 2.16. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = zlnx, x € (0,1] i osia OX.

Rozwiazanie. Wykres funkcji znajduje sie ponizej osi OX, zatem szukane pole wynosi

—/xlnxda: = _l}i%b Inz — 127} =1 = —iii%[(%lnl - —(3¢’Ina —1a?)] = 1.
Zadanie 2.17. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego parabola y = 2z — 22 i prostg y = —ux,
€ [-1,0].
Rozwigzanie.
0 0
/—x—(2x—x /x —3wdr = [2° — 22°)°, = 4.
—1 -1

Zadanie 2.18. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi o réwnaniach y = 223, y? = 4x.

Rozwiazanie. Obszar opisany w zadaniu, jest ograniczony krzywymi o rownaniach
= %ﬁy%, T = iy2 gdzie y € [0, 2]. Jego pole wynosi

2
[t -
0

4
dy = [7 3 — 15y’ls = ¢

wl=
»-MH



16

Zadanie 2.19. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = 22, 2z —y + 3 = 0.
Rozwigzanie.
3
[ e +a-stde= s b, = 2

Zadanie 2.20. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = Inz i y = In? .

Rozwigzanie.

/lnx—lnzxdx = [3zInz — 3z —rIn*2)f =3 —e.
1

Zadanie 2.21. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = 2% i y = 2°.

Rozwigzanie.
1
/xS — 2’ dr = [f2* — 12 = L.
0
Zadanie 2.22. Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy krzywymi y = m iy=0.
Rozwigzanie.
0 1 B 1
_/ 7%+ 22 +10 oo ) a?+2r+10 =00 [sarcte 5]
= Bl_lg (farctg 2 — larctg @) =7 — (—I) =T,
Zadanie 2.23. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego liniami y = ——— +iw s y=0daze 0, 1].
Rozwigzanie.
1
1 1 z+211 1 3 ™
[ st = et = et -
Zadanie 2.24. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego linig y = ——— +}1m —5 oraz jej asymptota, dla

z € [0,1].

Rozwigzanie. Asyptota wykresu funkcji y = dla x — +o00 to prosta y = 0.
Szukane pole wynosi:

1

1
O/Mmd@" = [arctg (x + 2)|y = arctg3 — arctg 2.

__ 1
z2+4x+5

Zadanie 2.25. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa o rownaniu parametrycznym
=12
{y:t_étg, t € [0,v3].

Rozwiazanie. Niech funkcja = g(t) bedzie rosnaca i ma w przedziale [a, b] pochodna ciagta.
Pole obszaru ograniczonego tukiem krzywej zadanej w postaci parametryczne;j

z=g(t)
, t €la,bl,
o7 e
odcinkiem osi OX oraz dwiema prostymi = g(a), © = g(b), wyraza sie wzorem
b

J1r@lg' )t

a
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Zatem pole szukane w zadaniu wynosi:
V3 V3
/Qt(t — 1%y dt = /2t2 — 2t dr =200 - 2473 = 18
0 0

Zadanie 2.26. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa

x(t) = 2rsin®t
y(t) = 2rsinttgt’

oraz odcinkiem osi OX.

Rozwigzanie.

g
/ 2rsin®ttgt(2rsin®t) dt = 8r* [ sin*tdt =

12

E‘:’\@m

= 8| 55 (12t — 8sin 2t + sin4t)}7§; =
=2 (r—8(sinZ —sinT) + (sin 2 —sin 7)) =
=r*(ir +1-V3).
Zadanie 2.27. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa
{ z(t) = 3rcos’t

y(t) = 3rcos®tctgt’ tel g r>0

oraz odcinkiem osi OX.

Rozwiazanie. Niech funkcja x = ¢(t) bedzie malejaca i ma w przedziale [a, b] pochodna ciagta.
Pole obszaru ograniczonego tukiem krzywej zadanej w postaci parametryczne;j

z=9g(1)

odcinkiem osi OX oraz dwiema prostymi z = g(a), © = g(b), wyraza si¢ wzorem

- [y at.

Zatem pole szukane w zadaniu wynosi:

™

6
— / 3rcos®tctgt(3rcos®t) dt = 18r% [ cos*tdt =

5‘2‘\@:1

12
= 18r%| (12t + 8sin 2t + sin4t)}% =r2(2r 4+ 9(vV3-1)).

Zadanie 2.28. Obliczy¢ pola powierzchni ograniczonych krzywymi
y = cos(a), y=sine), 2= -7, v =7,
Rozwigzanie.

™
cosx —sinz dr = [sinx —|—cosx} 4 = V2.

4

|
S — iy

Zadanie 2.29. Obliczy¢ pola powierzchni ograniczonych krzywymi

xy=1,y=uz, y=2x (x,y > 0).
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Rozwigzanie.

1
2$—xdm+/i—xdx:
V2

2

=t

S

[%xz}OQ + [ln|x| - ;xﬂl\f =Inv2.

Zadanie 2.30. Obliczy¢ pola powierzchni ograniczonych krzywymi y = /|z|, y = 2%

Rozwigzanie. Szukane pole wynosi
1
3
Z/ﬂ—mQ do =2[2z2 — La°)) = 2.
0

Zadanie 2.31. Obliczy¢ pola powierzchni ograniczonych krzywymi
P+ (y-2°=4 y=1z(y<a).
Rozwigzanie. Szukane pole to pole obszaru ograniczonego krzywymi
y=2— \/m, Y=
w przedziale [0, 2]. Zatem wynosi ono
2 2
/:E—(Z—M)dx:/a:—Q—Fde:

0 0
=[12" -2z + %Mx +2arcsinZff = — 2.
2.3. Calka potrdjna.
Zadanie 2.32. Obliczy¢ objetosé bryty
V ={(z,y,2) € R®:32% + 3y* < 2%, 9 < 2* +¢* + 22 < 25).

Rozwigzanie. W przypadku, gdy bryta, ktérej objetosé mamy policzy¢ jest ograniczona sfera
(sferami) o srodku w (a,b,c) i stozkiem (stozkami) o wierzchotku w érodku sfery (wazne!),
to najszybsza metoda rozwiazania zadania jest translacja o wektor [—a, —b, —c| (przesuniecie
srodka sfery do punktu (0,0,0)) i zastosowanie wspétrzednych sferycznych.

Poniewaz bryla z zadania jest symetryczna wzgledem ptaszczyzny OXOY, policzymy objetos¢
jej potowy V; (dla z > 0) i wynik pomnozymy przez dwa:

Vi={(r,y,2) €R®:32 +3y* < 2% 9<2? + ¢y +2° <25, 2 >0}

Aby przedstawi¢ V; we wspotrzednych sferycznych musimy obliczyé kat nachylenia tworzacej
stozka (tzn. prostej, ktéra obrécona wokot OZ tworzy stozek) do ptaszezyzny OXOY. W ptasz-
czyznie OXOZ (czyli dla y = 0) tworzaca ma réwnanie z = v/3z. Wspolezynnik kierunkowy
prostej jest tangensem kata nachylenia do osi argumentéw (czyli do OX), zatem ten kat to %
(tabelka wartosci funkcji trygonometrycznych dla podstawowych katéw). Mozemy teraz wpro-
wadzi¢ wspoirzedne sferyczne:

T ™

Vi={(ra,p): 3<r <5, 0<a<m, o <p<gh

Zamieniamy calke na iterowang (pamietajac o jakobianie zmiany zmiennych) i otrzymujemy:

M= /35 (/0% < / r COWC&D) da) dr = 98”(23—\/3)

1967(2 — v/3)

Objetosé catej bryty to 3
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Zadanie 2.33. Obliczy¢ objetos¢ bryty
V={(z,y,2) e R®: 2® +9* + 22 < 1, 2* + ¢y* < 32° < 92* + 9°}.

A(V) :2/02” </01 ([;r2cosapdg0> dr) da:‘mf_l).

Zadanie 2.34. Obliczy¢ objetosé bryty V = {(z,y,2) e R®:y >0, 22 +¢> <1, 0 < z <

arctg /a2 + y?}.

Rozwigzanie. To zadanie jest dos¢ nietypowe, gdyz mozemy je rozwigzac¢ zupetnie bez rysunku
(a nawet powinnismy, gdyz w warunkach egzaminu czy kolokwium ciezko jest naszkicowaé
powierzchnie z = arctg\/z? + y?). Zauwazmy, ze bryla V' jest domknieciem obszaru

V={(z,y,2) ER*:y >0, 2> +3y* <1, 0 < 2z < arctg /22 + y2}

(jedyne, co sie zmienilo, to nier6wnosci - ze stabych na mocneﬂ), ktory jest normalny wzgledem
ptaszczyzny OXOY:

V={(z,y,2) eR*: (z,y) € D, 0 < z < arctg /a2 + 42},

gdzie D jest gérna potowa kota o srodku w (0,0) i promieniu 7 = 1 (czyli, we wspélrzednych
biegunowych, D = {(r,a) : 0 <r <1, 0 < a < 7}). Korzystajac wprost z twierdzenia o
zamiane catki potrojnej na iterowang otrzymujemy:

Rozwigzanie.

2

1 ™ s T
= 2 2 — = — — —
//Vd)\ //Darctg\/ﬁ + y2d A\ /0 (/0 rarctgrda) dr 13

(Podpowiedz: catke [ rarctgrdr liczy¢ metoda ,przez czesci” tak, aby z arc tgr liczyé¢ pochod-
ng.)

Zadanie 2.35. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami o réwnaniach 2% + y? +

22 =2z1ia2%+y? =22

Rozwigzanie. Podane powierzchnie ograniczaja dwie bryty:
Vi={(z,9.2) 2 + 7+ (z = 1)* <1, z > \Ja2 + 2}
Va={(z,y.2) 1 2® +37 + (2 = P < 1, 2 < yJa2 + 92},

Objetos¢ drugiej bryty to objeto$¢ kuli o promieniu = 1 pomniejszona o objetosé¢ bryty Vi (i
odwrotnie), a zatem wystarczy obliczy¢ np. objetosé V.

Metoda I: bryta V; to stozek o podstawie o promieniu » = 1 z doklejong do podstawy polowa
kuli o tym samym promieniu, czyli objetos¢ Vi to w. Zatem objetos¢ V5 to %7?.

Metoda II: we wspotrzednych sferycznych Vi = {(r, o, ¢) : 0 < a <271, 7 <o <3, 0<r <
2sin p}. Obliczamy objetosé

///Vld)\:/027r <[j </025in807~200890d7“> dcp) do = .

Objetosé Va to im (mozna tez przedstawi¢ Vo we wspolrzednych sferycznych Vo = {(r, o, ¢) :
0<a<2m 0<p <7, 0<r <2sinp} iobliczy¢ objetos¢ kolejna catka potrdjna).

1Zmiana typéw nieréwnoéci jest tylko po to, zeby nowe V bylo bylo obszarem - obszar to zbiér otwarty i
spdjny, a stare V' nie byto otwarte. Jest to czysto ,kosmetyczna” zmiana, ktéra nie ma wplywu na wynik.
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3. CALKA POWIERZCHNIOWA I KRZYWOLINIOWA
3.1. Catka krzywoliniowa nieskierowana.

Zadanie 3.1. Obliczy¢ wspotrzedne srodka ci@ZkoéciE]jednorodnego huku linii tancuchowej y =

%, gdzie —1 <z < 1.

Rozwiazanie. Wspéhrzedne (zq, o) srodka ciezkosci linii wyrazaja sie wzorem xg = %, Yo =

%, gdzie M jest masg krzywej a M,, M, to momenty statyczne wzgledem osi OX i OY,
odpowiednio. Jezeli p(z,y) jest gestoscia krzywej, to mamy nastepujace wzory:

M = / p(x,y)ds
L

M, z/Lyp(fc,y)dS

. g
L

Krzywa z zadania jest jednorodna, a zatem p(z,y) = 1 w kazdym punkcie krzywej. Parametry-
zacja dana jest wprost w nastepujacy sposob:

Cfx(t) =t B
L: {y(t) _ %,tE[ 1,1]

Obliczamy mase:

1 b o=t 2
M:/ds:/ \J1+<H> dt =
L 1 2

1 /! 1 /!
:f/ \/62t+2+6*2tdt:f/ edt+eldt=e—e!
2 2./

oraz momenty statyczne:

1 et — e—t\? 1 /1
My = [wds= [t (S5 ) = [ tetsretar =0
L —1 2 2.J-1
Lel et et —et)?
m [t [ (Y
L -1 2 2

R N L A 2
—1‘/_1(6"_6 )dt—z(e — € )+1

e2—e 2414

Odpowiedz: Wspodlrzedne srodka ciezkosci to xg = 0, yg =

Zadanie 3.2. Obliczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci tej czeéei jednorodnego okregu a2 +y? = 4,
ktora jest potozona powyzej prostej y = x.

Rozwigzanie. Parametryzujemy krzywa z zadania, stosujac wspotrzedne biegunowe:

x(t) = 2cost te[z 51]
y(t) = 2sint’ 47 47

2Uwaga: $rodkiem ciezkosci krzywej plaskiej, tzn. lezacej na plaszczyznie (np. na OXY) jest taki punkt,
w ktérym nalezy podeprzeé¢ cala plaszczyzne, aby obciazona nasza krzywa zachowala réwnowage (nie jest to
formalna definicja, wiec prosze tego nie powtarzaé¢ na mechanice czy fizyce). W efekcie srodek ciezkosci krzywej
znajduje sie najczesciej gdzie$ poza krzywa.
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Stosujac wzory podane w poprzednim zadaniu otrzymujemy:

M = / \/ —2sint)’ 2cost)dt—2/ dt = 2m

M, = / 3 2(30875\/(—2 sint)2 + (2 cost)2dt = 4/ 3 costdt = —4v/2
B I

5m 5w
M, = / ) 2sint\/(—2 sint)? + (2cost)’dt = 4/ Y sintdt = 4v/2.
I I

Odpowiedz: Wspdlrzedne srodka ciezkosci to xg = %ﬁ, Yo = ¥

3.2. Catka powierzchniowa niezorientowana.

Zadanie 3.3. Obliczy¢ mase, moment statyczny M, oraz moment bezwladnosci wzgledem osi
OZ gérnej potsfery 22 + y? + 22 = R?, jezeli powierzchniowa gesto$¢ masy w kazdym punkcie
rowna jest kwadratowi odlegtosci tego punktu od wertykalnej srednicy sfery.

Rozwigzanie. Wertykalna (czyli pionowa) $rednica sfery jest o§ OZ. Odlegtos¢ dowolnego
punktu (x,y, z) w przestrzeni od osi OZ to odlegto$¢ rzutu tego punktu na ptaszczyzne OXY
(czyli punktu (z,y)) od poczatku uktadu wspoétrzednych. Zatem gestosé wyraza sie wzorem
p(z,y,2) = v + y2. Obliczamy masd’}

M://x2+y2ds:
S

2 2
= Sy 1 — Y d\ =
/K((0,0),R)(x Tty )\l + (‘ iy — T\ T 7

2 2
- R VY = R/( ﬁda>dr:

K((0,0),R) VR? — 2% — y? 2 _ 2

R

4

_RWER r2> = SR,
0

Nlw

—27TR/ =27R (3(7‘ —7r?)

moment statyczny:
My, = //s 2(2® +y*)ds =
—x 2 _ 2
- /K<<070>7R> VR - @ - yﬂ o ( R? — a2 — y2> ! < R? — fiz — y2> "
- R/K«o,o»m oHyidr = R/oR (/0% r3d0‘> ar = 7T2R5

oraz moment bezwladnogcit

L= [[ @+ D0y 2)ds = [ @+ s =

(332+y2)2 R o
=R d\ =2 R/ I S
K((00).R) VR? — % — 2 d 0 VR2 — 2 4
2 1 R
—2nR (~RWVRE =+ SRR ) - (B - ) = e
0

3Aby obliczyé¢ ostatnig calke zastosowaé podstawienie t = v/ R2 — 2.
W ostatniej calce to samo podstawienie, co poprzednio: t = v R? — 12,
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4. ROWNANIA ROZNICZKOWE

4.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne II rzedu.

Zadanie 4.1. Rozwiazaé¢ réwnanie 3’ + 1 = 22 — e™7,
Rozwigzanie. Krok I. Rownanie jednorodne ma postaé y” +1’ = 0. Ukladamy i rozwigzujemy
rOwnanie charakterystyk
r?4+r=0

r = O, T = —1,
zatem rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaci y = C1+Cse™ ", gdzie C, Cy € R.
Krok II. Poniewaz p(z) = z? — e jest suma funkcji dwdch réznych typoéw, rozwigzanie
szczegolne wyjsciowego rownania niejednorodnego bedzie suma rozwigzan szczegdlnych rownan
y// _|_y/ - y// + y/ — e T,

Dla 3" + 1y = 22 standardowo przewidywalibyémy rozwigzanie szczegdlne postaci y; =
Az? + Bz + C, lecz doprowadzito by to do sprzecznosci, gdyz jedno z rozwiazan réwnania
charakterystyk, r; = 0, jest miejscem zerowym wielomianu p(x) po prawej stronie. Przewidu-
jemy zatem y; = Az® + Bz? + Cx. Obliczamy

Y, = 3A2° +2Bx +C, v = 6Ar +2B
wstawiamy do réwnania y” + ' = 22 i otrzymujemy
3A2* + (2B + 6A)x + 2B + C = 2,

skad A =%, B=—1, C' = 2. Zatem y; = $2° — 2% + 2x.

Dla 3" +y' = —e* standardowo przewidywaliby$my y, = Ae™*, lecz poniewaz w funkcji po
prawej stronie wystepuje (=% a —1 = ry jest jednym z rozwigzan réwnania charakterystyk,
przewidujemy yo = Aze *. Obliczamy

Yy = Ae™® — Aze™™, yh = —2Ae " + Axe™”

wstawiamy do rownania y” + 3y = —e™® i otrzymujemy —Ae* = —e ® skad A = 1. Zatem

ys = we *. Rozwiazanie szczegdlne réwnania niejednorodnego 4" + ¢ = 22 — e~ jest suma
Yo =11+ yo = 32> — 2 + 20 + xe .

Rozwigzanie ogbélne réwnania niejednorodnego jest sumg rozwigzania ogolnego rownania jed-
norodnego (y = C7 + Cee™") i rozwiazania szczegdlnego ypo.
Odpowiedz: Rozwigzaniem ogdélnym réownania jest y = C) + Cre™™ + %x?’ — 22 + 22 + ze7 7,
gdzie 01, Cy € R.

Zadanie 4.2. Rozwigza¢ réwnanie y” + y = sin z,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postaé y” +y = 0. Uktadamy i rozwigzujemy
roOwnanie charakterystyk
r?4+1=0
=1, Ty = —1i,
zatem rozwigzanie ogblne réwnania jednorodnego jest postaci y = C4cosx + Cysinx, gdzie
Cl, CQ € R.

Krok II. Funkcja po prawej stronie réwnania niejednorodnego, p(z) = sinz, jest postaci
p(z) = Asinx + Bcosz i standardowo przewidywalibysmy rozwiazanie szczegblne wyjsciowego
réwnania niejednorodnego jako yy = Asinxz + Bcosz. Jednak poniewaz rozwiazanie rowna-
nia jednorodnego jest identycznej postaci (y = Cjcosx + Cysinx), aby uniknaé sprzecznosci
przewidujemy yo = Az sinx + Bx cosz. Obliczamy

Yy = Asinz + Az cosz + Bcosz — Brsinz
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Yo = 2Acosx — Axsinz — 2B sinz — Bx cosx.

Wstawiamy do naszego rownania i otrzymujemy
2Acosr — 2Bsinx = sinx,

skad A =0, B = —%. Zatem yy = —%xcosx.
Rozwigzanie ogblne réwnania niejednorodnego jest sumg rozwigzania ogolnego rownania jed-
norodnego (y = C cosx + Cysinx) i rozwiazania szczegdlnego 1.

1

;T cosz, gdzie

Odpowiedz: Rozwiazaniem ogélnym réwnania jest y = Cjcosx + Cysinx —
Cl, CQ € R.

Zadanie 4.3. Rozwiazaé¢ réwnanie 3’ — 4y = 2% + z,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postaé y” —4y = 0. Ukladamy i rozwigzujemy
rownanie charakterystyk

P —4=0
r = 27 ro = _27
zatem rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaci y = Cje?® 4+ Che 2%, gdzie

Cl, Cy e R.
Krok II. Poniewaz p(x) = z? + x jest wielomianem drugiego stopnia, przewidujemy rozwia-
zanie szczegblne wyjsciowego réwnania niejednorodnego jako yo = Ax? + Bx + C. Obliczamy:

yo = 2Ax+ B, y, =2A.
Wstawiamy do wyjsciowego réwnania niejednorodnego i otrzymujemy réwnanie
—4Ax? —4Bx — 4C + 2A = 2° + z,

skad A = —1, B = —1 i C = —3. Zatem szukane rozwigzanie szczegélne to yo = —32? — to— 3.
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-

norodnego (y = C1e?® + Cye %) i rozwigzania szczegdlnego .

x 1.2 1

1 .
— 1T — 4T — g, gdzie

Odpowiedz: Rozwigzaniem ogélnym réwnania jest y = C1e?® + Che™2 1 1

Cl, Cy e R.

Zadanie 4.4. Rozwiaza¢ réwnanie 3" — 4y’ + 4y = xe*”,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postaé¢ 3" — 4y’ + 4y = 0. Ukladamy i rozwig-
zujemy réwnanie charakterystyk
r?—4r +4=0
=y =2,
zatem rozwigzanie ogdélne réwnania jednorodnego jest postaciy = (Ciz + Cy)e?®, gdzie Cy, Cy €
R.

Krok II. Poniewaz p(x) = ze** jest funkcja postaci p(z) = (Az + B)e™, gdzie r jest podwoj-
nym pierwiastkiem rownania charakterystyk, przewidujemy rozwiagzanie szczegdlne wyjsciowego
réwnania niejednorodnego jako yo = (Az® + Bx?)e*® (podwdjne podniesienie stopnia wielomia-
nu). Obliczamy:

yh = (3Ax® + 2Bz + 2Ax® + 2B2?)e*”

yh = (6Ax + 2B + 1242 + 8Bz + 4Az® + 4Ba?)e*”.
Po wstawieniu obliczonych pochodnych do wyj$ciowego rownania niejednorodnego otrzymujemy
(6Ax + 2B)e** = xe*,

skad A = ¢, B = 0. Szukane rozwigzanie szczegdlne to yo = e
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Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-
norodnego (y = (Cix + Cs)e*) i rozwigzania szczegdlnego yo.

Odpowiedz: Rozwiazaniem ogélnym réwnania jest y = (Cha + Ca)e?* + tade®®, gdzie C, C; €
R.

Zadanie 4.5. Rozwigza¢ réwnanie y" — ' — 2y = sin 2z,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma posta¢ 3"’ — 3’ — 2y = 0. Uktadamy i rozwig-
zujemy réwnanie charakterystyk
r?—r—2=0
rp=—1, rp =2,
zatem rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaci y = Cre % +Che?®, gdzie C}, Cy €
R.

Krok II. Poniewaz p(z) = sin(2z) jest funkcja postaci p(z) = Asin(2x) + B cos(2z), prze-
widujemy rozwiazanie szczegdlne wyjsciowego réwnania niejednorodnego jako yo = Asin2x +
B cos2z. Obliczamy:

Yo = 2A cos(2x) — 2B sin(2x)
yo = —4Asin(2z) — 4B cos(2x).
Obliczone pochodne wstawiamy do wyjsciowego rownania niejednorodnego i otrzymujemy
(2A + 2B) sin(2x) — (6B + 2A) cos(2x) = sin(2x),

skad A =32 i B = —1. Zatem rozwigzanie szczegolne to yo = 2 sin(2z) — § cos(2x).
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-
norodnego (y = Cre™® + Cye?®) i rozwigzania szczegdlnego yo.

Odpowiedz: Rozwigzaniem ogélnym réwnania jest y = Cre™® + Cae®® + 3 sin(2z) — { cos(2x),
gdzie Cl, CQ € R.

Zadanie 4.6. Rozwiaza¢ réwnanie y" — 6y’ + 13y = 25sin(2x),

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma posta¢ y” — 6y’ + 13y = 0. Uktadamy i
rozwigzujemy rownanie charakterystyk
r?—6r+13=0
A = —16, zatem VA = {—4i, 4i}
r=3—2i, ry =34 2i.
Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaciy = €3*(Cy cos(2x) + Cy sin(2z)), gdzie
Cl, Cy e R.

Krok II. Poniewaz p(x) = 25sin(2z) jest funkcja postaci p(x) = Asin(2x) + B cos(2x), prze-
widujemy rozwiazanie szczegdlne wyjsciowego rownania niejednorodnego jako yo = Asin(2z) +
B cos(2z). Obliczamy:

Yo = 2A cos(2x) — 2B sin(2x)
Yo = —4Asin(2z) — 4B cos(2x).
Po wstawieniu do wyjsciowego réwnania niejednorodnego otrzymujemy
(9A + 12B) sin(2x) + (9B — 12A) cos(2x) = 25sin(2z),

skad A=11iB= %. Szukane rozwiazanie szczegdlne to yo = sin(2z) + %cos(2:c).
Rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego jest sumag rozwigzania ogolnego rownania jed-
norodnego (y = €3*(C} cos(2x) + Cysin(2z))) i rozwiazania szczegdlnego yp.
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Odpowiedz: Rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest y = €3*(C} cos(2z) + Cy sin(2z)) +sin(2z) +

3 cos(2x), gdzie Cy, Cy € R.

Zadanie 4.7. Rozwigzaé¢ réwnanie 3y’ — 3y’ + 2y = 22,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postaé y” — 3y’ + 2y = 0. Uktadamy i rozwia-
zujemy réwnanie charakterystyk

r?—=3r+2=0
lela 7"2:27

zatem rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaciy = C)e®* + Coe?*, gdzie C,, Cy €
R.

Krok II. Poniewaz p(z) = 2? jest wielomianem drugiego stopnia, przewidujemy rozwigzanie
szczegblne wyjéciowego réwnania niejednorodnego jako yo = Az? + Bx + C. Obliczamy:

yo = 24Ar + B, y, = 2A.
Wstawiamy do wyjsciowego réwnania niejednorodnego i otrzymujemy
2A2* + (2B — 6A)x +2A — 3B + C = 27,

skad A = %, B = % iC= % Szukane rozwiazanie szczegolne to yo = %xz + %x + %
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-
norodnego (y = C1e* + C2e*®) i rozwigzania szczegdlnego yqo.

Odpowiedz: Rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest y = Cre® + Cre®® + %xZ + %a: + %, gdzie
Cl, Cy € R.

Zadanie 4.8. Rozwiaza¢ réwnanie 3" + 9y = 2% + 3,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma posta¢ y” +9y = 0. Uktadamy i rozwigzujemy
roOwnanie charakterystyk

r?4+9=0
1 :—32., T2:3i,

zatem rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego jest postaciy = C; sin(3z) + Cy cos(3x), gdzie
Cl, Cy e R.

Krok II. Poniewaz p(x) = z* + 3 jest wielomianem drugiego stopnia, przewidujemy rozwia-
zanie szczegdlne wyjsciowego réwnania niejednorodnego jako yo = Ax? + Bx + C. Obliczamy:

Yo = 2Az + B, y, = 2A.
Wstawiamy do wyjsciowego réwnania niejednorodnego i otrzymujemy
9A2* + 9Bz + 9C + 2A = 2* + 3,

skad A = %, B=0,C= z—?. Zatem rozwiazanie szczegdlne to yo = éxz + ;—?.
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-
norodnego (y = C sin(3x) + Cy cos(3z)) 1 rozwiazania szczegdlnego yo.

Odpowiedz: Rozwiazaniem ogélnym réwnania jest y = Csin(3z) + Cy cos(3z) + %xQ + g—‘;’,
gdzie Cl, CQ e R.

Zadanie 4.9. Rozwiazaé réwnanie 3" + 4y = 2 cos(3z),
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Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postac¢ y” +4y = 0. Uktadamy i rozwigzujemy
rOwnanie charakterystyk
r’+4=0
r = 22, o = —21
zatem rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego jest postaciy = C; sin(2z) + Cy cos(2x), gdzie
Cl, Cy e R.

Krok II. Poniewaz p(z) = 2cos(3z) jest funkcja postaci p(z) = Asin(3x) + B cos(3x), prze-
widujemy rozwiazanie szczegdlne wyjsciowego rownania niejednorodnego jako yo = Asin(3z) +
B cos(3z). Obliczamy:

Yo = 3Acos(3x) — 3Bsin(3x)
Yo = —9Asin(3z) — 9B cos(3z).
Po wstawieniu do wyjsciowego réwnania niejednorodnego otrzymujemy
—5Asin(3x) — 5B cos(3z) = 2 cos(3x),

skad A = 01 B = —2. Szukane rozwigzanie szczegélne to yo = —2 cos(3x)
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-

norodnego (y = C sin(2x) + Cy cos(2z)) 1 rozwiazania szczegdlnego yo.

Odpowiedz: Rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest y = Cysin(2z) + Cs cos(2z) — 2 cos(3z),
gdzie Cl, 02 € R.

Zadanie 4.10. Rozwiazaé réwnanie 3’ + 6y’ + 9y = 922,

Rozwigzanie. Krok I. Réwnanie jednorodne ma postaé¢ y” + 6y’ + 9y = 0. Ukladamy i rozwig-
zujemy rownanie charakterystyk
r*+6r+9=0
" =T9 = -3

zatem rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego jest postaciy = (Cyx+ Cy)e3, gdzie Cy, Cy €
R.

Krok I1. Poniewaz p(x) = 922 jest wielomianem stopnia drugiego, przewidujemy rozwigzanie
szczegblne wyjéciowego réwnania niejednorodnego jako yo = Ax? + Bz + C. Obliczamy:

Yo = 2Ax + B, y, = 2A.
Po wstawieniu do wyjsciowego réwnania otrzymujemy
9Ax? + (12A + 9B)x + 2A 4+ 6B + 9C = 922,

skad A=1, B = —% iC= % Zatem szukane rozwigzanie szczegdlne to yo = 2% — %:z: + %
Rozwiazanie ogblne réwnania niejednorodnego jest suma rozwiazania ogélnego rownania jed-
norodnego (y = (Cix + Cs)e®) i rozwigzania szczegdlnego .

gd%)wiiéiiz Rozwigzaniem ogélnym réwnania jest y = (Cix + Cy)ed” + 22 — %x + %, gdzie
1, Y2 € .
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