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Liczby naturalne - Aksjomatyka Peano (bez zera)

Aksjomatyka liczb naturalnych

N jest nazwa zbioru liczb naturalnych,
1 jest nazwa elementu (jedynki),
*: N> n— n* €N jest funkcja (nastepnik).

Wzajemne zwigzki miedzy tymi pojeciami ustalajg nastepujace aksjomaty:
Al. 1 nalezy do N.

A2. Jezeli n nalezy do N to n* nalezy do N.

A3. Jezeli n nalezy do N to n* # 1.

A4, Jezelinme Nin* = m*ton=m.

Ab. Jezeli A jest podzbiorem N takim, ze 1 € A oraz dla dowolnego n € A takze
neAtoA=N.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 1

Niech A bedzie podzbiorem liczb naturalnych. Jedli:

baza indukcyjna Liczba naturalna ny € A.

krok indukcyjny Dla kazdej liczby naturalnej n > ng,
jesline Aton+1€A.

Wtedy do zbioru A naleza wszystkie liczby naturalne wieksze lub réwne ng.
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Zasada Indukcji Matematycznej

Przyktad 2
Udowodnij, ze n?> < 2" dla n > 4.

Dowéd
Niech A= {n:n?> <2".nc N}.

(baza indukcyjna)

Niech teraz n > 4,
zatézmy, ze n € A, (tzn. n? < 2", zatozenie indukcyjne) wtedy

(n+1)?><2n® <2.2" =21
zatem n+ 1 € A (krok indukcyjny).

Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwnosé n? < 2"
spetniaja wszystkie liczby naturalne n > 4.

Skorzystaliémy tu z nieréwnosci (n + 1)2 < 2n2, czyli nieréwnosci (n — 1)2 > 2 prawdziwej dla n > 3.

e T



Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 3
Niech W bedzie wtasnoscig dotyczaca liczb naturalnych. Jesli:

bi Liczba naturalna ny ma wtasnoéé¢ W.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n > ng zachodzi implikacja
jesli n ma wtasnos¢ W, to n+ 1 tez ma wtasnos¢ W.

Witedy wtasno$é W zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych wiekszych lub
réwnych ng.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 4
Niech W bedzie wtasnoscig dotyczaca liczb naturalnych. Jesli:
bi Liczba naturalna 1 ma wtasnos¢ W.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja
jesli n ma wtasnos¢ W, to n+ 1 tez ma wtasnosé¢ W.

Witedy wtasno$é¢ W zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych.
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Zasada Indukcji Matematyczne;j

Przyktad 5 (Nieréwnos¢ Bernoulliego)
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > —1 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
nierébwnos¢ (1 + x)" > 1 + nx.

Dowéd

Niech x > —1 liczba rzeczywista.

Nieréwnoé¢ (1 + x)! > 1 + 1x zachodzi.

Zaktadajac, ze dla ustalonego k > 1 mamy (1 + x)* > 1 + kx (zatozenie
indukcyjne), pokazemy, ze (1 + x)**1 > 1+ (k + 1)x.

Z zatozenia indukcyjnego mamy

(1) = (1 4+x)1+x) > Q1 +x) (1 +kx) = 1+ (k+1)x+k > 1+ (k+1)x.

Na mocy zasady indukcji matematycznej nierédwno$¢ Beroulliego jest prawdziwa.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 6

Udowodnij, ze m! < (F)™ dla m > 6.

Dowéd
Nieréwnoé¢ 6! < (2)° jest prawdziwa.
Zatézmy, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla ustalonego k > 6, tzn

ki< (5)K,
wtedy dla kK + 1 mamy z zatozenia indukcyjnego
(k+ 1) = kl(k+1) < (5)%(k +1) < (&)

Co koriczy dowdd indukcyjny.

k
Skorzystalimy tu z nieréwnosci (g)k(k +1) < (%)H’l, czyli nieréwnosci, (1 + %) > 2 ktéra wynika z nieréwnosci Bernoulliego.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 7

Udowodnij, ze m! > (3)™ dla m > 1.

Dowéd

Nieréwnos¢ 1! > (1) jest prawdziwa.

Zatézmy, ze nierébwnos¢ jest prawdziwa dla ustalonego k > 1, tzn.
k!> (£)%,

wtedy dla kK + 1 mamy z zatozenia indukcyjnego

(k+ 1)1 = ki(k+1) > (5) (k+1) > (L)

Co konczy dowdd indukcyjny.

k\k

K
Skorzystalismy tu z nierdwnosci (£)K(k +1) > (AL)FH1, cayli nierownosci, 3 > (14 )" ktéra wynika ze wzoru dwumianowego Newtona oraz ze

k+1

R1

znanego faktu z analizy matematycznej > &
i=o "

]

k k

ORI TR ELES
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 8

Udi dnij, e dia di Inef lezby nafuralnej n zachodzi réwnodé

1 1 1 n
Tetes T tamrD  nel

Dowéd

1°. Dla n» = 1 suma po lewej stronie réwnosci skiada sie tylko z jednego

skladnika %, zatem teza T'(1) jest prawdziwa.

2°. Pokazemy, Ze jedli prawdziwa jest réwnose T(n) (to jest zaloZenie indukeyjne)

Lyt Lt _n
1-2 2.3 77 T nn+1) n+l’

to zachodwi takie Tn + 1) (to iest teze indukouing)
Rozpiszmy lews strone tezy indukeyjnej tak, by bylo widaé, jak skorzystaé z zalogenia.

1 + 1 + + 1 " 1 wal. T " 1 _
1.2 2.3 7" T am+1) | (r+n+2) n+l (n+lnR+2)
n(n +2) 1 (n+1)? n+1

= + = = —.
m+1r+2) (m+1r+2) (R+1D{r+2) nt+2
Stad na mocy zasady indukeji dana réwnodé jest prawdziwa dla kaidego n € M.

e Dm0 %



|
Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 9

Udowodnij indukeyinie, Ze dla n = 2 prawdziwe jest nierdwnosd
T -
2i—1 1

> .
i 2/

Dowéd

Sprawdzimy najpierw stusznosé nierdwnodci T(2). Jej lewa strona jest réwna

cayli jest wieksza od 2%,5 = 0,363,
Zalozmy teraz, e

Pokazermy, e
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Rozpiszmy lews strone texy. Mamy

T2-1 (21 2n+1)—1 (F2%-1) 2n+1
I1=5; _(H % ) 2(n +1) _(HT)'Q(nH)'

i=l i=]1 i=]1

Poniewa® z zaloZenia mamy
Tooi—1 1

_—
‘;11 2 2./n

a ulamck f:_:_] jest dla naturalnych n dodatni, moZemy napisaé

1'—121?—] 2n+1 . 1 2n+1
U= ) o+~ 2/m 2nt+ 1)

i=1
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Pozostalo nam do sprawdzenia, czy

1 2n+1 1

2/n 2(n+1) ZomEl

Mamy dla naturalnych n

1 Zn+l  In+1 _\Mn§+4n+1
2vn 2n+1)  4ymn+1) - 4vmln+1)

_WrAntd  ViTen _ JRvRFRD 1
dynln+1) © 2ymn+1)  2yn(n+1) 2yn+l

zatem dana nierdwnosc jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n = 2.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 10

(dwumian Newtona) Udowodnij, Ze dla dowolnego n € N, zachodzi réwnosé
2 i
(a+b)"=3" (k) a* kb,
k=0

gdzie (7)) dla B =10,...,n oznecza symbol Newtons, (§) = Wik‘l'

Dowéd
Przeprowadzimy indukeje wzgledem n. Tezg T'(n) jest réwnosé

(a4 b)" = Zn: (E)a“ kg,

ke=i}

Sprawdzimy prawdziwodé T'(1). Mamy

1 :
Z (n)a"_kbk = (])albo + (l)a.ubl =a+h
i \k 0 1
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zaléomy teraz stusznodé texy T'(n). Wiedy

ki3 "
o+ )™ = ala+ )" + bla + b)" e " )antpk ) gty —
(2 +8) {e+b)"+bla+0b) :;Z—;J k g k
=(pat +(Namtt .+ (NemtE e+ (Bl +

S (P (P)albr (TR

Dlai = 1,...,n oblicaymy wspéleaynniki stojace pray «™ 1% w powyisze] sumie. Mamy

n n n! nl
(s) + (@—1) T + G-Dln—GE—10

nlln—i+1) nki alln+1) (n+ 1)

= + =
dn—i+1)]  dn—i+1)l  Ant+1—d i

oraz () =1= (" i (M =1="). Sth rno;'scm}f napisaé

(a_l_b)nl-l Z (n+ ) nl-l--kbk’
k=0
wige teza T'(n + 1) jest prawdziwa. 2 zasady indukeji wynika stusznoéé tezy dla dowolnej liczby

naturalnej n
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Uwaga 11
Korzystajge z udowodnionej powyzej réwnodei
n n n+1
(-) + (- ) N ( t )
i i—1 i
mozemy zbudowaé tzw. tréjkat Pascala, zlozony ze wspolezymnikéw kolejnych rozwinied dwu-

mianu Newtona

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 G 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 G 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Kaida liczba wewnatrz tego tréjkata jest sumq dwdch sgsiednich liczb z poprzedniego wiersza.
Wiersz i-ty zawiera wspélezynniki wystgpujace we weorze na (a -+ b)),
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Zasada Indukcji Zupetnej

Zasada 12
Niech A bedzie podzbiorem liczb naturalnych. Jedli:
bi Liczba naturalna ng € A.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n > ng zachodzi implikacja
jesli {no,mo+1,...,n} CAton+1€A

Wtedy do zbioru A nalezg wszystkie liczby naturalne wigksze lub réwne ng.
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Zasada Minimum

Zasada 13

Kazdy niepusty podzbiér A zbioru liczb naturalnych N ma element najmniejszy.

e Dmmmanr 12



Przyktad 14

Udowodnij, ze

(1) 14+3+45+...+(2n—1)=n?

Dowéd

Zauwazmy, ze réwnos¢ (1) jest spetniona dla n = 1, n = 2. Zatézmy nie wprost, ze rozwazana réwnos¢ nie zachodzi dla wszystkich liczb naturlnych
Zatem zbisr A= {n:1+3+5+...+(2n— 1) #n%n € N}.

bytby niepusty, i zgodnie z Zasada Minimum miatby najmniejsza liczbe.
Oznaczmy, ja przez ag, zatem ag > 2.
Skoro ag jest najmniejszym kontrprzyktadem dla réwnosci (1) zatem ag — 1 > 1 spetnia réwnos¢ (1), czyli:

2 14345+ ..+ (2 —1) —1) = (3 — 1).

Dodajac do obu stron 2ag — 1 otrzymujemy

®3) 14345+...+(2ag—1) — 1)+ (2ap — 1) = (ag — 1)? + (219 — 1) = a3

Zatem ag & A, otrzymana sprzecznoé¢ dowodzi, ze nasze zatozenie nie byto prawdziwe. Ostatecznie réwnos¢ (1) zachodzi dla wszystkich liczb

naturalnych.
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Zasada Maksimum

Definicja 15

Méwimy, ze liczba naturalna mg ogranicza podzbiér A zbioru N z géry jesli dla
kazdego a € A zachodzi nieréwnos$¢ a < my.

Zasada 16

Kazdy ograniczony z géry, niepusty podzbidr zbioru liczb naturalnych N ma
element najwiekszy.

e Dmmmanr 202



|
Zasada Indukcji Matematyczne]

Twierdzenie 17

Nastepujace zasady sg rownowazne:
Zasada Minimum,
Zasada Indukcji Zupeinej,
Zasada Indukcji Matematycznej,

Zasada Maksimum.
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Zasada Indukcji Matematycznej

Przyktad 18

Proponujemy teraz przeanalizowaé przykiad blednego rozumowania indukcyjnego.

Udowodnimy, ze wszystkie konie sg jednej masci!
Postuzymy sie indukcjg wzgledem liczby koni.
Dowolny zbiér zloZzony z jednego konia jest zbiorem koni o jednej masci.

Rozpatrzmy dowolny (k + 1)-elementowy zbidr koni. Wybierzmy dowolnege konia z tego
zbioru i usurimy go na chwile. Na mocy zatozenia indukcyjnego k-elementowy zbidr
pozostatych koni jest zbiorem koni o tej samej masci. Dodajmy z powrotem usunietego konia i
usurimy dowolnego innego. Znéw mamy k-elementowy zbiér koni, a wiec s3 to konie tej samej
masci. Ponadto usuniety kori byl tej samej masci co wiekszoé¢ koni w obecnym zbiorze. To

oznacza, ze wszystkie rozpatrywane k + 1 konie sa jednej masci.

Gdzie jest bigd?

e Dmmmnr 2%



Zasada Indukcji Matematycznej

Krok indukcyjny jest bledny dla k = 1 (k + 1 = 2). Rzeczywiscie,
rozwazamy dowolne dwa konie A i B,
usuwajac konia A pozostaty kon B stanowi oczywiscie zbiér koni jednej masci,

dodajac z powrotem konia A i usuwajgc konia B znéw mamy jednoelementowy zbiér koni

tej samej masci,
jednak powyzsze zdania nie implikujg, ze A i B majg te sama masc.

Zwréémy uwage, ze dla dowolnego k > 2 rozumowanie jest poprawne. Rzeczywiscie, gdyby
dowolne dwa konie byly tej samej masci to wszystkie bylyby tej samej masci.
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