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Liczby naturalne - Aksjomatyka Peano (bez zera)

Aksjomatyka liczb naturalnych

N jest nazwa zbioru liczb naturalnych,
1 jest nazwa elementu (jedynki),
*: N> n— n* €N jest funkcja (nastepnik).

Wzajemne zwigzki miedzy tymi pojeciami ustalajg nastepujace aksjomaty:
Al. 1 nalezy do N.

A2. Jezeli n nalezy do N to n* nalezy do N.

A3. Jezeli n nalezy do N to n* # 1.

A4, Jezelinme Nin* = m*ton=m.

Ab. Jezeli A jest podzbiorem N takim, ze 1 € A oraz dla dowolnego n € A takze
neAtoA=N.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 1

Niech A bedzie podzbiorem liczb naturalnych. Jedli:

baza indukcyjna Liczba naturalna ny € A.

krok indukcyjny Dla kazdej liczby naturalnej n > ng,
jesline Aton+1€A.

Wtedy do zbioru A naleza wszystkie liczby naturalne wieksze lub réwne ng.
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Zasada Indukcji Matematycznej

Przyktad 2
Udowodnij, ze n?> < 2" dla n > 4.

Dowéd
Niech A= {n:n?> <2".nc N}.

(baza indukcyjna)

Niech teraz n > 4,
zatézmy, ze n € A, (tzn. n? < 2", zatozenie indukcyjne) wtedy

(n+1)?><2n® <2.2" =21
zatem n+ 1 € A (krok indukcyjny).

Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwnosé n? < 2"
spetniaja wszystkie liczby naturalne n > 4.

Skorzystaliémy tu z nieréwnosci (n + 1)2 < 2n2, czyli nieréwnosci (n — 1)2 > 2 prawdziwej dla n > 3.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 3
Niech W bedzie wtasnoscig dotyczaca liczb naturalnych. Jesli:

bi Liczba naturalna ny ma wtasnoéé¢ W.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n > ng zachodzi implikacja
jesli n ma wtasnos¢ W, to n+ 1 tez ma wtasnos¢ W.

Witedy wtasno$é W zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych wiekszych lub
réwnych ng.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Zasada 4
Niech W bedzie wtasnoscig dotyczaca liczb naturalnych. Jesli:
bi Liczba naturalna 1 ma wtasnos¢ W.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja
jesli n ma wtasnos¢ W, to n+ 1 tez ma wtasnosé¢ W.

Witedy wtasno$é¢ W zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych.
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Zasada Indukcji Matematyczne;j

Przyktad 5 (Nieréwnos¢ Bernoulliego)
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > —1 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
nierébwnos¢ (1 + x)" > 1 + nx.

Dowéd

Niech x > —1 liczba rzeczywista.

Nieréwnoé¢ (1 + x)! > 1 + 1x zachodzi.

Zaktadajac, ze dla ustalonego k > 1 mamy (1 + x)* > 1 + kx (zatozenie
indukcyjne), pokazemy, ze (1 + x)**1 > 1+ (k + 1)x.

Z zatozenia indukcyjnego mamy

(1) = (1 4+x)1+x) > Q1 +x) (1 +kx) = 1+ (k+1)x+k > 1+ (k+1)x.

Na mocy zasady indukcji matematycznej nierédwno$¢ Beroulliego jest prawdziwa.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 6

Udowodnij, ze m! < (F)™ dla m > 6.

Dowéd
Nieréwnoé¢ 6! < (2)° jest prawdziwa.
Zatézmy, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla ustalonego k > 6, tzn

ki< (5)K,
wtedy dla kK + 1 mamy z zatozenia indukcyjnego
(k+ 1) = kl(k+1) < (5)%(k +1) < (&)

Co koriczy dowdd indukcyjny.

k
Skorzystalimy tu z nieréwnosci (g)k(k +1) < (%)H’l, czyli nieréwnosci, (1 + %) > 2 ktéra wynika z nieréwnosci Bernoulliego.
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Zasada Indukcji Matematyczne]

Przyktad 7

Udowodnij, ze m! > (3)™ dla m > 1.

Dowéd

Nieréwnos¢ 1! > (1) jest prawdziwa.

Zatézmy, ze nierébwnos¢ jest prawdziwa dla ustalonego k > 1, tzn.
k!> (£)%,

wtedy dla kK + 1 mamy z zatozenia indukcyjnego

(k+ 1)1 = ki(k+1) > (5) (k+1) > (L)

Co konczy dowdd indukcyjny.

k\k

K
Skorzystalismy tu z nierdwnosci (£)K(k +1) > (AL)FH1, cayli nierownosci, 3 > (14 )" ktéra wynika ze wzoru dwumianowego Newtona oraz ze

k+1

R1

znanego faktu z analizy matematycznej > &
i=o "

]
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Zasada Indukcji Zupetnej

Zasada 8
Niech A bedzie podzbiorem liczb naturalnych. Jedli:
bi Liczba naturalna ng € A.

ki Dla kazdej liczby naturalnej n > ng zachodzi implikacja
jesli {no,mo+1,...,n} CAton+1€A

Wtedy do zbioru A nalezg wszystkie liczby naturalne wigksze lub réwne ng.
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Zasada Minimum

Zasada 9

Kazdy niepusty podzbiér A zbioru liczb naturalnych N ma element najmniejszy.
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Przyktad 10

Udowodnij, ze

(1) 14+3+45+...+(2n—1)=n?

Dowéd

Zauwazmy, ze réwnos¢ (3) jest spetniona dla n = 1, n = 2. Zatézmy nie wprost, ze rozwazana réwnos¢ nie zachodzi dla wszystkich liczb naturlnych
Zatem zbisr A= {n:1+3+5+...+(2n— 1) #n%n € N}.

bytby niepusty, i zgodnie z Zasada Minimum miatby najmniejsza liczbe.
Oznaczmy, ja przez ag, zatem ag > 2.
Skoro ag jest najmniejszym kontrprzyktadem dla réwnosci (3) zatem ag — 1 > 1 spetnia réwnos¢ (3), czyli:

(2) 14+345+...+(2a+0—1)= (a9 — 1)°.
Dodajac do obu stron 2ag + 1 otrzymujemy

3) 14345+...4+(2a+0—1)+ (2ap +1) = (ag — 1)? + (2ap + 1) = a3.

Zatem ag & A, otrzymana ssprzecznos¢ dowodzi, ze nasze zatozenie nie byto prawdziwe. Ostatecznie réwnos¢ (3) zachodzi dla wszystkich liczb

naturalnych.
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Zasada Maksimum

Definicja 11

Méwimy, ze liczba naturalna mg ogranicza podzbiér A zbioru N z géry jesli dla
kazdego a € A zachodzi nieréwnos$¢ a < my.

Zasada 12

Kazdy ograniczony z géry, niepusty podzbidr zbioru liczb naturalnych N ma
element najwiekszy.
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