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Definicje rekurencyjne

Definicja rekurencyjna (indukcyjna):

> nieformalnie - taka definicja, ktéra odwotuje sie do samej siebie - ale trzeba tu uwazaé, by
odwolanie bylo do instancji o mniejszej komplikacji,

|:“> zwykle chodzi o ciag ay,a,,as,a3,... , - dla ktérego przepis na element a,, wykorzystuje
jakie$ poprzednie elementy: a,,_1,a,_»2,...itp.,

|:'|> poczatkowy element (lub kilka poczatkowych) musza by¢ zadane,

> zwykle definicja rekurencyjna odwoluje sig do jednego lub kilku poprzednich elementéw, ale
moze tez odwolywacd sie do wszystkich poprzednich.
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Definicje rekurencyjne

Przyktad 1

Silnia liczby n (zapisywana jako n!) to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n, czyli
nl=nn—-1)-...-2-1 Przyjmuje sie ze 0! = 1.

Ciag 0!, 11,21, 31,4!, ... aby mégt byé precyzyjnie rozumiany np. przez komputer, powinien by¢
zadany rekurencyjnie jako:

s =1
Sp=n-5,_1 dla n>1.

Poniewaz pierwszy wyraz jest zadany, to mozemy kolejno obliczaé:

sp=1
s1=1-5=1-1=1
s9—=2-51=2-1=2
s53=3-50=3-2=6
sg—=4-53=4.-6=24

e T Y



-
Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Przyktad 2

Z najprostszymi réwnaniami rekurencyjnymi zetknelidmy sie juz w szkole. Zacznijmy od
przypomnienia definicji ciggu arytmetycznego. Niech beda dane dwie liczby rzeczywiste
a 1 r. Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag (a,) liczb rzeczywistych okreslony
wzorami

g =@, Gpt1=0an+7r dlan>0.

Ze szkoly znamy tez wzoér ogdlny (lub wzoér jawny) ciagu arytmetycznego (ay):
an — a+nr

dlan=0,1,2,...
W podobny sposéb definiujemy ciagi geometryczne. Zalozmy, ze dane sa liczby rze-
czywiste a i q. Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag (a,) liczb rzeczywistych
zdefiniowany wzorami

Gop =6, Gp+1=0apg dlan>0.

Znéw wzér ogdluy ciagu geometrycznego (a,,) jest znany ze szkoly:
an = aq"

dlan=0,1,2,...
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N
Wieze Hanoi

Przyktad 3

Lamigléwka o nazwie ,Wieze Hanoi” wyglada w nastepujacy sposéb. Mamy trzy pa-
teczki. Na jedna z nich nadziano 64 krazki w kolejnosci od najwiekszego na dole do
najmniejszego na goérze. Nalezy przenies¢ wszystkie krazki z jednej paleczki na druga,
przy czym wolno za kazdym razem przenosi¢ tylko jeden krazek i nie wolno ktasé¢ wiek-
szego krazka na mniejszy. W czasie przenoszenia wolno kias¢ krazki na wszystkich trzech
pateczkach. Ile najmniej ruchéw (tzn. pojedynczych przeniesief krazkéw) potrzeba, by
przenies¢ wszystkie 64 krazki?



N
Wieze Hanoi

Oznaczmy przez H, najmniejszg liczbe ruchéw, ktére nalezy wykonaé by przeniesé n
krazkéw z jednej pateczki na inna. Jest przy tym obojetne, z ktérej pateczki na ktéra
przenosimy te krazki. Réwniez jest obojetne, czy na tych pateczkach juz leza jakie$
krazki, byle byly one wieksze od wszystkich krazkow, ktore przenosimy. Oczywiscie
Hy = 0. Przypusémy, ze umiemy przenies¢ n krazkéw w minimalnej liczbie H,, ruchéw.
Chceemy teraz przenie$¢ n+1 krazkéw z pierwszej paleczki na druga. W ktéryms momen-
cle bedziemy musieli przenieéé najwiekszy krazek, lezacy na samym dole na pierwszej
paleczce. Oczywiscie musimy przedtem zdja¢ z niego wszystkie mniejsze krazki. Nie
moga one tez lezeé¢ na drugiej pateczce, bo tam mamy polozy¢ najwiekszy krazek. Mu-
simy zatem przenies¢ n krazkow z pierwszej pateczki na trzecia. Wykonamy w tym celu
H,, ruchéw. Nastepnie przenosimy najwiekszy krazek (to jest jeden ruch) i wreszcie
przenosimy n krazkéw z trzeciej paleczki na druga (tu znéw mamy H,, ruchéw). Razem
wykonamy wiec 2- H,, + 1 ruchéw. Widzimy, Ze z jednej strony jest to minimalna liczba
ruchéw, ktére musimy wykonaé, a z drugiej, ze ta liczba ruchéw jest tez wystarczajaca.
Zatem otrzymujemy réwnanie rekurencyjne:

Ho=0, Hyp1=2-H,+1 dlan>0.



N
Wieze Hanoi

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (H,):

Hy =0,
Hy =2Hy+1=1,
Hs =2H1 +1=3,
Hz3 =2H,+1=7,
Hy=2H3+1=15

i tak dalej. Latwo domyslamy sie wzoru ogdlnego:
H,=2"-1

dlan = 0,1,2,... Mozemy teraz sprawdzi¢ przez indukcje, Ze ten odgadniety wzér
ogodlny jest poprawny.



Przyktad 4

Znajdz postac zwartg ciagu rozwijajac réwnanie rekurencyjne:

ap = 4,
_ .2
apt1 = Qn
Dowdd 5
_ .2 _ .4 _ .8 _ _ o on
Up =0y 1 =0y 5 =0y 3= =a; =2
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Roéwnania rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu o stalych wspoélezynnikach

Niech beda dane liczby rzeczywiste a, b1 ¢. Przypusémy nastepnie, ze ciag (a,,) zostal
okreslony za pomoca réwnania rekurencyjnego

ag=a, Qpy1=0b-a,+c dlan>0.

Przyjmijmy ponadto, ze b # 1
(w przeciwnym razie mielibysmy do czynienia z ciagiem arytmetycznym).

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazow ciagu (a,):

ag = a, agz = bag + ¢ = ab® + b2e 4+ be + ¢,
ay = bag + ¢ =ab+c, ay = bag +c= ab® + bPe +b2c +be+ e,
az =bay +c=ab®+be+e, a5 = bay +c=ab® + e + B2+ b2e+ be + e,
domyslamy sie wzoru ogolnego: 1
an=ab" +c(14+b+b2 4+ +b" ) =ab" +c- e
h

dlan=0,1,2,....
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Sprawdzimy przez indukeje, ze ten wzor jest poprawny.
Dla n = 0 mamy

-1

0

ag=ab” +¢-—— = a.
b—1
Przypusémy nastepnie, ze nasz wzdr jest spelniony dla pewnego n i obliczmy a,,41:
m—1 prtt —p
pt1 = by +c=b-lab" +¢c-—— | +¢c= ab" ™t e ———— o=
b—1 bh—1
; b b1 it 1
—ab"tt e T gt
b—1 b—1

co konezy dowod indukeyjny.
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Wzér ogdlny tego ciagn mozna wyznaczyé tez w inny sposob, wprowadzajac ciag po-
(=) o i=) (2=1 P B 0 J< g=t=]
mocniczy (by,) zdefiniowany wzorem

dlan =0,1,2,... Wowczas

bpi1 = tnis — pre1 = (bapsr +¢) — (bay +¢) =0+ (apy1 —an) =b- by,
skad dostajemy b, = by - b" dlan=0,1,2,... Zatem

Gps1 = Gy + by 0"

. o, Lo ; 0
Po dodaniu stronami nieréwnosci ay =ap+bo- b,

ay + bo - b,

as

as = as + by - b2,

Up] = (p_z + bg - "2,
tp = p_1 + bg - 6" L
i skréceniu wystepujacych po obu stronach wyrazéw aj. as, ..., (p_1, OtTZymamy
b —1
ty =ag+bo- (B0 +D +b2+ .. D) =ag+bg - 31
h
-1 b —1
=a+(ab+c—a)—=a+ab—1) ——+¢- —— =
b—1 b—1
b —1 b —1
=a+t+all"—1)+c-——=ab" + - ——.
i ) b—1 R
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Réwnania rekurencyjne liniowe pierwszego rzedu o zmiennych wspétczynnikach

Ciag liczb (P,) jest zatem okreslony wzorami: rekurencyjuymi
Po=0, Py =2-P,+2" 1 dlan>0.

Znéw obliczmy kilka poczatkowych wyrazow ciagu (Fp,):

Py =0, Py=2.5+2_1=17.

P=20+2"-1=1 P =2-17+2"-1=49,

Po=2-1422—-1=5 Py=2-49+2°—1=129,

Mozna zauwazy¢, ze

By—l=—1=(-1) 2" Py—1=16=2.2°
P—1=0=0-2% Py—1=48=3.2%,
Pp—1=4=1.22% Ps—1=128=4.2%

Widzimy juz wzor ogdlny

P,=(n-1)-2"+1 dlan =0,1,2....

Sprawdzenie poprawnosci tego wzoru przez indukcje
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Przypusémy, ze mamy dane trzy ciagl (an), (bn) 1 (cn) oraz, ze ciag (tn) jest
okre§lony wzorami rekurancyjnymi

to=t, antp41 =bptn+cn dlan>0.
Wybieramy nastepnie ciag (s,) (tzw. czynnik sumacyjny) o tej wlasnosei, ze
ApSp = bn+1""n+1
dla n =0,1,2,... Nastepnie mnozymy obie strony réwnania a,t,+1 = but, + ¢, przez s,:
nSntnit = bnsntn + Cosn,  czyli bny18nt1tnt1 = bpsptn + cnsy

Okreslamy teraz ciag (un) wzorem o, = b, s,t, wypisujemy n poczatkowych réwnan:
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ity = ug + cpSo.
g = Uy + 187,

i3 = Ugp + C282,

Up = Up—1 F Cn—15p—1-
Dodajemy stronami otrzymane rownosci i po skroceniu dostajerny

n—1

Up, = Up + g Cl Sk,
k=0

czyli
n—1

t, = - | bosot + Z CLSE
by sy =

dlan=20,1,2,...
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Piszemy n listéw i adresujemy n kopert. Na ile sposobéw mozemy wlozy¢ te listy
do kopert tak, by zaden list nie trafit do wtasciwej koperty?

Ponumerujmy listy i koperty liczbami od 1 do n; zakladamy przy tym, ze list o numerze
k powinien trafi¢ do koperty o numerze k. P()patunr\' teraz na ciagg numerow listow
wlozonych do kopert: a; jest numerem listu wlozonego do koperty z numerem 1, ao
jest numerem listu w kopercie z numerem 2 i tak dalej. Ogélnie ay jest numerem listu
wlozonego do koperty o numerze k. Oczywiscie ciag liczb (ay, as, .. ., a,) jest permutacja
zbioru liczb od 1 do n. Bedziemy uzywaé znanego oznaczenia permutacji: permutacje
(ar,ag,. .., p_1,ay) Oznaczamy symbolem

1 2 ... n—1 n

a as ... Qp_1 Ay
wskazujac w ten sposéb w gérnym wierszu numery kopert i pod nimi w dolnym wierszu
numery listow, ktore trafily do kolejnych kopert.
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Liczba k jest punktem stalym permutacji (aq, ..., an), jesli ap, = k,
tzn. jesli liczba ay, stoi na swoim, tzn. A-tym miejscu. Interesuje nas liczba nieporzad-
kéw, czyli tych permutacji, ktére nie maja punktow stalych, tzn. permutacji (aq, . . ., ay)

takich, ze zadna liczba a; nie stoi na swoim miejscu:
D, = H(Ul ..... an): Yk (a;,' #* 1\)}‘

Przyjrzyjmy sie, w jaki sposob mozemy pogrupowaé nieporzadki. Popatrzmy na n-ta
koperte. Mégl do niej trafi¢ jeden z n— 1 listow: kazdy z wyjatkiem n-tego. Niech zatem
bedzie to list o numerze k. Mamy teraz dwa przypadki.
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Przypadek 1. List o numerze n trafil do koperty z numerem k. Inaczej méwiac, listy
z numerami n i k ,zamienily si¢” kopertami. Mamy wigc sytuacje:

1 2 3 ... k ... n—1 n
a, as agz ... n ... ap—1 k

Oczywiscie wtedy pozostale listy (a jest ich n — 2) musza tez by¢ ,wymieszane”, czyli
ich numery musza tworzy¢ nieporzadek zbioru pozostalych liczb:

(1 2 03 k=1 k41 ... 7171)
a; as ag ... A1 Ap4+1 cee o Qp—q ’

Tak wlozy¢ te n — 2 listy do kopert mozna na D,,_s sposobdéw. Inaczej moéwiac, istnieja
D,,—2 nieporzadki n liczb, w ktérych na n tym miejscu stoi dana liczba k& i na k-tym
miejscu stoi liczba n. Uwzgledniajac liczbe mozliwych & (jest ich n — 1) widzimy, ze
w tym przypadku mamy lacznie (n — 1)D,,_s sposobéw wlozenia listéw do kopert.
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Przypadek 2. List o numerze n trafil do koperty z numerem [, przy czym k # [. Mamy

wiec sytuacje: 1 2 3 / ne1 n
<(:1 ay as ... M o... Up_q ]\T>.

Wtedy na chwile przekladamy listy: list o numerze n wkladamy do wlasciwej (tzn.
n-tej) koperty, a list o numerze k wkladamy do koperty z numerem [ (czyli zamieniamy
miejscami k-ty i n-ty list):

1 2 3 ... 0l ... n=1 n

ay ay agz ... k ... ap_1 n)’
Po tej zamianie mamy jeden list (o numerze n) we wlasciwej kopercie i pozostale n — 1
listow dokladnie wymieszanych, tzn. ich numery tworza nieporzadek n — 1 liczb od 1 do

n—L 12 3 .0 ...on-1
<Ul as as ko (l,l,1>.

Odwrotnie, jesli mamy nieporzadek liczb od 1 do n—1, to wkladamy list z numerem n do
n-tej koperty, a nastepnie zamieniamy listy z numerami % i n, otrzymujac nieporzadek
n numeréw listéw. Mamy D,,_; nieporzadkow liczb od 1 do n — 1 i z kazdego takiego
nieporzadku dostajemy jeden nieporzadek n liczb, w ktérym na miejscu n-tym stoi
liczba k. Uwzgledniajac liczbe mozliwych &, dostajemy w tym przypadku (n —1)D,,_1
sposobow wlozenia listow.
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FLacznie mamy w obu przypadkach (n — 1) - (Dy—2 + Dy,,—1) sposobow wlozenia listow.
Poniewaz Dy = 0 oraz Dy = 1, wiec otrzymujemy réwnanie rekurencyjne:

D=0, Dy=1, D,=(n-1)- (D,,,g +D”,l) dla n > 2.
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Dy =0, Dy=1, D,=(n-1)- (D,,_Q + D,,_l) dla n > 2.

Zwréémy uwage na to, ze otrzymaliSmy réownanie rekurencyjne drugiego rzedu: do
obliczenia kolejnego wyrazu ciagu musimy zna¢ dwa poprzednie wyrazy. Zajmiemy sie
teraz poszukiwaniem wzoru ogélnego na liczbe nieporzadkéw.
Definiujemy nowy ciag:

Eu = DH - 71'Dufl

dla n > 2. Wtedy mamy:

L‘n = Dn - NDn—l = _(Dn—l - (72, - I)Dn—'l) = _b‘nfl-
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Ciag (E,) jest wiec ciagiem geometrycznym o ilorazie —1, ktérego poczatkowym wyra-
zem jest Es. Mamy zatem
Eu = E2 . (71)”_2'

Poniewaz Ey = Dy — 2D = 1, wiec ostatecznie otrzymujemy
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czyli D, =nD,_y + (=)™

Otrzymane nowe réwnanie rekurencyjne ciagu (D,,) umiemy juz rozwiaza¢ metoda czyn-
nika sumacyjnego. Podzielmy obie strony ostatniego réwnania przez n!:

D, _ nD,_
_ D |

1)" oli Dy _ Dpy (=D
’ . n! (n—1)! n!

n! n! n!

L . D
Definiujemy ciag (G),) wzorem G,="2 dlan=1,2,3,...
\] o (1=} n

nl
o ) . (=1)" R
Wtedy G =Gh 1+ o skad wynika, ze
s N O G DA G O (="
Cn=Cid g g g et
Poniewaz G = 0, wige ostatni wzér mozemy zapisa¢ w postaci
, =D (=1 (=? (="
R TR N T T

Stad otrzymujemy ostatecznie

D, = n! <1+—(71>1 T i )

1! 2!

dlan =1.2.3,...Dladuzych n przyblizenie D,, ~ n!-e™! ~ 0,367879n.
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Y
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13

Y F=FuaF,
k=1
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liczba ciagdw o wyrazach réwnych 1 lub 2, ktére sumujg sie do liczby 7 jest rowna Fi, 1 ;
liczba pokry¢ planszy 2 X n kostkami domina 2 X 1 jest réowna Fi41;

liczba ciggdw binarnych bez kolejnych jedynek (rownowaznie zer) jest rowna Fj,1o;
liczba podzbiorow zbioru {1, e ,n} bez kolejnych liczb jest réwna Fj,, o;

liczba ciagéw binarnych bez nieparzystej dtugosci ciagéw jedynek jest rowna F, 1 ;

liczba ciggow binarnych bez parzystej diugosci ciggdw zer lub jedynek jest rowna 2F, .
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1.6180339887... =

5 1 8 1
—=14+— =1+ =1+
3 1 5 1
1+~ 1+ —- 1+
1 1 !
1+— 1+
1 1
14—
1++5 1
V5 _ (151,1,1,...] =1+
2 1
1+
1
1+
14--.-
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‘::Fk =Fpa—1
p

n

ZiFi =nkFys — Fyi3+2
=0

F3 = (F3p42 + (-1)""'6F,_1 +5)/10
k=1

Fs, = F?

n+1

- F?

n-1

F2n—1 = Fn2 +Fn—12
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n—=k
k-1

[¢]

(&}

1
36 84 126 126 84 36 9
10 45 120 210252 210120 45 10

1

1
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F,1F, 1 — F? = (—1)", tzw. zaleznos¢ Cassiniego (1680), (1680)
ktéra lezy u podstaw zagadki brakujgcego kwadratuoraz uogélniona wersja

e D 20/ %



Ciag Fibonacciego

Ciag liczb Fibonacciego pojawil sie po raz pierwszy w ksigzce Leonarda z Pizy (zwanego
Fibonaccim) Liber abaci przy okazji zadania o rozmnazaniu krolikow. Zobaczymy teraz
inne zadanie kombinatoryczne prowadzace do tego samego ciagu.

Zadanie. Zaba skacze z kamienia na kamien. Kamienie leza jeden za drugim i sa ponu-
merowane liczbami naturalnymi.

W jednym skoku potrafi ona przeskoczyé z jednego kamienia na nastepny lub o dwe
kamienie dalej.

a A A A aAa A A A A A A A A A a
T2 3 4 5 T 2 3 4 5 1 2 3 4 5
a A A A A a A A A A
T2 3 4 5 1 2 3 4 5
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Oznaczmy przez F,, liczbe drég zaby na n -ty kamien.

? Fi = 1.

a kamien z numerem 2 zaba moze dostac sie tylko w jeden sposéb — ma wykonaé
Na kamien z numerem 2 zaba moze dosta tylko w jeden sposéb — ma wykonac
jeden pojedynczy skok:

A
< a Fy=1.

Na kamien z numerem 3 zaba moze dostaé¢ si¢ dwoma
sposobami — wykonaé¢ dwa skoki pojedyncze lub jeden podwdjny:

Y
a A A
1 2 3

- - -_a
1 2 3
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Zobaczmy teraz, na ile sposobow zaba moze sie dostaé¢ na kamien o numerze n +2.
Maona:

F, r6znych drég na kamien o numerze n

F, 1 réznych drég na kamienn o numerze n+1

Poniewaz ostatni skok zaby jest skokiem z kamienia o numerze n lub n +1,
wiec lacznie istnieje F,, + Fj,41 drég zaby na kamien n + 2

A V\,‘i(g(‘, Fr1+2 = F71+1 + Fu dla n > 1.
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Przypusémy, ze mamy dany ciag liczb (t,,) spelniajacy réwnanie
(wspolezynniki rzeczywiste )

tpy2 T a-tpp1 + b-t, =0.
Roéwnanie 2 tar+b=0
jest nazywane réownaniem charakterystycznym

réwnania rekurencyjnego
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Przypadek 1. Réwnanie charaktery:

styczne ma dwa rézne pierwiastki (rzeczywiste) q1 1 ¢a.
Rozwiazanie ogdlne réwnania rekurencyjnego ma postaé

t,=c-q{ +d-q5 dlan=1,2,....

Wspoélezynniki ¢ i d wyznaczamy z ukladu réwnan otrzymanego przez

wstawienie n = 1 1 n = 2 do rozwiazania ogdlnego.
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Rozpatrujemy zatem przypadek, gdy réwnanie charakterystyczne ma wspolezynniki

rzeczywiste, ale nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
- . . . < o9 y
Oznacza to, ze w réwnaniu =2 + ax + b =0 mamy a® < 4b.

Stad wynika, ze b > 0. Niech b = 2 mamy };' < 1.
”

Stad wynika, ze istnieje liczba ¢ taka, ze @ = — 2r cos .

Réwnanie rekurencyjne t, 40 + a - tp1 + b - t, = 0 przyjmuje teraz postac

thto —2rcose -ty + 7'21‘,, =0.

Mozna teraz sprawdzié, ze ciag (t,) okreslony wzorem

t, =71"(c-cosne +d-sinnep)

(dla n =1,2,... ) jest rozwigzaniem ogélnym réwnania t,40 +a-tpp1+b-t, =0.
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Przypadek 2. Réwnanie charakterystyczne x2 4 ax + b= 0.

ma jeden pierwiastek podwdjny q.
Teraz mamy rozwiazanie ogélne:

th =(c+dn)-¢" dlan=1,2,....
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