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Naturalnym uogdlnieniem wielomianu (sumy skoriczonej ilosci jednomiandw) jest szereg potegowy

o0
Zﬂn x—x)" = ag+ay(z—a) Fagle—x)?

n=0
+ az(x—w)P+- Fan(e— )" +...

o srodku w punkcie x, | wspéfczy nnikach a,,.

| € [0,00] (ti. skoriczona lub réwna oc).

Aby uprosci¢ , zaktadamy, ze istnieje granica lim
n—oo
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Twierdzenie 1

[twierdzenie Cauchy'ego-Hadamarda]

oo
Szereg potegowy Z an(r — g )" jest zbiezny w przedziale otwartym

n=0

1 ) i
(rg — R,xg + R), gdzie 7= limm ,\'|an|

n—oo
Liczbe R nazywamy promieniem zbieZnosci szeregu potegowego.

| = 0, przyjmujemy R = oo;

Jesli lim
=00 ‘\

jesli zas lim ."|{.5,,| = o0, przyjmujemy B = (0.
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Twierdzenie 2

oo

Funkcja f(x Z gz — xg)" jest rézniczkowalna w kazdym punkcie

n=0

przedziatu otwartego (rg — R,y + R), gdzie R jest promieniem zbieznosci szeregu

potegowego. Pochodna tej funkc)i wyraza szereg potegowy

o0
= Z:ra.a“(:r' —ag)" L, o —xg| < R
n=1
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FUNKCJE TWORZACE

1. Okreslenie funkcji tworzacych za pomoca szeregéw potegowych
Przypuéémy, ze dany jest ciag (ay,) liczb zespolonych. Funkcjga tworzaca dla ciagu
(a,) nazywamy funkcje A(z) okreslona za pomoca wzoru

o]

A(z) = E anz".

n=0
Przyjmujemy przy tym, ze szereg potegowy po prawej stronie powyzszej rownosci ma
dodatni promien zbieznosci r i wtedy funkcja A(z) jest okreslona wewnatrz kola o Srodku
w zerze i promieniu r. Nie bedziemy teraz zajmowac si¢ ciagami, dla ktérych rozwazany
szereg potegowy ma zerowy promienl zbieznosei (np. ciagami takimi jak a,, = n'""). Z teo-
rii funkeji analitycznych wiadomo, ze dla danej funkcji analitycznej A(z) wspélezynniki
definiujacego ja szeregu potegowego sa wyznaczone jednoznacznie.
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Wykorzystanie funkcji tworzacych do znajdowania wzoréw ogélnych polega na wykona-
niu nastepujacych krokow:
1.zdefiniowanie funkcji tworzacej dla danego ciagu okreslonego rekurencyjnie,
2. wykorzystanie rownan rekurencyjnych do utworzenia rownania na funkcje tworzaca,
3.rozwiazanie réwnania i znalezienie wzoru funkeji tworzacej,
4.rozwiniecie znalezionej funkcji tworzacej w szereg potegowy i poréwnanie wspol-
czynnikow.
Przesledzimy teraz te metode na przykladzie liczb Fibonacciego.
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Funkcja tworzaca zmiennej 1zeczywistej x ciggu nieskonczonego ztozonego z samych jedynek
(1,1,1,...) jest funkcja:

G(z) = iw" S

= l1-—2

Szereg G(x) jest zbiezny dla |x|<1.
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Funkcja tworzaca zmiennej rzeczywistej x ciggu nieskonczonego zlozonego z liczb naturalnych
(1,2,3,...) jest funkcja:

= 1
n+ 1)z —_—
DE LT Sy
Szereg G(x) jest zbiezny dla |x|<1.

Zauwazmy, bowiem, Ze
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Funkcja tworzaca (’;) ze wzgledu na k. przy ustalonym n_jest

Gn(z) = (14 z)"
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Ciag Fibonacciego okreslony jest wzorem rekurencyjnym

F0:0,F1:1,Fn= n71+F'n.72_

Niech F'(x) bedzie funkcjg tworzaca tego ciggu
o0 oo [o.0]

F(z) = ZFn:v” = Fpz® + Zan” = Zan" =
n=0 n=1 n=1

= F !+ Z(Fn_Q + Fn_l)w" =

n=2

= Fiz + 2° Z Fn_z.'.:'"*2 + IBZ Fn_lm"*l =

n=2 n=2

=Fla:+:v2i F.z" +mi F,a2" =

n=>0 n=1
o0 o0

= Fz+a? Z F,z" +«z ZFncc” =
n=0 n=0

=z +2°F(z) + zF(z) .
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Zatem

T
Wielomian 1 — z — a:2 ma dwa pierwiastki 7‘/2571 ) @ . przyjmujac
A = \/;71 J‘2+1 Ay = 7\/5271 SB[ wtedy
A1 — X2 =4/5

otrzymujemy po rozktadzie na utamki proste:

Fa) z _1( 11 }
S A=-Mz)(1-Xez) M-d\l-XMz 1-Xz)

1 - nn_mmnn _Oo L n_\I 4
(B o) S (Ger)-

n=0

Stad szukany n-ty wyraz mozna zapisac :

Sl o L (1B (1-vBY
n-goron-2((5F) - (55))
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0 00 00

Kombinacja liniowa: « Z a,z" + ﬂz bpz™ = Z(aan + Bb,)z"
n=0 n=0 n=0
o0 o0
Przesuniecie: ™ Z a,z" = Z An_mz"
n=0 n=m
00
Mnozenie przez liczbe: o+ G(z) = Z aa, ",
n=0
00 00 00 n
Mnozenie: Z a,z" - Z bz = Z cpz", gdzie ¢, = Z arb,_i ,
n=0 n=0 n=0 k=0
o0
Rézniczkowanie: (G(l'))’ = Z "an$"_1 ’
n=0
) I =1
Catkowanie: /G(t) dt = Zl Zanilwn’
n=

00
Potggiwe wsp.:  G(az) = Z o'a, 2",
n=0

Gle)

1—=z

Sumy wsp.: Qo+ (a0 +a1)T+ (@0 +a1+ ax)z’ +... .
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