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Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Twierdzenie 1

Jesli n obiektéw jest rozmieszczonych w m szufladach i n>m to istnieje szuflada z
przynajmniej dwoma obiektami.
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Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Whiosek 2

WSsréd nietysych mieszkancéw Krakowa w kazdej chwili jest dwdch o tej samej
liczbie wtoséw na gtowie.

Zaktadamy, ze liczba wtoséw na gtowie nie przekracza 500000.
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Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Whiosek 3

Malujemy kazdy punkt jednostkowego okregu czerwonym lub niebieskim kolorem
udowodnij, ze istnieje trdjat rdwnoramienny wpisany w ten okrag, ktérego
wszystkie wierzchotki s3 tego samego koloru.
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Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Whiosek 4

Grupa 30 oséb wita sie podajac sobie rece.
Nikt nie wita sie z samym sobga i zadna para 0s6b nie wita sie podwdjnie.
Udowodnij ze sa dwie osoby, ktére przywitaja taka sama liczbe oséb.
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Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Whiosek 5

Udowodnij, ze wéréd dowolnych 2017 liczb (powtérzenia s3 dozwolone ) mozna

znalez¢ takie, ktérych suma dzieli sie przez 2017. Pokaz, ze dowolne 2016 liczby
nie maja tej wtasnosci.
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Uogdlniona Zasada Szufladkowa Dirichleta.

Twierdzenie 6

Jesli n obiektéw jest rozmieszczonych w m szufladach i n>rm to istnieje szuflada
z przynajmniej r+1 obiektami.
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Zasada wtaczen i wytaczen.

Twierdzenie 7
Niech A, B beda zbiorami skonczonymi. Wtedy
|[AUB|+ |AN B| = |Al + |B|,

czyli réwnowaznie
|AUB| = |A[ +|B| - |[AN B,
|[ANB| = |Al+|B] —|AU B].
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Zasada wtaczen i wytaczen.

Whiosek 8
Niech A, B, C beda zbiorami skofczonymi. Wtedy

[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNA+|AnBNC|.
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Zasada wtaczen i wytaczen.

Twierdzenie 9

Przyjmiemy [n] ={1,...,n} dlan>0,

Pi(n)={ACn]: |A|l = k}.
P>k: {A C |A| > k}
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Zasada wtaczen i wytaczen.

Twierdzenie 10
Wzor wiaczen i wylgczen

Jesli Ay, ..., A, sa zbiorami skonczonymi, to
T
[ArU. Ul =3 08 3 ) 4
k=1 TePy(n) jeT
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Zasada wtaczen i wytaczen.

Szkic dowodu

Wprowadzmy oznaczenie:

(B, Ba) = Y. | By

T€Py(m) F€T

Teza twierdzenia przybiera wtedy postaé:

i)

AU U A =) (—1)FHS (A, Ay).
k=1

Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledem n.
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Permutacje

Silnia. Silnia liczby naturalne) n nazywamy iloczyn wszystkich dodatnich liczb naturalnych nie wiekszych mz n.
n!=1-2-3-.-n.0=1

Permutacija zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementdow
tego zbioru.
Liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementdw jest rowna nl.

Dowdd: na 1-szym miejscu mozemy ustawid n elementow, na drugim n-1 elementdw, wreszcie na n-tym
1 element Zatemn liczba ustawiefn wynosi n-(n—1)-..-1=mnl Fakt ten zapisujemy: P, = n!
Przvkiad: Z trzech danych elementéw: a,b,c, mozZna utworzy¢ nastepujace permutacje:
(a,b,¢), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a),(c,a,b),(c b a). Liczba ich wynosi 3! = 6.
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Permutacje

Permutacja zbioru n-elementowego X nazywamy dowolng wzajemnie jednoznaczna funkcje f:

X=X

fiX — s X
Przykiad: .
X={ab.cd} flay=d, f(b)=a. fc)=c. fld)=b
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Permutacje

Definicja

Q. =1{1,2...,n}

Wzajemnie-jednoznaczne odwzorowanie « : (0, — 0,

nazywa sie permutacja.
. 1 2 ... n
Oznaczenie:
w(1) «(2) ... w(n)
Mnozenie permutacji Te =Toa

i 2
o przyklad: + = 1234 Lo = 1 3 4
2 3 41 4 3 2 1

o vo#or

Grupa permutacji

(T )w = T{ow)
. 1 ... n
permutacja jednostkowa e = (] )
IO
e

permutacja odwrotna 777! =
grupa permutacji: S,
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Permutacje

Istniejq jeszcze permutacje z powtérzeniami (n elementéw przy czym nmiektore sie powtarzaja).

Niechbedzie k elementéw, ktoére powtarzaja sie odpowiednio
Ny, Ny, N razy. Liczba permutacyt Z powtérzeniami Wyraza si¢ WZorem:

n!
FEL LDt
p"l oty

1yl gl oyl

Uogdlnienie wzoru dwumianowego:

(_-L-.l + e +‘E|l.)” = E a:‘i” .....
... g =0

-t ng=mn

n! “i“( 0 ]
nqlng! T yeeny Tl
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Kombinacje

Kombinacja #-elementowa utworzona ze zbioru n-elementowege (k < n) nazywamy kazdy k-
elementowy podzbidr tego zbioru. Kombinacja, to jedna z mozliwoéci wyboru kilku elementow z
wiekszego zbioru, przy czym kolejnoéé wyboru elementdw nie ma znaczenia. Dwa podzbiory zlozone z
tych samych elementdw, a rozniace sie tylko ich kolejnoscia, stanowia te sama kombinacje.

Liczba k-elementowych kombinacii zbioru n-elementowego wyraza sic tzw. symbolem Newtona (:)

mn n!
o= () =% k)

Przvkiad: Z trzech danyvch elementdéw: a, b, c, mozna utworzyC trzy nastepujace Z-elementowe
kombinacje: (a, b), (a,c), (b, c).
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Kombinacje z powtoérzeniami

Kombinacje z powtérzeniami (k-elementowe podzbiory zbioru n-elementowego z mozliwoscia
powtarzania sie elementow), Wowczas liczba kombinacji z powtdrzeniami wyraza sie wzorem:
Ek=(r;l+l"c—1)=(‘n+.k—1)[

k k!(n—1)!

"

Na przyklad liczba 2-elementowych kombinacji z powtdrzemarm zbioru 4-elementowego A = {a, b, c. d}

- (4+2-10
Wynosi — = 10.
- 24-1)1

Mamy tu 10 elementéw: {a, a},{b, b}, {c,c}.{d.d}, {a, b},{a.c}, {b,c}.{d, a} {c, d}.{d, b}

T

Multizbior (takze wielozbior, multiset) uogdlnienie pojecia zbioru,
w ktorvm w odréznieniu od klasycznych
zbioréw jeden element moze wystepowac wiele razy.

Nie jest dana jednak zadna ich kolejnosé.
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Kombinacje z powtoérzeniami

Uwaga 11

Liczba wyboréw k liczb z powtérzeniami ze zbioru {1, 2, . .., n} to liczba sposobéw rozmieszczenia k identycznych przedmiotéw w n rozréznialnych
pudetkach.

Jest ("'H;_ 1), czyli (k:i_l 1), sposobéw rozmieszczenia k identycznych przedmiotéw w n rozréznialnych pudetkach.
Dowéd
Dla k = 6, n = 4 wskazéwka schemat ponizej

ooo|o||oo — 000101100.
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Wariacje bez powtdrzen

Wariacja k-elementowa bez powtorzen utworzona ze zbiomu n-elementowego (k < n) nazywamy kazdy
k-wyrazowy ciag roznych elementow z tego zbioru. Z b-wyrazowymi wartacjati bez powtorzen zbioru
zlozonego z n elementéw mamy do czynienia, gdy k razy wybieramy bez zwracama po jednym elemencie
z danego zbioru, przy czym ma znaczenie kolejno$é wyboru elementéw. Oczywiécie m-wyrazowe
wartacje bez powtorzen zbioru n-elementowego to po prostu permutacye tego zbioru.

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego wyraza si¢ wWzorem:

n!
vE=_—__
" (n—k)

DPrzvidad: Z trzech danych elementéw: a, b. ¢, mozna utworzy¢ szeié¢ nastepujacych dwuelementowych
wariacji bez powtorzed: (a, b), (a, ¢), (b, a), (b, c), (¢, a), (¢, b).
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Wariacje z powtdérzeniami

Wariacja A-wyrazowa z powtdrzeniami zbioru s-clementowego nazywa sie kazdy k-wyrazowy ciag

elementow tego zbioru (dowolny element moze wystapié wielokrotnie w ciagu). Z k-wyrazowymi

wariacjami z powtorzeniami zbioru zloZonego z n elementow mamy do czymiema, gdy k razy wybleramy

ze zwracaniem po jednym elemencie z danego zbioru, przy czym ma znaczenie kolejnoéc wyboru

elementow.

Liczba wszystkich k~wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego wyraza sie Wzorem:
wk = nk

Przvkiad: Z trzech danych elementéw: a. b. ¢, mozna utworzy¢ osiem nastepujacych 2-wyrazowych
wariacyi z powtorzemtami: (a, a), (b, b), (¢, ¢), (a, b), (b,a), (a, ), (c.a), (b, ), (¢, b).
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Podziaty liczby

Podziat liczby n na J. skladnikow to przedstawienie n w postaci sumy

ap+...+ag-1 =m,

gdzie 1 € ap a1 < ... < ag-1,

Liczbe podzialéw n na J; skladnikow oznaczamy przez P n, k).
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Podziaty liczby

Lista podziatéw 8 na 3 sktadniki

14146,14+24+51+3+4,2+2+4,2+3+3.
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Podziaty liczby

Dla n,k € N mamy kolejno:
P(n,1) =1

P(n,2) = |2}

P(n,n) =1,
P(n,k)=0,dlan < k

. P(n,k) 1
e nF1  K(k=1)
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