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Graf skierowany, digraf, digraf prosty

Definicja 1
Digraf prosty G to (V, E), gdzie
\% jest zbiorem wierzchotkéw,

E jest rodzing zorientowanych krawedzi, miedzy réznymi
wierzchotkami,
ktére nie moga by¢ wielokrotne.

Doktadniej E jest rodzing dwuelementowych par (vq, v»)
réznych vy, vp elementéw V.

Zatem nie s3 dopuszczane skierowane petle ani krawedzie wielokrotne
jednakowo skierowane.
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Multigraf skierowany

Muiltigraf skierowany M to (V(G), E(G),v: V(G) x V(G) = E(G)).
Jezeli e jest krawedzig multigrafu M, gdzie y(e) = (v1, v2),

to powiemy, ze krawedz e wychodzi z wierzchotka v; do wierzchotka v
oraz, ze e jest zorientowana z wierzchotka v; w kierunku wierzchotka v,.

e Bormy S
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Multigraf skierowany

Uwaga 2
Digraf (V(G), E(G), : V(G) x V(G) — E(G))
to multigraf, w ktérym v : V(G) x V(G) — E(G)) jest réznowartosciowa.

Piszemy wtedy e = (v, w) zamiast y(e) = (v, w).
Uzywa sie tez zapisu e = {v, w}, przy czym w tej notacji zbior jest
uporzadkowany.
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Multigraf skierowany

Jesdli y(e1) = (v1, v2),v(&2) = (va, v3), to powiemy, ze krawedzie s3 zgodnie
zorientowane w multigrafie.

W szczegdlnosci:

~v(e1) = (v1, v2),¥(e2) = (w2, v1), s3 zgodnie zorientowane, ale nie tak samo
zorientowane.

~v(e1) = (v1, v2),v(e3) = (v1, v2), s3 nie zgodnie zorientowane, ale s3 tak samo
zorientowane.
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Multigraf skierowany

Twierdzenie 3

Petla zorientowang nazywamy zorientowana krawedz e, oraz wierzchotek v takie,
ze e prowadzi z v do v.
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Digraf

Twierdzenie 4

Droga T dtugosci n nazywamy ciag zgodnie zorientowanych krawedzi eje; . . . ep,
oraz wierzchotkéw vivs ... vpi1, takich ze 6 = (vj, viy1).

W drodze krawedzie moga sie powtarzad.

W drodze wierzchotki moga sie powtarzad.
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Digraf

Droga zamknietg dtugosci n nazywamy ciag zgodnie zorientowanych krawedzi
ei1e ... ep, oraz wierzchotkéw vy vy ... vpy1, takich ze vi = vpyg.

W drodze zamknietej krawedzie moga sie powtarzaé.

W drodze zamknietej wierzchotki moga sie powtarzad.



Digraf

Droga prosta P dtugosci n nazywamy cigg réznych zgodnie zorientowanych
krawedzi eje; . .. e,, oraz wierzchotkéw vivs ... v,11, takich ze ¢ = {v;, vii1}
(tu uporzadkowany zbidr, zatem lepszy zapis w postaci pary uporzadkowanej
€ = (Vn Vi+1))-

W drodze prostej krawedzie nie moga sie powtarzac.

W drodze prostej wierzchotki moga sie powtarzac.



Digraf

Sciezka prosta S dtugosci n nazywamy ciag réznych zgodnie zorientowanych
krawedzi ej e ... e,, oraz ciagg réznych wierzchotkéw vy vs ... v,11, takich ze
€ = {Vi, Vi+1}

(tu para uporzadkowana e; = (v;, vi11)).

W $ciezce prostej krawedzie nie mogg sie powtarzac.

W Sciezce prostej wierzchotki nie moga sie powtarzac.



Digraf

Cyklem C dtugosci n nazywamy ciag réznych zgodnie zorientowanych krawedzi
€16 ...ep, oraz ciag réznych wierzchotkdéw vivs ... vpy1, takich ze vi = vpy1.
Przy czym zaktadamy, ze n > 2.

W cyklu krawedzie nie moga sie powtarzaé.

W cyklu wierzchotki vy, va, ..., v, nie mogg sie powtarzad.
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Digraf

Twierdzenie 5
(Droga acykliczna)

Niech G multigraf skierowany (dopuszczamy petle i krawedzie wielokrotne).
Niech v i v to rézne wierzchotki G.

Jezeli istnieje w G droga z u do v,

to istnieje w G droga acykliczna z u do v.
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Digraf

Twierdzenie 6

Niech G multigraf skierowany (dopuszczamy petle i krawedzie wielokrotne).
Niech u to wierzchotek w G
Jezeli istnieje w G droga zamknieta z u do v,
to istnieje w G cykl z u do v lub krawedZ prowadzaca z u do u (petla).
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Graf skierowany jest spajny (stabo spajny), jesli jego pochodny graf nieskierowny jest spdjny.
Graf skierowany jest silnie spajny. jesli dla kazdei pary wierzchotkéw u i v istnieje w nim droga z u
do v.

Skliadowq spojnag grafu nazywamy jego podgraf, ktory jest spdjny 1 nie jest podgrafem innego grafu
spbjnego.

Przyktad skierowanego grafu spéjnego, ale nie silnie spdjnego

Przyklad grafu o 3 skladowych spéjnych
@ ) ® @
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Graf skierowany bez petli nazywamy turniejem, jesli dla kazdej pary wierzchotkdw u 1 v zawiera on

doktadnie jeden tuk: albo (i, v), albo (v, u).

* turniej moze reprezentowaé wyniki spotkan par uczestniczacych w rozgrywkach typu . kazdy z
kazdym™ (bez remisow)

Przyldad turnieju

Uwaga: ten turniej nie jest silnie spéjny (nie ma np. drogi z b do d)
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Jesli chcemy, mozemy przedstawié¢ funkcje wagi W w postaci
tablicy, oznaczajac wiersze i kolumny tablicy za pomoca elemen-
téw zbioru V(G) 1 piszac warto$é¢ W(u,v) na przecigciu wiersza
u z kolumna v.

Liczby znajduja sie w miejscach odpowiadajacych krawedziom
tego grafu.

s 6 3
v e 1
w 2 T
z 1 4
y 4 3 5
z 3
f
] 13 maja 2017

19 / 40



Na rysunku mamy tablice funkcji wagi W=,
gdzie W*(u,v) oznacza najmniejszg wage drogi prowadzace]
z wierzchotka u do wierzchotka v, o ile taka droga istnieje.

W*ls v w 2y z f
8 5 3 9 6 10 13
v 7 5 4 1 5 8
w 2 7 6 3 7T 10
T 1 4
y 5 &4 F & |
z 3
f

e Dy 2]



Wygodnie jest przyja¢ oznaczenie W (u,v) = oo, jeSli nie ma
krawedzi z u do v w grafie GG; symbol W*(u,v) = oo oznacza,
#ze w grafie G nie ma drogi z wierzchotka u do wierzchotka v.
Mamy nastepujace reguty wykonywania dzialan na symbolu oc:
00 +x = x + 0o = oo dla kazdego x oraz a < oo dla kazdej liczby
rzeczywistej a.
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Algorytm Dijkstry
{Dane: graf skierowany bez petli i krawedzi wielokrot-

nych, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {1,..., n},
funkcja W wag krawedzi o wartosciach nieujem-
nych}

{Wyniki: wagi minimalne W*(1,j) dla j =2,..., n}
{Zmienne pomocnicze: zbiory L, V oraz funkcja D}
Niech L:=@ oraz V :={2,...,n}.
Dla i € V wykonuj

D(i) := W(1,i).
Dopéki V\L # @, wykonuj

wybierz k € V\L o najmniejszej wartosci D(k)

dotacz k do zbioru L

dla kazdego j € V\ L wykonuj

jesli D(j) > D(k) + W(k,j), to
zastap D(j) suma D(k) + W (k,j).

Dla j € V wykonuj

W*(1,3) := D(j).
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Algorytm Dijkstry
{Dane: graf skierowany bez petli i krawedzi wielokrot-

nych, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {1,..., n}, - 7 - 2 A
funkcja W wag krawedzi o wartoSciach nieujem- 3 1 8
nych} u 5 4
{Wyniki: wagi minimalne W*(1,j) dla j = 2,...,n}
{Zmienne pomocnicze: zbiory L, V oraz funkcja D} o ! ’
Niech L := @ oraz V :={2,...,n}. 7 Y i
Dla i € V wykonuj
D(i) := W(1,1).
Dopéki V\L # @, wykonuj
wybierz k € V\L o najmniejszej wartosci D(k) Wilo v oy v v oo oy
dolgez k do zbioru L w | &= i3 0 % & & s
dla kazdego j € V'\L wykonuj % | o0 o0 00 7 | oo oo
jesli D(j5) > D(k) + W(k, j), to :ﬁ % 2 o 7 o o o
zastap D(j) suma D(k) + W (k. j). § Reiiiielioll (B
Dla j € V wykonuj v | o0 o0 o0 oo o0 e 4
W*(1, ) = D(j). v | o0 o0 o0 o oo o oo
L D(2) D(3) D(4) D(5) D(6) D(7) | Komentarz Obliczenia
Q 3 9 0 o0 o oo | dane poczatkowe
{2} 3 9 10 4 0o oo | znaleziono drogi vjvovy oraz
V1v2Vs
{2,5} 3 8 9 1 13 oo | znaleziono drogi vjvavsvs, jedli D(j) > D(k)'Jr W(k, ), to
{2.5.3) TN OB oE m (e zastap D(j) suma D(k) + W (k, j)
{2,5,3,4} 3 8 9 4 11 17 | znaleziono drogi vy v2v5v4v6

{2,5,3,4,6} 3 8 9 4 11 15

oraz v1vaUsV4UT
znaleziono drogi vivavsvaveur

13 maja 2017

23/ 40



|
Algorytm Dijkstry
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Algorytm Bellmana-Forda

W silnie spdjnym grafie wazonym (dopuszamy ujemne wagi) znalez¢
najkrotsze Sciezki proste od wybranego startowego 0 wierzchotka do
wszystkich pozostatych wierzchotkéw.

Niezbedne zatozenie graf nie zawiera ujemnego cyklu, petli czyli cyklu,
w ktérym suma wag krawedzi jest ujemna lub petli o ujemnej wadze.

Tworzymy dwie n elementowe tablice danych, n = |V/(G)|.
D(i) to waga najkrétszej Sciezki prostej z wierzchotka startowego do i—tego
wierzchotka grafu. D(0) = 0.

P(i) to numer wierzchotka grafu, ktéry jest poprzednikiem wierzchotka na
najkrétszej sciezce. P(0) = —1.
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i|0(1(2(3|4|5

D0 ====s=
Whybieramy na wierzchotek startowy wierzchotek o numerze zero.

Bil-1-1-1-1-1-41
Tworzymy tablice d i p, wypetniajac je odpowiednio
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W pierwszvm kroku mamy:

D[0F=0

D= ilofz|alsa|s
D[1]>D[0}+5 D[[ 0[5 | ww|w
Ustawiamy: sz] 10011011
D[1]=0+5=5

P[1}=0
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W drugim kroku mamy:

D[1]=3
D[E]==
D3D[1}3

Ustawiamy:

D[1]=3
D[4]= =
DJ=D[1}-2
Ustawiamy-
D[4]=5+2=14
PlI=L

i[0]1)2 S

5

D] 0 5= 814

Pil-10-11 1

-1
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W trzecim krolau:

D[4]=14 D[4]=14 D[3]=8
DR2J== D[i[== D[4=14
DREDEH-1) DSEDEH-5) | | DEFDER3
Ustawiamy: Ustawiamy: Ustawiamy:
DR2IFI4+(-1F13| | D[S]=14+(-5)=0 | | D[4]=8+3=11
PR D[5}=4 D[4]=3

i|oj1}f2(3/4 5
D] 051138113
Pii]-104 13 4
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W erwartym kroku

D=1
D[J=13
DRPDEHD
Ustawiamy:
DRELIH-LFL
PRI=t

D=1
D[5]=9
DISDEC)

Ustawiamy
D[SF11+(5)=6
P[54

i|o[1pEN3| 4|8
D] 0510 8116
Pil-104 134
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Krok piaty nie prowadz do zmian.
Odpowiednia nierdwnos< nie bedze
spelniona dla zadnej krawedzi.

Tablica D zawiera minimalne koszty dojécia od wierzchotka 0
do poszezegdlnych wierzcholicdw w grafie.

Tablica P zawiera informacje o najkrotszveh sciezkach
prostych od wierzcholka 0 do poszezegdlnych wierzehotkdw
w grafie.
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Sortowanie topologiczne (ang. topological sort) grafu skierowanego polega na utworzeniu listy wierzchotkdw grafu w taki sposdb

aby kazdy wierzchotek posiadajacy sasiaddw znalazt sie na tej liscie przed nimi

skierowanym (ang DAG - directed acyclic graph) Kolejnosc wierzchotkdw nie potaczonych Sciezka jest dowalna

Zadanie to jest mozliwe do wykonania tylke witedy. gdy graf jest acyklicznym grafem

Do sortowania topologicznego grafu wykorzystamy wiasnosé, ktdra mowi, ze w acyklicznym grafie skierowanym
musi wystapié przynajmniej jeden wierzchotek o stopniu wehodzacym zero (czyli wierzchotek.

ktdry nie jest sgsiadem zadnego innego wierzchotka w grafie). Usuniecie wierzchotka z grafu

nigdy nie powoduje, Ze staje sie on grafem cyklicznym.

13 maja 2017

33 /40



Zatem po kazde] operacji usuniecia wierzchotka w grafie pojawia sie przynajmniej jeden wierzchotek o stopniu wehodzacym zero.

Z grafu usuwamy wierzchotki o stopniu wchodzacym zero dotad. az bedzie on pusty lub nie znajdziemy wierzchotka o stopniu wchodzacym zero

co oznacza, ze graf jest cykliczny i nie moze byé posortowany topologicznie

Usuwane wierzchotki tworza liste wierzchotkdw grafu posortowanego topologicznie.

e Y







Wyznaczamy stopnie wchodzace poszczegolnych wierzchotkdw.
Dwa wierzchotki majg stopien wchodzacy rdwny zero: wierzchotek 31 5.
Mozemy usunac dowolny z nich. poniewaZ nie s one od siebie zalezne.
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Why: 3 Usuwamy z grafu wierzchotek nr 3 wraz z krawedziami i przesytamy go na wyjscie.
Powoduje to zmiane stopni wchodzacych wierzchotkdw sasiednich.
W grafie wciaz pozostat wierzchotek 5 o stopniu wejSciowym zero.
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Wy 35

Wy 354

Usuwamy z grafu wierzchotek 5 i przesytamy qo na wyjscie
W grafie zmienity sie stopnie wchodzace wisrzcholkdw sasiednich.
Teraz wierzchotek 4 ma stopieri wchodzacy réwny zero.

Usuwamy z grafu wierzchotek 4 | przesytamy go na wyjscie.
W owyniku usuniecia wierzchotka 4 wierzchotek 1 ma stopien wchodzacy zero.
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Wy:35841

Wy: 35410

Usuwamy z grafu wierzchotek 11 przesytamy go na wyjscie

Stopien wchodzacy zero otrzymuje wierzchotek 0

Usuwamy z grafu wierzchotek 0 i przesytamy go na wyjécie
W grafie pozostal tylko wierzchotek 2 i ma on teraz stopied wchodzacy 0
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Wy 354102 Usuwamy z grafu ostatni wierzchotek 2 i przesytamy go na wyjscie
Graf stat sie grafem pustym i nie posiada juz dalszych wierzchotkdw.

Sortowanie topologiczne jest zakoriczone

e Dy 4]



