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We have seen that the sequence of prime numbers 2,3.5. 7, ... is infinite.
To see that the size of its gaps is not bounded, let N :=2.3-5. .. p denote
the product of all prime numbers that are smaller than & 4 2, and note that
none of the & numbers

N+2N+3N+4 ..., N+kN+(k+1)

is prime, since for 2 < i < k + 1 we know that 7 has a prime factor that is
smaller than & -+ 2, and this factor also divides N, and hence also N -+ i.
With this recipe, we find, for example, for & = 10 that none of the ten
numbers

2312,2313,2314,...,2321

is prime.
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But there are also upper bounds for the gaps in the sequence of prime num-
bers. A famous bound states that “the gap to the next prime cannot be larger
than the number we start our search at.” This is known as Bertrand’s pos-
tulate, since it was conjectured and verified empirically tor n < 3000000
by Joseph Bertrand. It was first proved for all n by Patnuty Chebyshev in
1850. A much simpler proof was given by the Indian genius Ramanujan.
Our Book Proof is by Paul Erd6s: it is taken from Erd&s’ first published
paper, which appeared in 1932, when Erd6s was 19.

Bertrand’s postulate.
For every n > 1, there is some prime number p with n < p < 2n.
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Proof. We will estimate the size of the binomial coefficient (2;) care-
fully enough to see that if it didn’t have any prime factors in the range
n < p < 2n, then it would be “too small.” Our argument is in five steps.

(1) We first prove Bertrand’s postulate for n < 4000. For this one does not
need to check 4000 cases: it suffices (this is “Landau’s trick™) to check that

2.3.5,7,13,23,43. 83,163, 317, 631, 1259, 2503, 4001

is a sequence of prime numbers, where each is smaller than twice the previ-
ous one. Hence every interval {y : n < y < 2n}, with n < 4000, contains
one of these 14 primes.
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(2) Next we prove that

H p < 4771 for all real &= > 2, (D

p<z

where our notation — here and in the following — is meant to imply that
the product is taken over all prime numbers p < . The proof that we
present for this fact uses induction on the number of these primes. It is
not from Erd6s’ original paper, but it is also due to Erdds (see the margin),
and it is a true Book Proof. First we note that if ¢ is the largest prime with

q < x, then
Hp = Hp and 497t < gom L
p<z P<q

Thus it suffices to check (1) for the case where = = ¢ is a prime number.
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Forq = 2 we get “2 < 4. we proceed to consider odd primes ¢ = 2m + 1.
(Here we may assume, by induction, that (1) is valid for all integers « in

the set {2,3,...,2m}.) For g = 2m + 1 we split the product and compute
2m+1 .
H p = H P H p < _lm( ) < 4gmo2m _ 42m
p<2m+1 p<m+1 m+1l<p<2m+1 m

All the pieces of this “one-line computation™ are easy to see. In fact,

H p < qm

p<m+1
holds by induction.
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The inequality

(?m + 1)
II »=<
m

m+1<p<2m+1

- - . . .
follows from the observation that (2"7?1) = % is an integer, where

the primes that we consider all are factors of the numerator (2m + 1)!, but
not of the denominator m!(m <+ 1)!. Finally

(2771 + 1) < oom
m
(2”1 + 1) (Qm + l)
and
m m+1

are two (equal!) summands that appear in

holds since
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Legendre’s theorem
The number n! contains the prime
factor p exactly
)
times.

M Proof. Exactly L%J of the factors
of n! =1-2-3...nare divisible by
p. which accounts for L%J p-factors.
Next, | 2| of the factors of n! are
even divisible by p2, which accounts
for the next [;”gj prime factors p
of n!, etc. O

(3) From Legendre’s theorem (see the box) we get that (*) =

(2n)!
nin!

contains the prime factor p exactly

> ([ -2 [3))

times. Here each summand is at most 1, since it satisfies

2n n 2n n
il R o= = =
L)"J ) L)"J <l <Pk l) 5

and it is an integer. Furthermore the summands vanish whenever p* > 2n.
Thus (2:) contains p exactly
2n n ”
Z | =2 < max{r:p" <2n}
P r
k>1
2n

n
In particular, primes p > v/2n appear at most once in (27:’)

times. Hence the largest power of p that divides (
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Furthermore — and this, according to Erdds, is the key fact for his proof
— primes p that satisfy %n < p < n do not divide (21:‘) at all! Indeed,

3p > 2n implies (for n > 3, and hence p > 3) that p and 2p are the only
(2n)!
nlnl

multiples of p that appear as factors in the numerator of , while we get

two p-factors in the denominator.

Examples such as

(3) =2%.5% . 7.17-10.23

(1) =2%-3%.52.17.19.23

(3 =2%.32.5.17.19.23.29
illustrate that “very small” prime factors
p < v/2n can appear as higher powers
S2mY g -

in (n), small” primes with /2n <
p < 3n appear at most once, while
factors in the gap with %n <p<n
don’t appear at all.
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(4) Now we are ready to estimate (27{1)4 For n > 3, using an estimate from
page 12 for the lower bound. we get

55(2")3 M2 - II » - I »

2n n
p<V/2n V2n<p<in n<p<2n
and thus, since there are not more than v/2n primes p < v/2n,

4" < (272)1+‘/ﬁ . H p - H P for n>3. (2)

VIn<p<in n<ps2n
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(5) Assume now that there is no prime p with n < p < 2n, so the second
product in (2) is 1. Substituting (1) into (2) we get

qn < (271)1+\/%4%71
or
437 < (2p)1HV2ER, 3)

which is false for n large enough! In fact, using a + 1 < 2% (which holds
for all @ > 2, by induction) we get

In = (\6/271)6 < (L\G/QT?J + 1)6 < QGH/%J < 26%. 4)
and thus for n > 50 (and hence 18 < 21/2n) we obtain from (3) and (4)

92n < (2]1)3(1+\/ﬂ) 9 ¥2n (18+18v2n) < 920V2nvEn _ 520(2m)*/*

This implies (2n)'/3 < 20, and thus n < 4000. O
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Zbior Z liczb catkowitych z wyrdznionymi elementami 0,1 oraz z dzietaniami dodewania
i manozenia liczb naturalnych jest pierdcieniemn: dla dowolnych liczb catkowitych =, y, »

r+y=y+ux (przemienno$é dodawania)
r+y+z)=(r+y)+= (tacznosé dodawania)
O+z=x+0=x (element neutralny dodawenia)
r4+(—z)=—2r4+2=0 (element przeciwny dla dodawania)
Try=y-x (przemienno$é mnozenia)
v (y-z)=(x-y) = (tacznosé mnozenia)
lv=r-1=2 (element neutralny mnozenia)
v-(y+z)=x-y+ax-z (rozdzelnosé mnozenie wzgledem dodawaenia)
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Liczby caltkowite.
Dla kazdych dwdch liczb catkowitych a, b jesli tylko b £ 0, to istniejg
jednoznacznie okreslone liczby catkowite i orez r spetnigjgce warunek:

a=i-b+r i 0<r<|b.
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Podzielnosé liczb catkowitych. Jedli reszty z dzielenia liczby calkowitej a przez b

jest 0, to mowimy, ze a dzieli sie pr b, albo ze b jest dzielnikiem a, albo ze a jest wielokrotno$cig
b. Zapisujemy to symbolami nastepujaco: bla. Podzielnogé liczb calkowitych jest relacja.
DeriNicJA Dia liczb catkowitych a, b :

bla wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba catkowita i, 7e a =i - b.

bla & Jicpla=1-b].
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TWIERDZENIE  Dia dowolnych liczb catkowitych a. b, c:

ala (zwrotnosé relacji podzielnosci)
(alb A ble) = ale (przechodniosé relacji podzielnosci)
(albAbla) = (a=bVa==b) (czedciowa antysymetria)

al0;

1]a;

alb = albe;
(alb A ale) = a|(b+¢).
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Reszty 1 kongruencje. Zalozmy, Ze jest ustalona liczba calkowitan, n > 1 1iinteresuje
nas podzielnoéé przez n, albo ogélniej i dokladniej: reszty z dzielenia przez n. W takiej sytuacji
liczbe n bedziemy nazywaé¢ modutem (w domysle: podzielnosei).

Okresdlimy funkcje r, : Z — {0,1,2,...,n—1}:
rn(a) jest reszta z dzielenia liczby a przez n

rp(a) =a—n- \‘EJ .

T
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Dla danego modutu n zbior {0,1,2,...,n — 1}
mozliwyeh reszt z dzielenia przez n bedziemy oznaczaé symbolem Z,,:

T = {0,1,2,...,n— 1}.

e ey 1 5



DeriNicia  z=r,(a) < (z€Z, An|la—2)).
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TWIERDZENIE
(1) n|(a—0>b) < ru(a) =r.(b);
(2) ra(ra(a)) = ru(a);
(3) ra(a+b) =ru(ra(a) + ra(b));
(4) rp(a-b) =ry(rp(a)-r (D).
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DEFINICIA  Dla dowolnych liczb catkowitych a,b:  a = b(modn) < n|(a—b).

TwierDZENIE  Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c, d:

a) a = b(modn)er,(a) = r,(b);

b) a = a(modn); (zwrotnosé relacji kongruencyi)
¢) a =b(modn) = b= a(modn); (symetrycznosé relacji kongruencyi)
d) (a=b(modn) Ab=c(modn)) = a=c(modn); (przechodniosé kongruencyi)
¢) a=b(modn) = a+c=b+ c¢(modn);

f) (e = b(modn) A e =d(modn)) = a+ec=b+ d(modn);

g) a=bmodn) = a-c=b-c(modn);

h) (a=b(modn) Ac=dmodn)) = a-c=0b-d(modn).
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DEFINTCIA an niech bedg liczbomi cotkowitymi.

B9

yIn €

W szezegolnosel (a) = {y € Z:a | y} w przypadku n = 1. Na przyklad (1) = (-1) = Z.
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LEMAT Zbior (aq,az,. .., an) zawiern kazdg z liczh ay,aa, ... an, jest zamknicly ze wzgledu
nia dodawanie i wraz z kazdg lic lokrotnodei.

zha zawiern jej wszysth

LevaT Dia kazdych dwdich liczb calkowitych a,b € Z istnicje taka liczbo naturalne d, Ze

(a,b) = (d).
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DeriNicaa Wspdlnym dzielnikiem liczh catkowitych a, b nozywamy kazdg takg liczbe catkowitg x.

ktdra jest dzielnikiem a i jednoczesnie jest dzielnikiem liczby b, Najwickszym wspdlnym

dzielnikiem (a,b) liczb cathowitych a,b nozywamy liczbe naturalng d spelniajgeq warunki:
dla A d|b

(zlanz|b)=x|d

e Y



LeMAT Dla dowolnych liczb cathowitych a,b jesli (a,b) = (d) i d > 0, to d = (a.b).

DEFINICIA  Dwie liczby cathowite a i b sq wzglednie pierwsze = jedynymi wspolnymi
dzielnikami liczh a ¢ b sq liczhy 11 —1.

Innymi stowy liczby catkowite a 1 b sa wzgleduie pierwsze < (a,b) = 1

TWIERDZENIE Zatdzmy, Ze a|be i (a,b) =1. Wtedy a | c.
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WRIOSEK Jedli p jest liczby pierwszg. to vp(ab) = vp(a) 4 vp(b).
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Wiasnosci wykladnika p-adycznego.

pryjmujemy nastepijace umowy:

dla kazdej liczby catkowite] o zachodzi nieréwnosé © < oo,

dla kazdej liczby calkowite] @ zachodza réwnosel o + 00 = 0o + o = o0,

o0 + 00 = 00,

dla kazdej liczby naturalnej n zachodza rownosei n- oo = o0 - n = co.

TWIERDZENIE Dia kazdej liczhy pierwszej p i dowolnych liczh colkowitych a,b
) vpla) > 0;

b)vpla) =0 s a=0;

¢) vpla) =0= pta;

d) vp(ab) = vp(a) + vp(b) (petna addytywnosc);

e)albs v [vp(a) <up(b)];
f) vpla+b) = min(wvy(a), vy(b));
g) vp(a +b) > min(vp(a), vp(b)) = vp(a) = vp(b);
h) dia dowolnych liczb naturalnych n,m
vp(a™) = nvp(a) i

Gl =mle ¥ filuy(m)]
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DEFINICTA

naturalng w = NWW(a,b) spetniojoce warunki

wmniejszg wspolng wielokrotnoscig liczh cothowitych a,b nozywamy liczhe

alw A blw

(a|lx A blz) = w|.

TWIERDZENIE Dla kazdej liczby pierwszej p
vp(NWD(a,b)) = min(vp(a),vy(b)),
vp(NWW(a,b)) = max(vy(a),vy(b)).
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To twierdzenie mozna sformutowaé w postaci wzorow:

NWD(a,b) = Hpmin(t'p(a}l'p(b)}
peP

NWWia,b) = [ et s,
peP

ltore sa uzyteczue, jesl znamy rozklady liczb a1 b na czynniki pierwsze:

60984 2%.3%2.7. 117
714285 = 3%.5.11-13.37

NWD(60084, 714285) =
gmin(3,0) gmin(2,3) smin(0,1) 7min(10) 1ymin(21) 1qmin(01) g7min(0,1)
90 .32 50 .70 111,130 . 370
32.11=099.
albo krocej: NW D(60984, 714285) = 37in(2:3) . 1min21) — 3217 = g9,
NWW (60984, 714285) =
— omax(3,0)  gmax(2,3) gmax(0,1) gmax(1,0) qqmax(2,1) qgmax(0,1) gomax(0,1)
= 23.3%.5'.7'.11%7.13' . 37!
439999560,

e T 20 5



UwaG A min(z,y) + max(z,y) = =z + y (tzn. dla danych liczh T,y suma mnicjsze) z
nich i wickszey z nich jest sumq danych liczh), co oznacza, NWD(a,b) = ab.
Aby obliczaé najmmniejszq wspilng wielokrotno$c dwoch liczh, wystarczy wnied obliczad nojwickszy

wspalny dzielnik 1 doczyn.
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TWIERDZENIE Dla kazdey liczby naturalnej n
| n
vp(n!) = Z \‘—LJ .
k=1 P
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Rozwiazywanie kongruencji.
TWIERDZENIE  Niech m bedzie liczbg naturalng wickszq od 1. Dla dowolnych liczh catkowitych a,b,c,d:
u) a = a(modm);
’)} a = b(modm) = b= a(modm);

J (a = b(modm) A b= ¢(modm)) = a=c(modm);
rf/ a = bmodm) = a+c=0b+c(modm);

J (a = b(modm) A c=dmodm)) = a+c=b+dmodm);
f} a=blmodm)= a -c=b-clmodm);
g)c#F0=a=bmodm) = a-c=b-clmodc-m);
k) (a = b(modm) A c=d(modm)) = a-c=b-dmodm).

(zwrotnosé relacji kongruencji)
(symetryczr
(prz

$é relucyi kongruencyi)
hodniosé kongruencii)
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TWIERDZENIE Dia dowolnej liczby naturalnej m > 1:
a) dla dowolnej liczby naturalnej k i dowolnych liczh cathowitych a,b

a = b(modm) = af = bk(modm):

b) dla dowolnego wielomionu f(X) zmicnne; X o wspitczynnikach cathowitych

a =b(modm) = f(a) = f(b)(modm);

¢) dla dowolnej liczby naturalney n i dla dowolnego wielomianu f(Xq1, X9, ..., Xy) i dowolnych
uktadow liczbh cathowitych (ay,asz, ..., an) t (b1 bo, ..., by)
” 2‘ . lai = bi(modm)] = f(ay,as,..., an) = f(bi.ba, ..., by, )(mod m).
ie PYPRP 1]
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DrriNicia 10.1. Roz

wzania (a1, az, ..., ap) t (b1,b2,.. ., bn) kongruencii

F(X1. Xy, .., X)) = 0(mod m)

la; = bi(modm)].
n}
PRZYKLAD 6. Sprawdzenie wszysthich moz
rozwigzaniami kongruencyi

sa rownowaezne, gy
ie{l

odct dowodzi, zZe jJedynymi mniejszymi od 15

6X = 3(mod 15)

wzanie 18 jest rdwnowazne rozu niu 3.

sa 3,8 i 13. Roz
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I'WIERDZENIE 11.1. Niech m bedzie liczba naturelng wickszg od 1. Dla dowlnych liczb cathowe
a,b oznaczmy d = D(a,m). Wiedy
a) kongruencin ar = b(modm) ma rozwigzanie < d|b;
b) jedli d|b to fmnqmr neje ax = b(modm) ma doktadnic d roz
¢) jesli ¢ jest vozwigzaniern kongruencyi ax =
rozwigzaniami kongruencji ax = b(modm) sq

qzar;

b(modm), czyli jesli ac = b(modm), to wszystkimi

[ 2 d—1
m m. .C+( Jm'
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Wn10SEK 11.2. NWD(a,m) =1 = kongruencjo ax = b(modm) ma doktadnic jedno rozwig-

zante,

WhiiosEK 11.3. Dla liczby picrwszej p i
azr = b(mod p) ma doktadnie jedno ro

WNI0SEK 114, 3 [axz =1] < NWD(a,m) = 1.

2E€Em

j a nic dzielocey sie przez p kongruencjo

1z

WNI0SEK 11.5. Pievscien Ly, jest ciatem < m jest liczba pierwszq.

DErFiNicia 111, Element a piers
gdy a ma clement odwrot,

in R nazywamny elementem odwracalnym (albo jednodcia)

Zhidr wszystkich elementow odwracalnych pierscienia R oznaczamy symbolem R* albo U(R).

PRZYKLAD 9. a € R* & a|l & b'?'R alb] & (a) = R.

Przyrrap 10. Pic i R jest ciatern < R* = R\ {0}.
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PrzyKLaDp 11. Z* = {1,—-1}.
PrzvKeaDp 12. R[X]* = R*.
Przykran 13,0 Wniosek 114 oznacza, zZe
Zy,={ac{0,1,2,..., m—1}: NWD(a,m)=1}.

Warto zauwaizyc,

dowolnego pierdcienia R zbior R* z wyrdznionym clementem 11

dziatanicm mnozenia jest grupa. W s
clementem odwracalnym: (ab)™! = b~

(ab)(b~'a ™) = a®b ™ a ' =aat = 1.

Liczba elementow odwracaluyeh pierécienia Zg, byta badana na diugo przed pojawicniem sie
pojecia pierscienia.

edlnodel lloczyn elementdw odwracalnych pierdcienia jest

a~! bo
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DeriNicaa 11.2. Funkejo Eulera ¢ : N — N okreslona jest nastepujaco:
=1

Zy| dlan>1.

(1)
(n)

©

Rownowazne sformutowanie:

(1) 1

liczba liczb naturalnyeh mniejszych od n i

o(n) = -
¢(n) wzglednie pierwszych 2z n dla n > 1.

PRrzYKEAD 14, Jesli p jest liczba pierwsza, to o(p) =p— 1.
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PRrRzYKEAD 15, Jedli m gest liczbg ztozong, to p(m) < m — 1.

PRrzYKEAD 16. Jesli p jest liczbg pierwsza, o k jest liczba noeturalna, to p(pk) =pk—phl =
bl 1y

prl—3):

NUVD[a.pk) > 1< pla; sposrdd liczh 0,1,2,. .. 0F — 1 przez p dzicla sie tylko

i jest ich p*='. Pozostate p* — p* b nic dzieli si¢ przez p, wice sq one wzglednie picrwsze z

liczhg p*.
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TWIERDZENIE 11.6 (twicrdzenie Eulera).
NWD(a,m)=1= o™ = I(modm).
Dowon. Z zalozenia wynika, ze a € Z7,. Pomumerujmy elementy grupy Z3,

i = {b1,ba, .. b }-

..... abﬁp(m«,) po pierw

sa parami rozne: jesli pomnozye rownosé

e sa clementami grupy Z5,. a po drugie
ab; = ab;

stronami przez a— ', to okaze si

tym cia

7 by = by, wige i = j. Kazdy element odwracalny wystepuje w
u: by = ala=th;), a a=th; jest elementem odwracalnym, wice musi by¢ jednym z elementow
bj. Wobee tego ciag (aby, abs ..nbgc(m»,) jest permutacia ciagu (b, ba,
rOwnosC iloczynow

=b¢(m‘|)- Wynika z tego

abyab; - nbg<m~‘:blbg --by,

(1)
ho te iloczyny roznia si¢ najwyzej kolejnoSeia ezyvunikow, a wiee 1 rownos
w(m) —
a? ™y by - “b(my = bibz - - by(m)-
PPo pomnozeniu stronami przez element odwrotny do bibe -+ - by uz
A p(m) 4]
a?m) — 1.

skujemy jako wniosek rownose
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TwIERDZENIE 11.7 (mate twicrdzenie Fermata)., Dla dowolnej liczby picrwszes p i dowolnej
liczby cathowite] a
a)pfa=aP~t=
b) aF = a(mod p).
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Uklady kongruencji, twierdzenie chinskie o resztach.

Jeden z najwazniej h faktow, dotyezacych uktadow kongruencji we
creg nogolnien, byt ematyeznie uzywar
skiej transkrypeji: Sun Tsy) 2z HI w. ne. 1
nazwe chinskiego twierdzenia o resztach, co jest wy

sledermn rd

uych modutéw,
niku matematyki piora Sun C
dzenie, 1 jego uogolnienia nc
‘na przestanka na rzecz wniosku, ze fakt, iz
kultura europejska jest podsumowaniem osiagnied catego swiata 1 pochodza
jest znany od dawna, choé¢ ignorowany. Samo twierdzenie pojawia sic

w podree
10 TWIE

(w angie

veh 2 wielu tysiaclect,
w postaci opisu metody

rozwiazywania zadarl) w dzele Gamita Aryvabhaty 1 (476 - ok. 550). Metode opisuje rowniez

Brahmagupta (
dzieleniu pr

98 - ok. 660). W Europie dopiero astronom Bianchini szukat liczh, ktore pray
2 17,13, 10 daja tnlpm\wdmt)r( v 15, 11. 3. To zadanie rozwigzal mu Regimmontanus
(Johannes ,\hHL‘r. 16 VI 1736 - 6 VII 1476): wykazal, ze najmniejsza taka liczba naturalng jest
1103 1 ze kazde inne rozwi ,;lnit jest suma 1103 1 wie lokrotnogei liczby 17 - 13 - 10 = 2210
Sformutowanie twierdzenia poprzedzimy udowodnieniem dwoch prost

ch lematow.

LemaT 12,1, Dla dowolnych liczb catkowitych m,ay,az, ... a;p jesli kazda z liczb ay,aqz, ... a4
jest wzglednie pierwsza z m, to ich iloczyn ayas - - - ap jest wzglednie pierwszy z m

s wykazac

Dowop. Nalez ze NWD(ayas - -a;,m) = 1. Gdyby jaka$ liczba pierwsza p dzielita
ten najwickszy wspolny dzielnik, to dzielitaby liczbe m oraz iloczyn ajag - - ap. Dzielac iloezyn,
musiataby dzielié ktoryd z jego czyunikow, np. a;. Ale wtedy dzielitaby NWD(a;, m), whrew
zatozenin, ze a; i m sa wz

glednie pierwsze. B
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yeh noay,as, ... ap jesli ap,as, ... ap so parami
ay jest dziclnikiern liczhy n.

Lemar 12.2. Dia dowolnych liczb cathow
wzglednie pierwsze, oraz sa dzielnikami liczby n., to ich iloczyn ajas

Dowon. Indukeja wzgledem £, Dla ¢ = 1 nalezy dowiese implikacji a1|n = aq|n, ktora jest
logicznie prawdziwa. Zatozmy indukeyinie, ze dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla ¢ = k
szyl dzielnikami liczby n. Na mocy

e a1,ap,...,aks1 s parami wzglednie pierw
poprzedniego lematu z tego, e agpqq jest wzglednie pierwsze z kazda z liczb ag, ag. ..., ap wynika,
ze wzglednie pierwsze sa agqq i iloczyn ajag -+ - ap. Wobee tego istnicja liczby catkowite r, s takie,
Ze

rapyy + sajag - -ap = 1.
Pomnozenie tej rownodct stronami przez n daje w wyniku rownosé

Tagp41n + sajag - - -apn = n.

7 zatozenia indukeyjnego wynika, ze ajag---apln; zatem ajas---apagpsi|rappin. Z zalozenia
sajas agn. loczyn

ap+1|n wynika podzielnodé ajaz - - - arar41
ajas - - apag4) dziell oba sktadniki po lewej stronie rownodel, dzieli wige ich sume, czyli dzieli

liczbe n. i
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TWIERDZENIE 12.3 (twierdzenie chiniskic o resztach). Je

pzglednie
pierwszymi Li by, ba,.

zbami cathou

by dowolnymi li

z = by(modm,)
x = by(mod ms)

gest uktadem kongruency
a) uktad U zawsze ma rozu
h) kazde dwa rozwigzanio uktadu U przy. sfruu do siebie modulo myms -

mi.
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DowOD. a) Oznaczmy m = mymg---mg i n; = ;ﬂ—"’ = mymsa M 1Migp - -myg. Lo, Ze
czynniki tego iloczynu sa wzglednie pierwsze z m; - na podstawie plerwszego lematu - oznacza, ze
VD(mi,ni) =1, a zatewm istnieja (dla kazdego 7) liczby catkowite ry, s; takic, ze rim;+sin; = 1.
Oznaczmy

e; = sin; = 1 — rym;.
Dla dowolnego numern j sa dwie mozliwosei: albo j # ¢, zatem mj|n; 1 mjlsin; = e;, albo j =11
eg=1—rm; = l(mod m;). Niech i
E brep.
k=1

Dla dowolnego numeru 2 t ie1
T = Z brep = Z brex + bie; + Z brex
k= k= k=it+1
-1
= Zb’” 0+b -1+ Z by, - 0 = b;(mod m;).
k= k=141

Zatem @ = Z brer jest rozwiazaniem ukladu UL
=1

b) Niech z 1 y beda dwoma rozwiazaniami uktadu kongruencji U. Wtedy dla kazdego numeru

mi|T —

Liczby my sa parami wzglednie pierwsze, wig
r—y. 1

- na moey drugiego lematu - ich iloczyn m dzieli
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NWD(n,m) =1= ¢(nm) = ¢(n)e(m).

Jeslin=pt-ps? .- ‘pfﬂi jest rozktadem liczby nona czynniki pierwsze, to
. 1. 1. 1
o(n) =n(l—=)(1——)----(1-—).
p1 p2 b
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Rozmieszezeni

liczb pierwszyc

Juz Euklides wykazal, Zze jest nieskorniczenie wicle liczb pierwszyeh.

TWIERDZENIE 13.1. Zbior P wszystkich liczh pierwszych jest zhiorem

skoriczonym.

Dowon. Niech A = {py,pa,
plerwszyeh., Wiedy istni

,pn} bedzie dowolnym niepustym, skotczonyim zbiorem liczh
je liczba pierwsza g nie nalezaca do tego zbioru:

niech m = py -pa -+ -+ pn + 1. Kazda z liczb py, pa. ..., pn jest wicksza lub rowna 2, wiee m > 1
- liczba m nie moze by¢ ani zerem, ani jedynka. W takim razie liczba m ma rozktad na czynniki
plerwsze, w ktoryin wystepuje conajmmnic

jedna liczba pierwsza g. Liczba g jest pierwsza i ¢ | m.
a g nie moze by¢ elementem zbioru A, bo dla kazdego numern 4

W takim razie lic
m = 1(modp;) i m = 0(modg).

Gdyby zbior P wszystkich liczb pierwszyeh byt skoncezony, to powyzsza konstrukeja pozwalataby
zbudowaé liczbe pierwsza, ktora do niego nie nalezy. i

e 5 T A
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TWIERDZENIE 13.2.
dtugosci k. ktdrego

Dla lazdej liczby naturalnej k istnicje ciag kolejnych liczh naturalnygeh

pszysthie wyrazy so liczbami zozonymi

Dowo6Dp. Np.ciag (K+1)1+2,(E+1)143,..., (k+1)14+(k+1). 1

e T



x
. Szereg Y pL odwrotnosci liczb pierwszych jest rozbiezny.
) Pn

TWIERDZ
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C. F. Gauss otrzymal w prezencie na pigtuaste urodziny tablice matematycezne, Analizujac
zamieszezona wonich tablice liezb pierwszyeh zauwazyl pewna regularnodé, ktora sktonita go do
okresglenia nastepujacej funkeji:

DeriNicaa 13.1.

w(x) = liczba liczh picrwszych < x dle © € R

Rozumowanie Gaussa ilustruje tabelka:

- I Y Q-
T () =) preyrost
10 41 25 2.5
100 25 1.0 1.5
1000 168 | 6.0 2.0
10 000 1220] 81 2.1
100 000 9592 10,4 2,3
1 000 000 TRAOR | 12,7 2.3
10 000 000 664 579 | 15.( 2.3
100 000 000 5 761 455 | 17 24
1000 000 000 [ 50 847 534 | 19.7 2.3
10 000 000 000 [ 455 052 512 | 22.( 2.3
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W tabeli widaé, ze ze wzrostemn wartodel = do kolejnej potegl dziesiatki iloraz — wzrasta o
okoto 2,3. Co to za tajemmnicza liczba 2,3 7 Zauwazy, ze In10 = 2,3, zatem In 10" = 2_3 n czyli
jeshi o rodnie dzesieciokrotuie, to Inx rodnie o liczhe 2, 3. Niewlelki btad wegledny

(% - ) — (In(10z) — Inz)

10x

sa o wysnnigeia

prz '*T(l[]l[‘ﬂl'll przy: TOSEOW f'llﬂk(

Przypuszeze Tia, 70

= Inx czyli = w(x)
nx

gdzie przyblizona rownodc oznacza rownose asymptotyezna, tzn. ze btad wegledny tego preyblizenia
dazy do zera ze wzrostem . Twierdzenie to zostato sformutowane po raz pierwszy i sprawdzone
do z =3 000 000 (recznie!) przez Gaussa, o ezym §wiadezy jego list do matematyka 1 astronoma
JoFLEncke 2 1793 roku.

e 5 T A
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TWIERDZENIE 13.4 (Twierdzenic o liczbach pierwszych).

()
lim ——=1
FLS o/ Inw

Twierdzenie o liczbach pierw h zostalo udowodnione w 1896 roku (niezaleznie) przez
Hadamarda i C. de la Vallée-Poussina.

TWIERDZENIE 13.5. (P. L. Czebyszew) Istni
kazdey liczby rzeczywistej © = 2

iste e @ ca > 0 takie, ze dla

Czebyszew udowodnil rowniez, ze ep < 1,111 e2

o

Udowodnimy twicrdzenie Czebyszewa dla nieco "gorszyeh” staltych e = 1,71 e2 =

e 5 T A
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Z twierdzenia Czebyszewa wynika miedzy innymi, ze

2n 111 n
(2 ———2>0
n) =) > 155 111( 7)) 100Inn

dla duzych n. Dokladniej:

TwIERDZENIE 13.6 (Postulat Bertranda). Dle n > 1 miedzy noa 2n lezy co najmniej jedna
liczba pierwsza.
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Podobnie mozna udowodnic, ze

Dlan > 5 migdzy noa 2n lezo co najmnie) dwie liczby pierwsze.

WNIOSEK 13.8. Dla kazdej liczby naturalnej [ istnieje co najmniej szesé liczh pierwszych,
majocych U cyfr w dziesictnym uktadzie pozycyinym.

Dowon. 104,2.108,4- 101,810 w szystkic maja po [ eyfr 1 miedzy kazdymi dwoma leza co
najmnicj dwie liczby pierwsze. i
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Preyblizenie funkeji w(x) dane przez Twierdzenie o liczbach pierwszych bylo wiclokrotuie
poprawianc. Na przyklad Legendre zauwazyt (empiryeznie), ze lepsze przyblizenie ma postac

P xT
) S T T oR366"
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Riemann podat dwa przyblizenia funkeji 7(z) nicco trudniejszymi do obliczenia funkejaimi:

T
. dt
Li(z) = — (tzw. logaryvtm catkowy)
! Int
2
) i = Li( ¢ > 1 (Inz)”
R(zx) = Li(z)— — =1 _— -
2(x) i(z) ; - +; D

Mianowicie Riemann udowodunit, ze
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x/In(x)

Li(x)

R(x)

(&

5 428 681

5762 209

5 761 552

10 463 628

11079 974

11079 090

)
5 761 465
107803

-
o0
=]

15 369 409

16 253 409

16 252 355

16 252 325

20 194 905

21 337 378

21 336 185

21 336 326

24 962 408

26 356 832

26 355 517

26 355 867

28 684 688

31 326 045

31324 622

31324 703

34 370 013

36 254 242

36 252 719

36 252 931

39 024 157

11 147 862

11 146 248

11 146 179

-
100 000 000
200 000 000
300 000 000
100 000 000
500 000 000
600 000 000
700 000 000
800 000 000
900 000 000

13 651 379

16 011 648

16 009 949

16 009 215

18 254 942

50 849 234

50 847 455

50 847 534
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Warto odnotowae wynik Rossera i Schoenfelda z 1962 roku:
TWIERDZENIE 13.9. Dlo x > 66 zachodzq nierdwnosci:
-

xZ
—_— < 7(x) < ——.
lni'*% ’ 1114'7%
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Wyznaczanie liczb pierwszych. Juz w starozytnosci znana byta metoda wyzna
liczb pierwszych znana obecenie jako sito Erastotencso. Polega ona na tym, ze z
naturalnyeh > 11 mnicjszych od M wykredlamy najpierw wszystkie liczby parzyste > 2. nastepnie

stkie liczby podzielne przez 3 wicksze od 3. itd. Liczby, ktore pozostana sa liczbami pierwszyimi

rvini od M. Metoda ta rozwinela siec w bogata teorig okreslana jako metody sita.
Poszukiwane byly wzory dajace liczby pierwsze jako wartoei pewnyeh wyrazen. Od razu

nalezy powiedzie¢, ze nie jest znany wzor dajacy wszystkie liezby pierwsze, ktory miatby praktyczny

a nie spektakularny charakter.

2 4o+ 41, ktory ma jako

Warto w tym miejscu wspomnied¢ o wielomianie Eulera f(x) =
wartodci liczby pierwsze dla = € {1,...,39}.

IE 13.10.
i dla wszysthich

TWIERDZ lic

ktdreqo wart o

iefe wiclomian jednej zmiennef o wspolezynnikach cotkowitych,

zb naturalnych s

zhami pierwszymt.
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13.2.1. Liczby Mersenne’a. Wiekszose rekordow stanowia liczby pierwsze postaci My, = 2 —1.
Liczby te] postaci nazywamy liczbami Mersenne a.

STWIERDZENIE 13.11. Jedli liczba Mersenne’n My, = 25 —1 jest liczbg pierw
pierwsza,

za, to k jest liczba

e ey 595



TWIERDZENIE 13.12. Niech p bedzie nieparzysta liczhe pierwszq oraz nicch ciag Sy bedzic
okreslony nastepujoco:

Wiedy liczba Mp = 2P — 1 jest liczbg pierwszq wtedy i tylko wtedy, gdy My dzieli Sp_y.

Oczywiscie zamiast wyrazow clagu Sp obliczamy ich reszty z dzielenia przez M. Liezby
plerwsze Mersenne'a sa scisle zwiazane z parzystymi liczbami doskonatymi. Przypomnijmy, ze

- za Buklidesem - liczbe naturalng n nazywamy doskonate, gdy jest réwnae sumie swoich dzi
naturelnych mniejszych od n.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie pochodzace od Eulera.

TWIERDZENIE 13.13. Liczba parzysta n jest doskonata wtedy ko wtedy. gdy n jest postaci

n= Qk’l(r_’k —1). gdzie My = 25 1 jest

zha pierwszao.
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13

3. Liczby Fermata. lll”lrlt w lidcie do Frenicle de Bessy w 1640 v wyrazil preypuszezenie,
kie liezhy postaci F, = 22" 41 sq liczbami pierwszymi (liczby tej postaci nazywamy liczbami
[rnmmi; Dla poczatkowych wyrazow tego ciagu jest to prawda - liczby:

Fo=2"+1=3,

Fp =92 f1oa7,
Fy =27 4 1=257,
Fy=2%" +1=65537

sy pierwsze. Zauwazmy, ze kolejne liczby Fermata rosna bardzo szyblko:
o -
+1=02" Y 1= (F, - 1)*+1.

Jednakze L. Euler w 1733 v, pokazal, ze Fy jest liczba ztozona i wskazal jej dziclnik whasciwy 641.

F = 22n+1
nil =

Fy= 922" 11 = 420467207 = 641 - 6700417.
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Istnicje hipoteza, ze Fy, dlo kazdego n > 5 jest ztozona.

Prawdziwe jest twierdzenie pochodzace od Gaussa:

TWIERDZENIE 13.15. n-kat foremny (n > 2) jest konstruowalny przy pomocy cyrkle i linigki
wtedy & tylko wtedy. liczba n jest postaci n = r_’kpl copr, gdziek =0, v >0 oraz p1, ..., pr
sa parami roznymi liezbami pierwszymi Fermata
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Podstawowe wlasnosci grup. Rzedy grup, podgrup i elementéow grupy.

Przypomnijmy, ze grupa nazywamy system algebraiczny G =

wyroznionego elementu e € G 1 dziatania o : G x G — G spetuiajacych nastepujace aksjomaty:

G1 i: (yoz)=(roy)oz]

G2 v =1

G3 v =tz ox=¢€
zeGr' G

Jegli dodatkowo dla kazdych elementow z,y € G zachodzi rownose
roy=yor
to grupe G nazywamy przemienna (albo abelowa).

TWIERDZENIE 15.1 (Prawo skracania). Jesli G jest grupa, to dla kezdych ©,y,z € G

e 5 T A

= (G:e;0) ztozony ze zbioru G,
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Podstawowe funkcje arytmetyczne; wzér Mobiusa na odwracanie
DErFINICIA 16.1. Funkcje arytmetyezng nezywamy funkcje okveslong na zbiorze liczh neturalnyceh
N ¢ prayjmugaca wartodci w zbiorze liczh zespolonych C. Zbior wszysthich funkeji arytmetyeznych
oznaczamny symbolem A.
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Dla kazdej ve znanych nam funkeji (wyktadnik p-adyczny vy ograniczony do zbioru liczb

naturalnyeh, funkeja Eulera @) rozszerzamy przeciwdziedzing, aby mozma byto te funkeje nwazac

za funkcje

varytmetyezne. Zatem przyktadami funkeji arvtmetycznych sa:

dla kazdej liczby pierwszej p funkeja vy 1 N — C; vy(n) = sup{a € N: p® | n};

e funkeja Eulera

e N—=C;
gdyn=1

D(x,n) =1} gdy n>1

$ln) :{ [{ze{1.2,3

funkeja podajaca n-ta liczbe pierwsza p, : N — C;

funkcja podajaca n-ta liczbe Fermata F, = 22" +1;

funkeja podajaca n-ta liczbe Mersenne’a M, = 2" — 1;
]

1

funkeja tozsamosciowa id : N — C; id(n) = n;
funkeja potegowa o wyktaduniku & Gdk N G id*(n) = n*;

logarytm naturalny I N — C: In(n) =z < " =n
funkeja stala rowna 1, ktora oznaczymy 1 : N — C; 1(n) =1
funkeja stata rowna 0, ktora oznaczymy 0 : N — C; 0(n) = 0
. . 1 gdy n=1
funkeja I : N — C okreslona wzorem I(n) = o
0 gdyn>1
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