
LISTA 1,

Zadanie 1. Stosuj¡c metod¦ indukcji matematycznej poka», »e

i)

n∑
i=1

i = 1 + 2 + 3 + . . . + n = 1
2n(n + 1),

ii)

n∑
i=1

(2i− 1) = 1 + 3 + 5 + . . . + (2n− 1) = n2,

iii)

n∑
i=1

i3 = 13 + 23 + 33 + . . . + n3 = 1
4n
2(n + 1)2,

iv)

n∑
i=1

i · i! = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . . + n · n! = (n + 1)!− 1,

v)

n∑
i=1

1
(2i−1)(2i+1) =

1
1·3 +

1
3·5 +

1
5·7 + . . . +

1
(2n−1)(2n+1) =

n
2n+1 ,

vi)

n∑
i=0

qi = 1 + q + q2 + q3 + . . . + qn = 1−qn+1
1−q , dla q ∈ R \ {0, 1}.

Zadanie 2. Stosuj¡c metod¦ indukcji matematycznej poka», »e

i*)

n∑
i=3

i2

2i
= 32

23
+ 4

2

24
+ 5

2

25
+ . . . + n

2
2n =

9·2n−2n2−8n−12
2n+1

, ii*)

n∑
i=1

iqi = q + 2q2 + 3q3 + . . . + nqn = q−(n+1)qn+1+nqn+2

(1−q)2
,

dla q ∈ R \ {1},

iii*)

n∏
i=0

(1+q2
i
) = (1+q2)(1+q4)(1+q8)·. . .·(1+q2

n
) = 1

1−q2
(1−q2

n+1
),

dla q ∈ R \ {0, 1}.

Zadanie 3. Pokaza¢, »e dla naturalnego n zachodz¡ nierówno±ci

i) 2n ­ n2 dla n ­ 4,

ii) n! ­ 3n dla n ­ 7,

iii) 1√
1
+ 1√

2
+ 1√

3
+ . . . + 1√

n
­
√
n,

iv) (1 + p)n ­ 1 + np dla p ∈ (−1,∞).

Zadanie 4. Pokaza¢ idukcyjnie, »e dla naturalnego n zachodz¡ podzielno±ci

i) 3|n3 − n, 5|n5 − n, 11|n11 − n,

ii) 6| 7n − 1,

iii) 3| 4n + 8,

iv) 39| 3n + 3 · 24n+2.

Uwaga. Dla a, b ∈ N zapis b|a oznacza, »e b dzieli a, czyli istnieje takie c ∈ N, »e a = bc.

Zadanie 5. Udowodnij, »e n ró»nych prostych na pªaszczy¹nie przecinaj¡cych si¦ w ustalonym punkcie P dzieli pªaszczyzn¦ na 2n cz¦±ci.

Zadanie 6. Udowodnij, »e suma miar k¡tów wewn¦trznych dowolnego n-k¡ta wypukªego wynosi (n− 2)π.

Wskazówka.

Zadanie 7. Udowodnij indukcyjnie, »e dla ka»dej liczby naturalnej n i k = 0, . . . , n liczba wszystkich k-elementowych podzbiorów zbioru

n-elementowego wynosi
(
n
k

)
.

Wskazówka. Wyró»nij ustalony element, i policz ile jest wszystkich k-elementowych podzbiorów zbioru n+1-elementowego z tym wyró»nionym

elementem i bez niego. Nast¦pnie skorzystaj ze wzoru
(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
i zaªo»enia indukcyjnego.

Zadanie 8. Mamy prostok¡tn¡ czekolad¦ zªo»ona z n kwadratowych kawaªków. Przez wykonanie ci¦cia (uªamanie czekolady) rozumiemy
rozci¦cie jej jakiejkolwiek spójnej cz¦±ci wzdªu» której± z linii pomi¦dzy kawaªkami, tak by dosta¢ dwa znów prostok¡tne kawaªki. Stosuj¡c
indukcj¦ zupeªn¡ wzgl¦dem liczby n (kwadracików w czekoladzie), udowodnij, »e niezale»nie od kolejno±ci wykonywanych ci¦¢ potrzeba i
wystarcza dokladnie n− 1 ci¦¢.

Zadanie 9. Udowodnij indukcyjnie, »e ka»d¡ kwot¦ n ­ 4 mo»na rozmieni¢ na dwuzªotówki i pi¦ciozªotówki.


