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Funkcje tworz¡ce i równania rekurencyjne, lista 3

Zadanie 1. Wykaza¢, »e funkcja G(x) = 1
(1−x)2 , x ∈ (−1, 1) jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu

an = n, n ­ 1. (Uwaga, ci¡g ma posta¢ (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .).)

Zadanie 2. Wykaza¢, »e funkcja G(x) = x
(1−x)2 , x ∈ (−1, 1) jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu

an = n, n ­ 0. (Uwaga, ci¡g ma posta¢ (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .).)

Zadanie 3. Wykaza¢, »e funkcja G(x) = 1
1−2x , x ∈ (−

1
2 ,
1
2) jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu

an = 2n, n ­ 0. (Uwaga, ci¡g ma posta¢ (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, . . .).)

Zadanie 4. Wykaza¢, »e funkcja G(x) = 5−x
(1−x)2 , x ∈ (−1, 1) jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu

an = 4n+ 5, n ­ 0. (Uwaga, ci¡g ma posta¢ (5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, . . .).)

Zadanie 5. Wykaza¢, »e funkcja G(x) = − 1x ln (1− x), x ∈ (0, 1) jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu

an = 1n , n ­ 1. (Uwaga, ci¡g ma posta¢ (1, 12 ,
1
3 ,
1
4 ,
1
5 ,
1
6 ,
1
7 ,
1
8 , . . .).)

Zadanie 6. Wyznacz ci¡g, którego funkcj¡ tworz¡c¡ jest funkcja

A(x) =
2x

35x2 − 12x+ 1
, x ∈ (−17 ,

1
7).

Zadanie 7. Wyznacz funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu an = 1 + 2 + . . .+ n, n ­ 1.
Zadanie 8. Wyznacz funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu an = 11 +

1
2 + . . .+

1
n , n ­ 1.

Zadanie 9. Wyznacz funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu an = 1n! , n ­ 0.
Zadanie 10. Wykorzystuj¡c poj¦cie wielomianu charakterystycznego podanego na wykªadzie

wyznacz rozwi¡zania równa« rekurencyjnych:

a) a1 = 1, a2 = 2, an = 2an−1 − an−2, n ­ 3,

b) b1 = 4, b2 = 20, bn = 2bn−1 − bn−2, n ­ 3,

c) c1 = 1, c2 = 1, cn = cn−1 − cn−2, n ­ 3.
Zadanie 11. Wykorzystuj¡c funkcje tworz¡ce wyznacz rozwi¡zania równa« rekurencyjnych:

a) a1 = 1, a2 = 2, an = 2an−1 − an−2, n ­ 3,

b) b1 = 4, b2 = 20, bn = 2bn−1 − bn−2, n ­ 3,

c) c1 = 3, cn = 2cn−1 + 1, n ­ 2,

d) d1 = 1, dn = dn−1 + 2n− 1, n ­ 2,

e) d1 = 5, d2 = 11, d3 = 41, dn = 3dn−1 + 2dn−2 − 2dn−3, n ­ 4.
Uwaga Rozkªad na uªamki proste. Niech a, b, c, e, f ∈ R, a, c 6= 0. Szukamy rozkªadu w postaci

ex + f

ax2 + bx + c
=

A

1− λ1x
+

B

1− λ2x
.

Liczby rzeczywiste A,B, λ1, λ2 ∈ R mo»na samemu wyliczy¢, lub znale¹¢ z gotowych wzorów:

λ1 =
2a

−b−
√

b2 − 4ac
, λ2 =

2a

−b +
√

b2 − 4ac
,

A =
(e + λ1f)

c(λ1 − λ2)
, B = −

(e + λ2f)

c(λ1 − λ2)
.

Uwaga Zapisanie funkcji 1
1−λx , x ∈

(
− 1
λ
, 1
λ

)
w postaci zbie»nego szeregu. Dla liczby rzeczywistej λ ∈ R \ {0} zachodzi wzór:

1

1− λx
=

∞∑
n=0

λ
n
x
n
, x ∈

(
−
1

λ
,
1

λ

)
.


