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Definicja 208

Funkcje rézniczkowalna F : | — R, gdzie | C R jest przedziatem nazywamy
funkcja pierwotna funkcji f : | — R jezeli Vx € | F/(x) = f(x).
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Definicja 208
Funkcje rézniczkowalna F : | — R, gdzie | C R jest przedziatem nazywamy
funkcja pierwotna funkcji f : | — R jezeli Vx € | F/(x) = f(x).

Twierdzenie 209

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f to F + C, gdzie C jest stata, tez jest
funkcja pierwotna funkgcji f.
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Twierdzenie 210

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji £ i G jest funkcja pierwotna funkgji f na
tym samym przedziale | to G = F + ¢, gdzie c jest stosowna stafa.
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Zbiér wszystkich pierwotnych funkcji f nazywamy catka nieoznaczona funkgji f i
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F(x) = lim Z fla+ k(xf a))

n—o0 | — n

Twierdzenie 213
Zachodza nastepujace wzory

1
fx“dx{lJraanrl ¢ daaz-d

In|x| + C dlaa=-1
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Twierdzenie 213
Zachodza nastepujace wzory
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[ x dx — 1+le‘“rl +C dlaa#-1
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aX
“dx = 2 4 C
[ @ dx lna+

[ sinxdx = —cosx + C
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f m dX = arCCth =+ C
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—— dx =arcctgx + C
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Ik o dx = arcsinx + C
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Twierdzenie 214 ( O CALKOWANIU PRZEZ PODSTAWIENIE )

Jezeli funkcja f : (a, b) — (c, d) jest klasy C* a funkcja g : (c, d) — R jest
ciggta to
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Jezeli funkcja f : (a, b) — (c, d) jest klasy C* a funkcja g : (c, d) — R jest
ciggta to

[ &(f( x)dx = [ g(y) dyly—r(x
DOWOD:
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Twierdzenie 216 ( OCALKOWANIU PRZEZ ZMIANE ZMIENNEJ )

Jezeli funkcja f : (a, b)) — R jest ciagta a funkcja ¢ : (¢, d) — (a, b) jest
bijekcja klasy C! to
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Jezeli funkcja f : (a, b)) — R jest ciagta a funkcja ¢ : (¢, d) — (a, b) jest
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Jezeli funkcje f, g : (a, b) — R sa klasy C! to
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Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Uwaga 231
Jezeli m, n s3 liczbami parzystymi to catke postaci [ sin” x - cos™ x dx obliczamy
korzystajac ze wzordw

1 1
sinxcos x = 1sin2x, cos?x = 5(1 +cos2x), sin’x = 5(1 — €08 2x).
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Twierdzenie 233
Jezeli R jest funkcja wymierna dwdch zmiennych to podstawienie t = tg%

sprowadza catke [ R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
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Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
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J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:

t =tgx, X = arctgt,

e e T YT



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:

t=tgx, x = arctg t, dx:ﬁ

e Doyt 22 52



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:
t=tgx, x = arctg t, dx:ﬁ
SiH2X — sin %x

cos 2x+sin 2x

e T Y



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:

— _ __ _dt
t =tgx, x = arctgt, dx = 7o
i 2y sin %x tg 2x
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x

e e T YT



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:
t=tgx x = arctgt dx = -9,
g b g b 1+t2
G 2y sin %x tg 2x 2
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°

e e T YT



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke

J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
DOWOD:

— _ __ _dt
t =tgx, x = arctgt, dx = 7o
G 2y — sin 2x _ tg 2x _ t?
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°
Sin X - cos x = —Sxcosx

cos 2x+sin 2x
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Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:
t=tgx x = arctgt dx = -9,
) ’ 1+¢2
G 2y — sin 2x tg 2x _ t?
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°
: . __ _sinx-cosx _ tg x
SI1X - COS X = cos 2x+sin 2x 1+tg2x

e Doyt 22 52



Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:
t=tgx x = arctgt dx = -4,
5 ’ 1+t2
in 2y — _sin’x _telx £
SIN™X = st fsinZx I+tg2x 14627
e — _sinxcosx  _ tg x = -t
SI1X - COS X = ¢ 2x+sin 2x 1+tg2x - 1+e27

e Doyt 22 52
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Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke

R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.
/ : ji wy ]

DOWOD:
t=tgx x = arctgt dx = -9,
) ’ 1+£2
G 2y sin %x _ tg 2x _ t?
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°
. . ___sinx-cosx _ tg x — t
SI1X - COS X = cos 2x+sin 2x - 1+tg2x - 1+4+t2°
.2
cos 2X — cos “x

sin 2x+cos 2x

e B Syl 20T
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Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:
t=tgx x = arctgt dx = -9,

) ’ 1+£2
G 2y sin %x _ tg 2x _ t?
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°

. . ___sinx-cosx _ tg x — t
SI1X - COS X = cos 2x+sin 2x - 1+tg2x - 1+4+t2°
cos 2X _ cos 2x _ 1
" sin2x+cos2x - 1+tg2x

e T Y
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Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Twierdzenie 234

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(—sin x, —cos) x) = R(sin x, cos x) to podstawienie t = tg x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

DOWOD:

— _ __ _dt
t =tgx, x = arctgt, dx = 17

+t

G 2y sin %x _ tg 2x _ t?
SIN "X = 52y fsin 2x - 1+tg2x - 1+t2°

. . ___sinx-cosx _ tg x — t
SI1X - COS X = cos 2x+sin 2x - 1+tg2x - 1+4+t2°

2y cos 2x _ 1 _ 1

Cos "X = sin 2x+cos 2x - 1+tg2x - 1+t20

e T Y



-
CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235
du

I -

—bcosu + 3sinu — 3
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235
I du

—bcosu + 3sinu — 3

2dt
1+¢2

6t _31+t2 -
1+t2 1+t2

R

+

e T Y
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235
I du

2dt
1+¢2

- f _51—t2

— i — 6 1482
5cosu + 3sinu — 3 -6+ 22 — 311;
I 2dt _
202 +6t—-8

e T Y



-
CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235

2dt
du

J = =
—bcos u + 3sinu — 3 5}+§§ + 1+t2 - 311?

I 27‘# [ =
2t2 4 6t — t2 + 3r

e T Y
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Przyktad 235

2dt
du

J _J -
—5cos u + 3sinu — 3 5}+:§ + 1“2 — 3}1?
2dt dt
Jaeves Jersia 3t AT =

e T Y
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235

2dt
du

J _J -
—5cos u + 3sinu — 3 5}+:§ + 1“2 — 3}1?
2dt dt
Jaeves Jersia 3t AT =

e T Y
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Przyktad 235

2dt

I du - 1+t2 —
— . N 1—¢2 1+t2
5cos u + 3sinu — 3 515 + 25 - 31h

2dt dt
Isevss=lerara= ) wrae -

[Ey

dt
_7ft+4 5ft—1

e B Sl 20T
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235

2dt

I du - 1+t2 —
- = 2 2
—5cosu+ 3sinu — 3 515 + 25 - 31h
2dt dt dt
e Rl e vy Sl s
1 dt

1 1
— = Inftg 5 +4]+ £ Inftg 5 — 1|+ C.
ft+4 s/ = —ghnltes +4l+ s — 11+

e B Sl 20T
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Przyktad 235

2dt
du

f _J _
—5cos u + 3sinu — 3 5}+:§ + 1“2 3}1?
2dt dt dt
L ey oy Sl - vemy Sl pory ey
1 dt

1 1
_7ft+4 5ft71 |n|tg +4|+ In\tgf—1|+C
Przyktad 236
dx

I _

3
2sin? x + Esin 2x — 2c0s? x
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235

2dt
du

f _ f 1+t2 _
—5cosu+ 3sinw — 3 _5}+:2 1“2 _ 3}1?
2dt dt dt
L ey oy Sl - vemy Sl pory ey

[Ey

dt
_7ft+4 5ft—1_

1 u 1 u
—Clnltg= 44+ =Inltg= — 1|+ C.
5n|g2+|+5n\g2 | +

Przyktad 236
dx . dx

J 2sin? x + Esin % — De0s? x = 2510 2x + 3sin xCos X — 2€082x
2

e B Sl 20T
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przyktad 235

2dt
du

f _ f 1+t2 _
—5cosu+ 3sinw — 3 _5}+:2 1“2 _ 3}1?
2dt dt dt
L ey oy Sl - vemy Sl pory ey

[Ey

dt
_7ft+4 5ft—1_

1 u 1 u
—Clnltg= 44+ =Inltg= — 1|+ C.
5n|g2+|+5n\g2 | +

Przyktad 236
dx . dx

J 2sin? x + Esin % — De0s? x = 2510 2x + 3sin xCos X — 2€082x
2

e B Sl 20T
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f dx B

2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x
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dt

f dX _ f 1412 -
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x 2t 3t 2

1+t2 + 1+¢2 1+t2

e T YT
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dt

f dX _ f 1412 -
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x 2t 3t 2

1+t2 + 1+¢2 1+t2

e T YT
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dt

I dx = 1+e2 —
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos2x 20+ 35 - B
dt
T
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dt

f dX _ f 1412 -
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x 2t 3t 2

1+t2 + 1+¢2 1+t2

B B dt ) dt
7f2t2+3t—27 5 ft+2+5f2t—l

dt .
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dt

f dX _ f 1412 -
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x 2t 3t 2

1+t2 + 1+¢2 1+t2

B dt . dt . dt
7f2t2+3t—275ft+2+5f2t—1

= |t +2[+ t)2t - 1|+ C =

e T Y
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dt

f dX _ f 1412 -
2sin 2x + 3sin xcos x — 2cos 2x 2t 3t _2
+ 1+t2 + 1+¢2 1+t2

B dt oy dt )
7f2t2+3t—275 t+2+5 2t

dt
-1

= Zn|t + 2|+ tn2t — 1| + C = Fnltgx + 2| + tIn|2tgx — 1| + C.

e B Sl 20T
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza catke
J R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza catke
J R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = sin x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.

e T YT
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza catke
J R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = sin x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
DOWOD:

. R(sin x, cos x) . .
W pierwszym wypadku Q jest funkcja sin ?x oraz cos x,
sin x

e T YT
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza catke
J R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = sin x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
DOWOD:

. R(sin x, cos x) . .
W pierwszym wypadku Q jest funkcja sin ?x oraz cos x,

S1801.¢

. . R(sinx, cosx i
ale sin?x = 1 — cos %x wiec R(sin x, cos x) zalezy tylko od cos x,

sin x

e T YT
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CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza catke
J R(sin x, cos x) dx do catki z funkcji wymiernej.

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych oraz

R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) to podstawienie t = sin x sprowadza catke
J R(sinx, cosx) dx do catki z funkcji wymiernej.
DOWOD:

. R(sin x, cos x) . .
W pierwszym wypadku Q jest funkcja sin ?x oraz cos x,

S1801.¢

. . R(sinx, cosx i
ale sin?x = 1 — cos %x wiec R(sin x, cos x) zalezy tylko od cos x,

sin x

za$ dt = —sin x dx.

e B Sl 20T

25 / 32



N
CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 238

Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

P(x) dx
——r dx=Q(x)Vax2+ bx+cH+ N[ —m——,
f\/ax2+bx+c () f\/ax2—|—bx—|—c

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n — 1 a A jest liczba rzeczywista.
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 238
Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

P dx = Q(x)Vax2+bx+c+ A [

f dx
vax?2+bx+c Vax2+ bx + ¢’

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n — 1 a A jest liczba rzeczywista.

Przyktad 239
| 6x3 + 26x2 + 39x + 21 4
VX2 +4x+5

e e T YT
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 238
Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

P(x) dx
dx = Q(x)Vax? +bx+c+ \ [ —m—————,
f\/ax2+bx+c () f\/ax2—|—bx—|—c

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n — 1 a A jest liczba rzeczywista.

Przyktad 239

| 6x> + 26x% + 39x + 21 o —
Vx2+4x+5

(A2 + Bx+ C)Vx2+4x+5+ K [

dx B
Vx2+4x+5

e e T YT
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 238
Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

P(x) dx
dx = Q(x)Vax? +bx+c+ \ [ —m—————,
f\/ax2+bx+c () f\/ax2—|—bx—|—c

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n — 1 a A jest liczba rzeczywista.

Przyktad 239

| 6x> + 26x% + 39x + 21 o —
Vx2+4x+5

(A2 + Bx+ C)Vx2+4x+5+ K [

(2% +3x+1)Vx2+4x+5+4 [

dx B
Vx2+4x+5

dx _
Vx2+4x+5
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Twierdzenie 238
Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

P(x) dx
dx = Q(x)Vax? +bx+c+ \ [ —m—————,
f\/ax2+bx+c () f\/ax2—|—bx—|—c

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n — 1 a A jest liczba rzeczywista.

Przyktad 239
f6x3+26x2+39x+21d
X =
Vx2+4x+5 J
X
ACH+Bx+OWxP+4x+ 54+ K [ ———vx =
( ) f\/X2+4X+5

d
(2X2+3x+1)\/x2+4x+5+4f7)<:
Vx2+4x +5
(2x%> +3x+ 1)Vx2 +4x +5+4n(x + 2+ Vx2 + 4x +5) + C

e e T Y
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Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia

Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

e T R S



N
CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,
Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

e T S
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢
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Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.

Przyktad 241
f\/x2+2x—|—2—x—2dx
(14 x)Vx2+2x+2
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.

Przyktad 241
f\/x2+2x—|—2—x—2dx
(14 x)Vx2+2x+2
VT —x—t,
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CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.

Przyktad 241
\/x2+2x—|—2—x—2dx

/ (1+x)Vx2+2x+2
1 t2-2
VX2 4+2x+2=x—t, X==- ,
2 1+t
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Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.

Przyktad 241
VX2 +2x+2—x—2 dx

f(1+x)\/x2+2x—|—2

1 t2-2 1 t242t+2
V 2 2 2= —t, = — . , d. :7.7(11&’
e = S R S R GRS
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Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkcja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vax?+ bx+c=+/ax+t, gdy a > 0,

Vax? + bx + ¢ = xt ++/c, gdy ¢ > 0,

Vvax? + bx + ¢ = t(x — x1), gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax® + bx+ ¢

sprowadzaja [ R(x, vax? + bx + c¢) dx do catkowania funkgcji wymiernej.

Przyktad 241
f\/x2+2x—|—2—x—2dx
(14 x)Vx2+2x+2

1 t2-2 1 t242t42
\/2 2 2= —t, = — . , dzf.idt’
e = S R S R GRS
2

-1 t2+42t+4
VXZ 4 2x42=—~-.— = T<
X ex 2 1+¢

e ey 20 8
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VX2 42x+2—x—2
S dx =
(14+x)Vx2+2x+2
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f\/X2+2x+2fx72d I —(t+2) 1 t2+2t+2dt
Ix = Z. —
(1+x)Vx2 + 2x + 2 Sboee2g 4 16222 (14 ¢)2

e e Y
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f\/X2+2x+2fx72d I —(t+2) 1 2+42t+2
X = .
(14+x)Vx2+2x+2 SesRna( 1. 022)2 (14¢)

dt
2f7:2ln\t|+C:2ln\x—\/X2—|-2x—|—2|—|-C.
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Przyktad 242
d

X
f\/4+3x—x2
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Przyktad 242
d

X
f\/4+3x—x2
VA +3x — x? = (x + 1)t,
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Przyktad 242

dx
|
44 3x—x
VA+3x —x?=(x+ 1)t x—4_t2
- bl _1+t27
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Przyktad 242

dx
|y
4+ 3x —x R
4 —t —10t
VARSI ==t X=X gap
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Przyktad 242

dx
| T
44 3x—x
VA+3x —x?=(x+ 1)t x—4_t2
- bl _1+t27
5t
\/X2+2X+2:m.

dx =

—10t
(1+1t2)2

dt,

3 stycznia 2017
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Przyktad 242
d

X
f\/4+3x—x2
VA +3x — x? = (x + 1)t,

5t
142

4 — ¢2 —10t

Tire X (1+ ¢2)?

dt,

VX2 2x+2 =

f dx B
VA +3x—x2

e e Y



N
CALKOWANIE NIEWYMIERNOSCI

Przyktad 242
dx

f\/4+3x—x2 ,
4 —t —10t
VARSI = ()t x= g s e @t
5t
\/X2+2X+2:m.

—10t
f (1+t2 2

f\/4+3X—X2 e

e e Y
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Przyktad 242

dx
J o
4+ 3x —x R
4 —t —10t
T3 = (ke 1)t, x= 220 o o,
3=t = (x4 v YT ayey
5t
\/X2+2X+2:m.
(—102t2 dt
14t
dt= -2 [ —— = 2arctgt+ C =
I - 1 [

e B Syl 20T
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Przyktad 242
d

X
f\/4+3x—x2
VA +3x — x? = (x + 1)t, X

5t
142

4 — 2 —10t
1+ T+t

VX2 2x+2 =

—10t

dx T2 dt
= dt= -2 [ —— = 2arctgt+ C =
VR e ’
V4 +3x —x?
x+1

= —2arctg + C.

e e Y
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Twierdzenie 243

Jezeli R jest funkcja wymierng dwdch zmiennych to podstawienie
X = asint

sprowadza [ R(x, va?2 — x2) dx do catkowania funkcji wymiernej,

e T Y
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Twierdzenie 243

Jezeli R jest funkcja wymierng dwdch zmiennych to podstawienie

X = asint

sprowadza [ R(x, v'a?2 — x2) dx do catkowania funkcji wymiernej, podstawienie
X = atgt

sprowadza [ R(x, va? + x2) dx do catkowania funkcji wymiernej,

e e Y
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Twierdzenie 243

Jezeli R jest funkcja wymierng dwdch zmiennych to podstawienie

X = asint

sprowadza [ R(x, v'a?2 — x2) dx do catkowania funkcji wymiernej, podstawienie
X = atgt

sprowadza [ R(x, va? + x2) dx do catkowania funkcji wymiernej, za$
podsta;/vienie

cost
sprowadza [ R(x, v'x2 — a?) dx do catkowania funkcji wymiernej.
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Twierdzenie 244

Niech R bedzie funkcja wymierna p + 1 zmiennych. Catke postaci
[ R(x, ®/x, ®/x,..., "/x)dx, podstawieniem x = t", gdzie
h= NWW(my, my, ..., m,) sprowadzamy do catki z funkcji wymiernej.

e T S
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Twierdzenie 245

Catka postaci [ x™ - (a+ bx")Pdx, gdzie m,n,p € Q
sprowadza sie do catki z funkcji wymiernej w nastepujacych trzech porzypadkach:
p jest liczba catkowita (korzystamy z dwumianu Newtona),

e T Y
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Twierdzenie 245

Catka postaci [ x™ - (a+ bx")Pdx, gdzie m,n,p € Q
sprowadza sie do catki z funkcji wymiernej w nastepujacych trzech porzypadkach:
p jest liczba catkowita (korzystamy z dwumianu Newtona),

jest liczba catkowita przez podstawienie a + bx" = t”,
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Twierdzenie 245

Catka postaci [ x™ - (a+ bx")Pdx, gdzie m,n,p € Q
sprowadza sie do catki z funkcji wymiernej w nastepujacych trzech porzypadkach:
p jest liczba catkowita (korzystamy z dwumianu Newtona),

jest liczba catkowita przez podstawienie a + bx" = t”,

n

m+1

m+l + p jest liczba catkowita przez podstawienie a + bx" = x"t", gdzie r jest
n

mianownikiem p.

e T Y



