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CAŁKI NIEOZNACZONE

Definicja 208
Funkcj ↪e różniczkowaln ↪a F : I −→ R, gdzie I ⊂ R jest przedziałem nazywamy
funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f : I −→ R jeżeli ∀x ∈ I F ′(x) = f (x).

Twierdzenie 209
Jeżeli F jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f to F + C , gdzie C jest stał ↪a, też jest
funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f .
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CAŁKI NIEOZNACZONE

Twierdzenie 210
Jeżeli F jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f i G jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f na
tym samym przedziale I to G = F + c , gdzie c jest stosown ↪a stał ↪a.

DOWÓD:

Jeżeli F i G są pierwotnymi funkcji f to (G − F )′(x) = 0 dla wszystkich
x ∈ I . Zatem z wniosku z Twierdzenia Lagrange’a mamy G − F = c dla
stosownej stałej c . Stąd G = F + c .

Definicja 211
Zbiór wszystkich pierwotnych funkcji f nazywamy całk ↪a nieoznaczon ↪a funkcji f i
oznaczamy

∫
f (x)dx .

Uwaga 212
Każda funkcja ci ↪agła w przedziale [a, b] ma pierwotn ↪a.
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CAŁKI NIEOZNACZONE

F (x) = lim
n→∞

n∑
k=1

f (a+
k

n
(x − a))

x − a

n

Twierdzenie 213
Zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace wzory

∫
xα dx =


1
1+ α

xα+1 + C dla α 6= −1

ln |x | + C dla α = −1

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C∫

sin x dx = −cos x + C∫
cos x dx = sin x + C∫ 1
1+ x2

dx = arctg x + C
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∫ −1
1+ x2

dx = arc ctg x + C

∫ 1√
1− x2

dx = arcsin x + C

∫ −1√
1− x2

dx = arc cos x + C

∫ 1
cos2 x

dx = tg x + C

∫ 1

sin2 x
dx = −ctg x + C

∫ 1√
a+ x2

dx = ln
(
x +
√
a+ x2

)
+ C
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CAŁKI NIEOZNACZONE

Twierdzenie 214 ( O CAŁKOWANIU PRZEZ PODSTAWIENIE )

Jeżeli funkcja f : (a, b) −→ (c , d) jest klasy C1 a funkcja g : (c , d) −→ R jest
ciągła to∫
g(f (x))f ′(x) dx =

∫
g(y) dy |y=f (x).

DOWÓD:

Niech G : (c , d) −→ R będzie pierwotną funkcji g
wówczas (G ◦ f )′(x) = G ′(f (x)) · f ′(x) = g(f (x)) · f ′(x).

Przykład 215∫ ln2 x
x

dx =
∫
ln2 x · (ln′x)dx =

ln3 x
3

+ C .
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CAŁKI NIEOZNACZONE

Twierdzenie 216 ( OCAŁKOWANIU PRZEZ ZMIANĘ ZMIENNEJ )

Jeżeli funkcja f : (a, b) −→ R jest ciągła a funkcja ϕ : (c , d) −→ (a, b) jest
bijekcj ↪a klasy C

1 to∫
f (x) dx =

∫
f (φ(t))ϕ′(t) dt|t=ϕ−1(x).

Przykład 217∫ √
1− x2 dx =

∫ √
1− sin 2tcos t dt =

∫
cos 2tdt =

∫ 1+ cos 2t
2

dt =
1
2

∫
dt + 1

4

∫
2cos 2tdt = 1

2 t +
1
4 sin 2t + C = 1

2arc sin x + 1
2 sin tcos t + C =

1
2arc sin x + 1

2x
√
1− x2 + C .

Twierdzenie 218 ( O CAŁKOWANIU PRZEZ CZĘŚCI )

Jeżeli funkcje f , g : (a, b) −→ R s ↪a klasy C
1 to∫

g(x)f ′(x) dx = f (x) · g(x)−
∫
g(x)′f (x) dx .
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O CAŁKOWANIU PRZEZ CZĘŚCI

DOWÓD:

(f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x).

Stąd

f ′(x)g(x) = (f · g)′(x)− f (x)g ′(x)

Z ciągłości funkcji istnieją pierwotne. Zatem∫
g(x)f ′(x) dx = f (x) · g(x)−

∫
g(x)′f (x) dx .

Przykład 219∫
4x · e2x dx =

g(x) = x f ′(x) = 4e2x

g ′(x) = 1 f (x) = 2e2x

= 2xe2x −
∫
2e2x dx = 2xe2x − e2x + C .
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O CAŁKOWANIU PRZEZ CZĘŚCI

Przykład 220∫
x2 · sin x dx =

g(x) = x2 f ′(x) = sin x
g ′(x) = 2x f (x) = −cos x

= −x2cos x +
∫
2xcos x dx =

g(x) = 2x f ′(x) = cos x
g ′(x) = 2 f (x) = sin x

= −x2cos x + 2xsin x −
∫
2sin x dx =

= −x2cos x + 2xsin x + 2cos x + C .
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∫
excos x dx

g(x) = ex f ′(x) = cos x
g ′(x) = ex f (x) = sin x

= −cos x · ex + exsin x −
∫
exsin x dx .

Stąd

2 ·
∫
ex · sin x dx = −cos x · ex + exsin x + C∫

ex · sin x dx =
1
2
(−cos x · ex + exsin x) + C .
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CAŁKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

Definicja 223

Ułamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy wyrażenie postaci
A

(ax + b)k
,

gdzie A, a, b ∈ R, k ∈ N.

Ułamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy wyrażenie postaci
Ax + B

(ax2 + bx + c)k
, gdzie A,B, a, b, c ∈ R, k ∈ N i b2 − 4ac < 0.

Twierdzenie 224
Funkcj ↪e wymiern ↪a można przedstawić w postaci sumy wielomianu i sumy ułamków
prostych.
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CAŁKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

Twierdzenie 225
Jeśli f : (a, b) −→ R jest różniczkowalna to∫
f α(x) · f ′(x) dx =

{
1

α+1 f
α+1(x) + C dla α 6= −1

ln |f (x)|+ C dla α = −1

Twierdzenie 226
Ułamek prosty pierwszego rodzaju całkujemy nast ↪epuj ↪aco

∫ A

(ax + b)k
dx =


A

a
ln|ax + b|+ C dla k = 1,
A

a(1− k)
· 1
(ax + b)k−1

+ C dla k > 1.
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CAŁKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

Twierdzenie 227
Zachodzi poniższy wzór

∫ dx

(1+ x2)k
=

arctg x + C dla k = 1,
1

2k − 2
x

(1+ x2)k−1
+
2k − 3
2k − 2

∫ dx

(1+ x2)k−1
dla k > 1

.

DOWÓD:

Wystarczy pokazać wzór dla k > 1.(
1

2k − 2
x

(1+ x2)k−1
+
2k − 3
2k − 2

∫ dx

(1+ x2)k−1

)′
=
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CAŁKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

(
x · 1
2k − 2

1
(1+ x2)k−1

+
2k − 3
2k − 2

∫ dx

(1+ x2)k−1

)′
=

=
1

2k − 2
1

(1+ x2)k−1
+ x
−k + 1
2k − 2

2x
(1+ x2)k

+
2k − 3
2k − 2

1
(1+ x2)k−1

=

=
1

(1+ x2)k−1
− x2

(1+ x2)k
=
1+ x2

(1+ x2)k
− x2

(1+ x2)k
=

=
1

(1+ x2)k
.
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CAŁKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

Uwaga 228
Ułamek prosty drugiego rodzaju całkujemy nast ↪epuj ↪aco

∫ Ax + B

(ax2 + bx + c)k
dx =

A

2a

∫ 2ax + b

(ax2 + bx + c)k
dx +

∫ B − Ab

2a
(ax2 + bx + c)k

dx .

Pierwsz ↪a z całek wyliczamy w oparciu o Twierdzenie 225, drug ↪a w oparciu o
Twierdzenie 227.

Przykład 229∫
3x4+5x3−7x−9
x3+x2−x−1 dx =

∫ (
3x + 2+ x2−2x−7

(x+1)2(x−1)

)
dx =

=
∫
(3x + 2)dx +

∫ (
A

x+1 +
B

(x+1)2 +
C

x−1

)
dx =
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Całkowanie funkcji wymiernych

Przykład 230∫ x4 + 8x3 + 39x2 + 88x + 95
x3 + 6x2 + 21x + 26

dx =

=
∫ (

x + 2+
6x2 + 20x + 43

(x + 2)(x2 + 4x + 13)

)
dx =

=
∫ (

x + 2+ A
x+2 +

Bx + C

x2 + 4x + 13

)
dx .

Mamy 6x2 + 20x + 43 = A(x2 + 4x + 13) + (Bx + C )(x + 2).

Podstawiając kolejno x = −2, x = 0, x = 1 otrzymujemy

27 = 9A skąd A = 3, 43 = 39+ 2C , skąd C = 2,

69 = 54+ (B + 2) · 3, skąd B = 3.
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Całkowanie funkcji wymiernych

∫ (
x + 2+ 3

x+2 +
3x + 2

x2 + 4x + 13

)
dx =

= x2

2 + 2x + 3ln|x + 2|+
∫ 3
2 (2x+4)−4
x2+4x+13 dx =

x2

2 + 2x + 3ln|x + 2|+ 3
2 ln|x

2 + 4x + 13| − 4
∫

dx
(x+2)2+9 =

= x2

2 + 2x + 3ln|x + 2|+ 3
2 ln(x

2 + 4x + 13)− 49
∫ 3 dx3
( x+2
3 )
2
+1

=

= x2

2 + 2x + 3ln|x + 3|+ 3
2 ln(x

2 + 4x + 13)− 43arc tg
x+2
3 + C .
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Całkowanie funkcji trygonometrycznych

Uwaga 231
Jeżeli m, n są liczbami parzystymi to całk ↪e postaci

∫
sinn x · cosm x dx obliczamy

korzystaj ↪ac ze wzorów

sin xcos x = 1
2 sin 2x , cos2 x =

1
2
(1+ cos 2x), sin2 x =

1
2
(1− cos 2x).

Przykład 232∫
cos 2x · sin 4x dx = 1

8

∫
(sin 22x)(1− cos 2x) dx =

1
16

∫
(1− cos 4x) dx − 1

16

∫
2sin 22x · cos 2x dx =

1
16x −

1
64 sin 4x −

1
48 sin

32x + C .
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Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych oraz
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CAŁKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Przykład 235∫ du

−5cos u + 3sin u − 3
=
∫ 2dt

1+t2

−5 1−t21+t2 +
6t
1+t2 − 3

1+t2

1+t2

=

∫ 2dt
2t2 + 6t − 8

=
∫ dt

t2 + 3t − 4
=
∫ dt

(t + 4)(t − 1)
=

−1
5

∫ dt

t + 4
+
1
5

∫ dt

t − 1
= − 1

5
ln |tg u

2
+ 4|+ 1

5
ln |tg u

2
− 1|+ C .

Przykład 236∫ dx

2sin2 x +
3
2
sin 2x − 2cos2 x

=
∫ dx

2sin 2x + 3sin xcos x − 2cos 2x
=
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CAŁKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie 237
Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych oraz
R(−sin x , cos x) = −R(sin x , cos x) to podstawienie t = cos x sprowadza całk ↪e∫
R(sin x , cos x) dx do całki z funkcji wymiernej.

Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych oraz
R(sin x , −cos x) = −R(sin x , cos x) to podstawienie t = sin x sprowadza całk ↪e∫
R(sin x , cos x) dx do całki z funkcji wymiernej.

DOWÓD:

W pierwszym wypadku
R(sin x , cos x)
sin x

jest funkcją sin 2x oraz cos x ,

ale sin 2x = 1− cos 2x więc R(sin x , cos x)
sin x

zależy tylko od cos x ,

zaś dt = −sin x dx .
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Twierdzenie 238
Jeżeli P(x) jest wielomianem stopnia n to∫ P(x)√

ax2 + bx + c
dx = Q(x)

√
ax2 + bx + c + λ

∫ dx√
ax2 + bx + c

,

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n − 1 a λ jest liczb ↪a rzeczywist ↪a.

Przykład 239∫ 6x3 + 26x2 + 39x + 21√
x2 + 4x + 5

dx =

(Ax2 + Bx + C )
√
x2 + 4x + 5+ K

∫ dx√
x2 + 4x + 5

=

(2x2 + 3x + 1)
√
x2 + 4x + 5+ 4

∫ dx√
x2 + 4x + 5

=

(2x2 + 3x + 1)
√
x2 + 4x + 5+ 4ln(x + 2+

√
x2 + 4x + 5) + C
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych to podstawienia√
ax2 + bx + c =

√
ax + t, gdy a > 0,√

ax2 + bx + c = xt +
√
c , gdy c > 0,√

ax2 + bx + c = t(x − x1), gdy c < 0, a < 0 gdzie x1 jest pierwiastkiem
ax2 + bx + c

sprowadzaj ↪a
∫
R(x ,

√
ax2 + bx + c) dx do całkowania funkcji wymiernej.

Przykład 241∫ √x2 + 2x + 2− x − 2
(1+ x)

√
x2 + 2x + 2

dx

√
x2 + 2x + 2 = x − t, x =

1
2
· t
2 − 2
1+ t

, dx =
1
2
· t
2 + 2t + 2
(1+ t)2

dt,

√
x2 + 2x + 2 =

−1
2
· t
2 + 2t + 2
1+ t

.
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x2 + 2x + 2 =

−1
2
· t
2 + 2t + 2
1+ t
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Twierdzenie 240 ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych to podstawienia√
ax2 + bx + c =

√
ax + t, gdy a > 0,√

ax2 + bx + c = xt +
√
c , gdy c > 0,√

ax2 + bx + c = t(x − x1), gdy c < 0, a < 0 gdzie x1 jest pierwiastkiem
ax2 + bx + c

sprowadzaj ↪a
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R(x ,
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∫ √x2 + 2x + 2− x − 2
(1+ x)

√
x2 + 2x + 2

dx =
∫ −(t + 2)
−1
2 ·

t2+2t+2
1+t (1+ 1

2 ·
t2−2
1+t )

1
2
· t
2 + 2t + 2
(1+ t)2

dt =

2
∫ dt

t
= 2ln |t|+ C = 2ln |x −

√
x2 + 2x + 2|+ C .
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Przykład 242∫ dx√
4+ 3x − x2

√
4+ 3x − x2 = (x + 1)t, x =

4− t2

1+ t2
, dx =

−10 t
(1+ t2)2

dt,

√
x2 + 2x + 2 =

5t
1+ t2

.

∫ dx√
4+ 3x − x2

=
∫ −10t

(1+t2)2

5t
1+t2

dt = − 2
∫ dt

1+ t2
= −2arc tg t + C =

= −2arc tg
√
4+ 3x − x2

x + 1
+ C .
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Twierdzenie 243
Jeżeli R jest funkcj ↪a wymiern ↪a dwóch zmiennych to podstawienie
x = a sint
sprowadza

∫
R(x ,

√
a2 − x2) dx do całkowania funkcji wymiernej, podstawienie

x = a tgt
sprowadza

∫
R(x ,

√
a2 + x2) dx do całkowania funkcji wymiernej, zaś

podstawienie
x =

a

cost
sprowadza

∫
R(x ,

√
x2 − a2) dx do całkowania funkcji wymiernej.
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Twierdzenie 244
Niech R będzie funkcją wymierną p + 1 zmiennych. Całkę postaci∫
R(x , m1

√
x , m2
√
x , . . . , mp

√
x)dx , podstawieniem x = th, gdzie

h = NWW (m1,m2, . . . ,mp) sprowadzamy do całki z funkcji wymiernej.
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CAŁKOWANIE NIEWYMIERNOŚCI

Twierdzenie 245
Całka postaci

∫
xm · (a+ bxn)pdx , gdzie m, n, p ∈ Q

sprowadza si ↪e do całki z funkcji wymiernej w nast ↪epuj ↪acych trzech porzypadkach:
p jest liczb ↪a całkowit ↪a (korzystamy z dwumianu Newtona),
m + 1

n
jest liczb ↪a całkowit ↪a przez podstawienie a+ bxn = tr ,

m + 1
n

+ p jest liczb ↪a całkowit ↪a przez podstawienie a+ bxn = xntr , gdzie r jest

mianownikiem p.
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