«O> «Fr «=>»

<

it
v

o



|
Podziat odcinka

Podzialem odcinka [a, b] na n czedci, gdzie n € N, nazywamy zbidr
P = {rﬂ:lr'l:l"'lzn}l

przyczymaz:ﬂg-{xl-ct...{:c,,:ﬁ.
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Oznaczenia

Az = zp — Tp-1 — dlugosdé k-tego odcinka podziatu P, gdzie 1 < £ € n;
§(P) = max {Azg : 1 € k € n} - érednica podzialu P;
2} € [2g—1,2k] — punkt podredni k-tego odcinka podzialu P, gdzie 1 < k < n.

a EH x5 3 i b
|
—— — ey —y —
Sy Sxa =¥ 21 Axy
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Suma catkowa

Niech funkeja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b] oraz niech P bedzie podzia-
tem tego przedzialu. Suma calkowa funkeji f odpowiadajacq podzialowi P oraz
punktom poérednim z}, gdzie 1 € k < n, tego podziatlu nazywamy liczbg

o(f,P)EL Zf(m Az

k=1
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Catka oznczona Riemanna

Niech funkeja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b]. Catke oznaczong Riemanna
2 funkeji f na przedziale [a, b] definiujemy wzorem

def
j f(z)dz ™ tim Z.rim B,
oile po prawej stronie znaku réwnoéci granica jest wladciwa oraz nie zalezy od spo-
sobu podzialéw P przedzialu [a, b] ani od sposobdéw wyboru punktéw posrednich

ri, gdzie 1 £ k £ n. Ponadto przyjmujemy

a a b
ff(mjdr “10  oraz ff(:)dx ff _ ff(s:)d"x dlaa<b.
a b a
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Catka oznczona Riemanna

Funkeje, dla ktérej istnieje catka oznaczona Riemanna na [a, b], nazywamy funkeja

b
catkowalna na [a, b]. Zamiast symbolu jf(z] dr mozna pisaé

/flf:r:)d:c lub krétko j}' albo tez f_f.

[a,B] a [a,b]

Uwaga. Kazda funkcja calkowalna jest ograniczona, ale nie kazda funkcja ograni-
czona na przedziale jest na nim calkowalna. Przykladem takiej funkeji jest funkecja
Dirichleta rozwazana na przedziale [0, 1].
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Klasyfikacja funkcji calkowalnych w sensie Riemanna

Niech f : [a, b] — R bedzie funkcja ograniczona.
1. Jedli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a, b], to jest catkowalna.

2. Jedli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a, b], z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktéw, to jest catkowalna.

3. Jedli funkcja f jest monotoniczna w przedziale domknietym [a, b], to jest
catkowalna.

e A VS



{obliczanie catek przy pomocy sumy catkowej podzialu réwnomiernego)

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b], to

jf(:]dx:nllrga {"—;ng(wrkb;“)] .

Uwaga. Istnienie powyzszej granicy nie gwarantuje calkowalnosci funkeji f. Np.
dla funkeji f(z) = D(z) (funkcja Dirichleta) i przedzialu [0, 1] granica ta jest
réwna 0, ale funkcja f nie jest calkowalna na tym przedziale.
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Ciekawostka historyczna, catka starozytnych

Eudoksos (408-355 p.n.e.) dostarczyt wraz z liczbami rzeczywistymi metody
dokonywania pomiaréw; wprowadzit miare, ktéra bez zastrzezen przetrwata do
XVII wieku, a naprawde zostata zastgpiona dopiero dzieki pracom Riemanna.

Catka Eudoksosa:
Z figury, ktéra chcemy zmierzy¢ (w sensie Eudoksosa), wyjmujemy jej czesé,
ktérej miare znamy (najczesciej wielokat, wieloscian), przy czym musi by¢ ona
wieksza od potowy catej figury (czego dowdd jest nietrywialny, bo przeciez nie
znamy miary catej figury). Miare tej czesci oznaczamy S;.
Z pozostaty czescia figury robimy to samo otrzymujac kolejno S, Ss, itd.
Eudoksos twierdzi, ze suma

S$145+5+...+5,

tym lepiej przybliza miare figury im wieksze jest n. Oraz, ze nieskonczona suma
daje miare figury.
Dla udowodnienia poprawnosci tej metody potrzebne jest stwierdzenie 1 + 1 + é +o+ 2% 4 ... =1, jest to informacja, ktéra wowczas Grecy juz

mieli.
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Interpretacja geometryczna

Niech D oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem cigglej nieujemnej

funkeji f, osig Oz oraz prostymi £ = a, £ = b. Pole |D| trapezu krzywoliniowego
jest granica sumy poél prostokatéw A Dy aproksymujacych ten trapez, gdy érednica

podziatu §(P) — 0 (rys. 8.2.1).

fl
\D| = .s(%ﬂﬁ.u ; |ADy] = a(g?l

Gdy wykres funkeji f lezy pod osia Oz, wtedy przyjmujemy, ze pole trapezu D

f b
! () B = !f(r}d;.

jest ujemne.
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Jezeli krzywa wyznaczona jest réwnaniem postaci y = f(x), przy czym funkcja
f(x) ma w przedziale a < x < b pochodng ciagta, to dtugosé tuku
L={(x,f(x)):a<x< b} wyraza siec wzorem

b
IL| :/\/1 + (F/(x))?dx.

<
P,
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Diugosé tuku paraboli

Przykiad Obliczy¢ diugosé fuku paraboli y = a2 w przedziale [—1,1].

Rozwigzanie.
1
sz V1+dz?dz =
-1
1 1 !
= |5 1—1—43}2—%1111(23:4—\314—4332) =
= -1

=\/5+%1n(£t3)
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Niech V oznacza bryle ograniczong powierzchnia powstals z obrotu wykresu funk-
¢ji nieujemnej y = f(zx), gdzie a < = < b, wokodt osi Oz oraz plaszczyznami z = a,
T mc |V| bryly jest granica sumy objetosci walcéw AVi aproksymuja-
cych te bryle, gdy érednica podziatu 6(P) — 0 .

L0

b
V| = I —_ : 2 - a —_ f 2 .
V] 5{;&02111'."“ a(%xlogff (z}) Az W.. f(z)dz
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Jezeli krzywa wyznaczona jest réwnaniem postaci y = f(x), przy czym funkcja
f(x) ma w przedziale a < x < b pochodna ciagta, to pole powierzchni obrotowe;]
S powstatej przez obrét tuku L = {(x, f(x)) : a < x < b} dokota osi OX wyraza

sie wzorem

S| :27r/f(x)\/1+(f’(x))2dx.

e T S



Objetosc i pole powierzchni stozka

Przyklad Znalez¢ objetosc i pole powierzchni bocznej stozka o promieniu
podstawy r i wysokosci h.

Rozwigzanie. Stozek powstaje przy obrocie odcinka prostej o réwnaniu
Y= T:z dookota osi OX. -

h 2 2.3 h
__ T 5 Trez” | T 5
V =7 / —;.'I."', dr = = —7r°h,
JO

h? 32 lo 3
ey / - 2 arvre L RZ L1k :
S =2 LI /1+ (L> dx = L;’!IZ:_ = mrV/r? + h2.
Jo h V h h 0
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TWIERDZENIE [WEASNOSCI CALKI JAKO FUNKCJI GORNEJ GRANICY CAEKOWANIA]

Jedli f [a, b] —— I jest funkcjg catkowalng w sensie Riemanna oraz

Flz) £ ff(t)dtd[aze [a, 5], to

[+3
(1) F jest ciagta wa, b];
(2) jesli f jest ciggta w punkcie g [:‘:.1.7 b)7 to funkcja I jest rézniczkowalna w o oraz F’fzg) = f[;rg):
(3) jesli f jest funkcjg ciagla, to F jest funkcjg pierwotng dla f.

e T VS



Twierdzenie (Newtona - Leibniza, I gtdwne twierdzenie rachunku catkowego)
Jeieli funkeja f jest ciggla na przedziale [a, b], to

b
f f(2)dz = F(b) - F(a),

gdzie F' cznacza dowolng funkeje pierwotng funkeji f na tym przedziale.

b
Uwaga. Zamiast #'(b) — F(a) bedziemy pisali F($}| lub [F(z)]i .

y

Gotifried Wilhelm Leibniz
Isaac Newton (1646-17186)

25 grudnia 1642774 stycznia 1643
20 marca’/31 marca 1727
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Szkic dowodu

Fi:[a,b] 31— Fi(z) 2 ff(t)dt

jest pierwotng funkcji f. Poniewaz F jest takze pierwotna,
wiec korzystajac z faktu. ze kazde dwie pierwotne réznia sie o stafa,

Jce RV € [a,b]: F(z)— Fi(z) =,

zatem takZe
c = F(a) — Fi(a) = F(a),
——
=0
czyli

F(o)—F(a) = Fb)—c = F(b5) = ff(:) iz,

co nalezalo dowiesc.
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Podstawowe wlasnosci calki oznaczonej

Twierdzenie. Niech f,g: [a,b] — R ciagle. Wtedy:
b b b
[ (@ +a@) de = [ ) det [ gle)

/ﬁbcf(l-) d = cf:f(l-) dr  dlaceR.

Twierdzenie. Niech f,g : [a,b] — R ciggle oraz f(z) < g(x) dla = € [a,b].

Wtedy , \
/ f(r) dx @f q(x) dx.

e ity | 10 &



Twierdzenie o calkowaniu przez czesci dla calki oznaczonej
Jesli funkcje f, g : [a,b] — R sa klasy C, to

b b
[ f(@)g(x) dz = [f(@)g(@)]’ - / f(@)d (x) da.

e ity 2 %



Ob"CZY‘ifISinIdI-
1]
Liczymy
. f'(z) =sinx fl(z) =—coszx
rsinzdx = )
f ‘ glz)=1z glz)=1
u]

14
vl

= —ICCEI
i

[=]

+fcos:rd1 = 0+snr
0
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Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie dla calki oznaczonej
Niech g : [a,b] — [ bedzie funkcja klasy €' i niech f bedzie funkeja clagla
okreslona na przedziale zawierajacym g([a, b]). Wtedy

b a(b)
/f:;f}(a':':'y’fu-] du-=/ fly) dy.

gla)
Uwagi
a b
o Prezyjmujemy konwencje / flz) de = —] flz) dx.
Jb a

b
o W odrozmienin od calkl nieornaczonej, mozemy napisac [ flz) dz =
v a

b b
f fly) dy = ft) di ete.

(wedlug definicji, wartosé calki oznaczonej zalezy tylko od przedzialu [a, b]
1 funkeji f).

e oy 22 8



b

Przykiad. / de=[zf =b—a.
2 2 , s
Przyktad. / Inz dr = / l-lnzdr =  [vlnazf? —j dr =2In2 - 1.
1 J1 Prees cegsci 1
Proykiad, [ -2 dr = [1”13 = [Iny]i’ = In10
rzyldad. | \!'2+J-{‘i_ia=:r_2—l,| 5 v =[nyli® =10

] Sliege 3007235



Przyklad Wiadome, ze w czasie akcji charytatywnych przyrost dochodu
jest wolniejszy wraz z uplywem czasu akcji. Inaczej mowiac, stopa przyrostu
dochodu maleje z czasem. Zatdézmy, ze stopa ta wyraza sie wzorem

s(t) = —100¢% + 20 000,

i mierzona jest w zi/dzien. Czas ¢ mierzony jest w dniach. Zatézmy, ze stopa
przyrosyu kosztu akeji charytatywnej jest stata i réwna 10 000 zl/dzien. Nalezy
znalezt

1. czas trwania akcji, ktory daje maksymalny dochod,
wielkoé¢ tego dochodu,

koszt akeji,

P on

zysk.

Akcje warto prowadzi¢ do chwili, gdy stopa przyrostu

dochodu zréwna sie ze stopa kosztu.

—100t% 4 20000 = 10000

> ¢t =10
Wielkos¢ dochodu otrzymamy catkujgc stope przyrostu dochodu od 0
do 10.
o 2 10
> D(10) = [(—100£ + 20000)dt = [—1924* 4+ 20 000¢] " =
0
166 666 zt.

Koszt akcji wyniesie / (10) = 10 - 10000 = 100000 zt.

Zatem zysk po 10 dniach wyniesie
Z(10) = D(10) — K(10) = 66 666 =t

e Y



Réwnania parametryczne krzywej

Definicja  Niech dane beda dwie ciagle w przedziale [to, £1] funkeje,

4 z= f(t) orazy = g(t).

Mowimy wéwezas, ze funkcje te okreslajg krzywa parametryczng na
ptaszczyznie R2. Zmienna ¢ nazywa sie parametrem. O krzywej tej méwimy,
EC) rc')wnania{&»sa. réwnaniami parameirycznymi tej krzywej.
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Przyktady krzywych parametrycznych: okrag

Przykiad o = Rcost,y = Rsint, t € [0, 27] okresla okrag
22 4+ 42 = R? o promieniu R i $rodku w punkeie (0, 0):
.

e VS



Przyktady krzywych parametrycznych: hyperbola

Przyktad

o= Rcosht,y = Rsinht, t e [—1,1] okredla uk hyperboli
2 2 2
z® —y® = R

e ity 2/ %



Pole ohszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

Twierdzenie  Niech krzywa bedzie okreslona réwnaniami parametrycznymi
z=g(t),y = h(t), t € [t1,1a], a przy tym funkcja g(t) jest rosngcaima
w tym przedziale pochodng ciggla, to pole obszaru, ograniczonego fukiem
danej krzywej, odeinkiem osi Ox oraz dwoma prostymi & = xs, & = 9,
gzie z1 = g(t1), 22 = g(ta) wyraza sie wzorem

To iz
P [Tilds = [" g o)
1 Ty

3
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Pole obszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

Twierdzenie  Jezeli dana krzywa jest okredlona réwnaniami
parametrycznymi w postaci z = g(t), y = h(t), t € [{1,a], a przy tym
funkeja g(t) jest malejaca i ma w tym przedziale pochoclng ciagla, to pole
obszaru, ograniczonego fukiem danej krzywej, odcinkiem osi Ox oraz dwoma
prosiymi & = x1, & = w9, gdzie x1 = g(t1), xa = g(t2) wyraza sig wzorem

p—[Tids-- [ * hole () .

1 ty

Ta_
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Przykiad

Znalezé pole elipsy o pétosiach a i &

2 2
& Y

Dowéd. Réwnanie parametryczne elipsy to 2 = acost, y = bsint,
t e [0,27]. Wige

/2
P:—4/ bsint- (—asinf)di
0

PN
g




Wspoétrzedne biegunowe

Definicja ~ Wspdlrzedne biegunowe punktu P(z,y) plaszczyzny
zdefiniowane sa jake para (7, ), gdzie r jest odlegloscia punktu P od
poczatku uktadu O(0, 0), a y jest katem (zorientowanym), jaki tworzy
potprosta O P z osig O

Spetnione sa rownosci: r = 4/ a2+ yz. T =7Cosp Yy =rsing.
Réwnanie r = f(), gdzie f(y) jest ciagla i nieujemna funkcja

w przedziale [Q. 3], nazywa sie réwnaniem we wspdlrzednych
biegunowych.

e A RS



Pole figury we wspolrzednych biegunowych

Twierdzenie  Jezeli krzywa dana jest we wspéirzednych biegunowych

r = f(¢), gdzie f(¢) jest funkeja nieujemng ciagla w przedziale [, 5], to
pole obszaru, ograniczonego fukiem krzywej oraz promieniami o amplitudach
« i 3 wyraza sie wzorem

P*lfﬁ‘gd flfﬁfg(- 1
,2 ct;r' *,72.0‘ Y)’:H"
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Przykiad

Przykiad Obliczyé pole, ograniczone rozeta trojkatng + = cos 3.

Dowéd.

p /6 . /6 14+ cosbo
f c‘os23~,9d'p:3a?’/ —wdQ:
0 0 2

= ra?
o) 47

L o| ™ sinfy
= [12+ 12

@=T/6
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Obliczanie diugosci tuku

Twierdzenie Jezeli krzywa wyznaczona jest réwnaniem parametryczinym
x = g(t), v = I(t), gdzie funkcje g(t) i h(x) maja w przedziale [L1, 2]
pochodne ciagle oraz fuk krzywej nie ma czedci wielokrotnych, to diugosé fuku
w tym przedziale wyraza sie wzorem

dy\>

Y at
Twierdzenie Jezeli krzywa wyznaczona jest réwnanfem we
wspéirzednych biegunowych v = [ (o), gdzie funkcja f(y) ma w przedziale

:oa. B] pochodng ciggfg oraz fuk krzywej nie ma czesci wielokrotnych, fo
dfugose fuku w tym przedziale wyraza sie wzorem

A 2
L :f r? 4 (ﬁ) dp.
Y dip
a3
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Obwaéd asteroidy
Przyktad Obliczy¢ obwod asteroidy @ = a cos? i, y=a sin3t,
t € [0, 2n], gdzie a > 0,
Rozwigzanie. w/2

L=4 / \/(73(1 cos2tsint)? + (3asin® t cost)2dt =
0

/2
=12a / \/sin2 t cos? t(cos2 t + sin? t)dt =
0
m/2
= Ga / sin 2t df = —3acos 2t O? = Ga.
0
aj
En ]
-@

e S



Bryta obrotowa, rownanie parameiryczne

Twierdzenie Jezeli révwnanie fuku dane jest w postaci parameirycznej
x = g(t), y=h(l), t € [t1, 2], przy czym obie funkcje maja w iym przedziale
ciggle pochodne, funkcja g(t) Jjest w tym przedziale stale monotoniczna,
a funitcja g (:L) przybiera wartosci nieujemne, io na objetosé bryfy obrofowef
mainy wzér
t2 odm
V=ma jt‘ ‘ v dt,

a na pole powierzchni obrotowsf

t2 de\? dy 2
s=on o) (&) +(3) »
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Calki niewlasciwe
Calki niewlasciwe

Definicja. Niech f : (a.b) — R, gdzie a e RU{-o0}, be RU {+o0}, a < b
bedzie funkeja ciagla i niech F funkcja pierwotna funkeji f. Zalézmy, ze istnieja

skoficzone granice jednostronne hm F(x), hm F(r). Wtedy mowimy, ze f
r—at

ma calke niewlasciwg na przedziale (a,b) i pmzem\

b
f flz) de = liI}J]_ F(z)— _lim+ F(x) & [F(z))},

e Dl 5 &



Przyklad. Sprawdzié, czy funkcja f: R — R, f(x) =

Sciwa.

T2 ma caltke niewla-
2

Funkeja pierwotna funkeji f jest réwna F(z) = arctg z + e. Mamy wige

toe
- — lam J400
/;x 7 dr = [arctg z] T3

= lim arctg(x)— lm arctg(z)= E - (—E) = .
Tr—too N T—s— 00 2
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