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MACIERZE

Definicja 265

Macierza o n wierszach i m kolumnach nazywamy odwzorowanie
A:Zy X Ly — X.
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Macierza o n wierszach i m kolumnach nazywamy odwzorowanie
A:Zy X Ly — X.

A(i, j) oznaczamy przez a; j, a sama macierz A przez {a; j}ie{1,2...n} je{1,2....m}-
Méwimy, ze macierz A ma wymiar n X m.

Jezeli X jest zbiorem liczbowym to macierz A nazywamy macierza liczbowa.
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Macierza o n wierszach i m kolumnach nazywamy odwzorowanie
A:Zy X Ly — X.

A(i, j) oznaczamy przez a; j, a sama macierz A przez {a; j}ie{1,2...n} je{1,2....m}-
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Macierza o n wierszach i m kolumnach nazywamy odwzorowanie
A:Zy X Ly — X.

A(i, j) oznaczamy przez a; j, a sama macierz A przez {a; j}ie{1,2...n} je{1,2....m}-
Méwimy, ze macierz A ma wymiar n X m.
Jezeli X jest zbiorem liczbowym to macierz A nazywamy macierza liczbowa.

Niech macierze A, B beda macierzami liczbowymi o wymiarze n x m. Definiujemy

A+ B ={a;; +bijlic{1,2..n} je{1.2...m}s
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Definicja 265

Macierza o n wierszach i m kolumnach nazywamy odwzorowanie
A:Zy X Ly — X.

A(i, j) oznaczamy przez a; j, a sama macierz A przez {a; j}ie{1,2...n} je{1,2....m}-
Méwimy, ze macierz A ma wymiar n X m.

Jezeli X jest zbiorem liczbowym to macierz A nazywamy macierza liczbowa.
Niech macierze A, B beda macierzami liczbowymi o wymiarze n x m. Definiujemy
A+ B ={ai;j +bij}ici1,2...n} jef1,2...m}s

A—=B={aij —bij}ic{1,2..n} jef1,2...m}-
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Niech A = {a; j}icf1,2...,n} jef1,2...,m} bedzie macierza liczbowa, a A dowolnym
skalarem. Definiujemy AA = {Aa; j}icq1,2...n} je{1,2...,m}-
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Niech A = {a; j}icf1,2...,n} jef1,2...,m} bedzie macierza liczbowa, a A dowolnym
skalarem. Definiujemy AA = {Aa; j}icq1,2...n} je{1,2...,m}-

Macierz ktérej wszystkie elementy sa zerami nazywamy macierza zerowa.
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Niech A = {a; j}icf1,2...,n} jef1,2...,m} bedzie macierza liczbowa, a A dowolnym
skalarem. Definiujemy AA = {Aa; j}icq1,2...n} je{1,2...,m}-

Macierz ktérej wszystkie elementy sa zerami nazywamy macierza zerowa.

Dla danej macierzy A = {a; j}ic{1,2....n} je{1,2..,m} Symbol (—A) oznacza
macierz przeciwna do macierzy A to jest macierz {—a; j}ief1.2...n} je{1,2....m}
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Niech A = {a; j}icf1,2...,n} jef1,2...,m} bedzie macierza liczbowa, a A dowolnym
skalarem. Definiujemy AA = {Aa; j}icq1,2...n} je{1,2...,m}-

Macierz ktérej wszystkie elementy sa zerami nazywamy macierza zerowa.

Dla danej macierzy A = {a; j}ic{1,2....n} je{1,2..,m} Symbol (—A) oznacza
macierz przeciwna do macierzy A to jest macierz {—a; j}ief1.2...n} je{1,2....m}
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Definicja 266

Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz

C= {Cij}ie{1,2...,n} je{1,2...k} taka, ze
m

Cij=a1 -bij+a2-bajtaiz-byj+-+aim-bm;="333 a1 by
=1

e o iy 12



-
MACIERZE

Definicja 266

Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz
C ={cij}icf1,2..n} je{1,2...k} taka, ze

cij=ai1-bijtaiz-brjtaiz-bzjt - +aqm bmj=-35>3 ai b
=1

Twierdzenie 267

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A\ zachodza wzory
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Definicja 266

Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz
C ={cij}icf1,2..n} je{1,2...k} taka, ze

cij=ai1-bijtaiz-brjtaiz-bzjt - +aqm bmj=-35>3 ai b
=1

Twierdzenie 267

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A\ zachodza wzory

A-(B-C)=(A-B)-C,
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Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz

C ={cij}icf1,2..n} je{1,2...k} taka, ze
m

cij=ai1-bijtaiz-brjtaiz-bzjt - +aqm bmj=-35>3 ai b
=1

Twierdzenie 267

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A\ zachodza wzory
A-(B-C)=(A-B)-C,

A-(AB)=XA-B)=(\A)- B,
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Definicja 266

Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz

C ={cijlic{1,2..n} je{1,2..k}) taka, Ze

m
cij=ai1-bijtaiz-brjtaiz-bzjt - +aqm bmj=-35>3 ai b
=1

Twierdzenie 267

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A\ zachodza wzory
A-(B-C)=(A-B)-C,

A-(AB)=XA-B)=(\A)- B,

A-(B+C)=A-B+A-C,
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Definicja 266

Dla danych macierzy A = {a; j}ieq1,2....n} je{1,2....m}
B = {b; j}ieq1,2...m} je{1,2....k} iloczynem A - B nazywamy macierz

C ={cijlic{1,2..n} je{1,2..k}) taka, Ze

m
cij=ai1-bijtaiz-brjtaiz-bzjt - +aqm bmj=-35>3 ai b
=1

Twierdzenie 267
Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A\ zachodza wzory
A-(B-C)=(A-B)-C,
A-(AB)=XA-B)=(\A)- B,
A-(B+C)=A-B+A-C,
(A+B)-C=A-C+B-C.
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Definicja 268

Macierza transponowana danej macierzy A = {a; j }ic{1,2....n} je{1,2...,m}
nazywamy macierz AT = {b; ;}ic 12, m} je{1,2...n} taka, ze b ; = a; ;.
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Definicja 268

Macierza transponowana danej macierzy A = {a; j }ic{1,2....n} je{1,2...,m}
nazywamy macierz AT = {b; ;}ic 12, m} je{1,2...n} taka, ze b ; = a; ;.

Twierdzenie 269

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A zachodza wzory

(A+B)T = AT + BT,
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Macierza transponowana danej macierzy A = {a; j }ic{1,2....n} je{1,2...,m}
nazywamy macierz AT = {b; ;}ic 12, m} je{1,2...n} taka, ze b ; = a; ;.

Twierdzenie 269

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A zachodza wzory
(A+B)T = AT + BT,
(AA)T = AT
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Definicja 268

Macierza transponowana danej macierzy A = {a; j }ic{1,2....n} je{1,2...,m}
nazywamy macierz AT = {b; ;}ic 12, m} je{1,2...n} taka, ze b ; = a; ;.

Twierdzenie 269

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A zachodza wzory
(A+B)T = AT 4+ BT,

(AA)T = AT

(A-B)T = BT . AT,
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Definicja 268

Macierza transponowana danej macierzy A = {a; j }ic{1,2....n} je{1,2...,m}
nazywamy macierz AT = {b; ;}ic 12, m} je{1,2...n} taka, ze b ; = a; ;.

Twierdzenie 269

Dla dowolnych macierzy odpowiednich wymiaréw i skalaru A zachodza wzory

(A4 B)T = AT + BT,
(AA)T = NAT,
(A-B)T = BT . AT,
(A" =
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Definicja 270

Macierz kwadratowa A = {a; j}icf1,2...,n} je{1,2...,n} StOpnia n nazywamy

ceey
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Definicja 270

Macierz kwadratowa A = {a; j}icf1,2...,n} je{1,2...,n} StOpnia n nazywamy

ceey

1) symetryczna wtw, gdy A = AT,
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Macierz kwadratowa A = {a; j}icf1,2...,n} je{1,2...,n} StOpnia n nazywamy
1) symetryczna wtw, gdy A = AT,
2) diagonalna wtw, gdy a; ; = 0 dla i # j,

3) skalarna wtw, gdy a; ; =0, a;; = a; ; dla i # j,
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Macierz kwadratowa A = {a; j}icf1,2...,n} je{1,2...,n} StOpnia n nazywamy
1) symetryczna wtw, gdy A = AT,

2) diagonalna wtw, gdy a; ; = 0 dla @ # j,

3) skalarna wtw, gdy a; ; =0, a;; = a; ; dla i # 7,

)
)

4) jednostkowa wtw, gdy jest skalarnaia;; =1dlaie {1,2,...,n},
)

5) tréjkatna gérna ( dolna ) wtw, gdy a; ; =0dlai > j
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Definicja 270

Macierz kwadratowa A = {a; j}icf1,2...,n} je{1,2...,n} StOpnia n nazywamy
1) symetryczna wtw, gdy A = AT,

2) diagonalna wtw, gdy a; ; = 0 dla @ # j,

4) jednostkowa wtw, gdy jest skalarnaia;; =1dlaie {1,2,...,n},

)
3) skalarna wtw, gdy a; ; =0, a;; = a; ; dla i # j,
)
5) tréjkatna gérna ( dolna ) wtw, gdy a; ; =0dlai > j

(a”:OdIaL<J)
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Definicja 271

Permutacja zbioru Z,, nazywamy bijekcje f : Z, — Z,,. Zbiér permutacji zbioru
Z,, oznaczamy przez S,.
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Definicja 271

Permutacja zbioru Z,, nazywamy bijekcje f : Z, — Z,,. Zbiér permutacji zbioru
Z,, oznaczamy przez S,.

Definicja 272
Liczby 4,7 tworzy inwersje w permutacji p jezeli
(i —J) - (p(i) — p(j)) < 0.
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Definicja 271

Permutacja zbioru Z,, nazywamy bijekcje f : Z, — Z,,. Zbiér permutacji zbioru
Z,, oznaczamy przez S,.

Definicja 272

Liczby 4,7 tworzy inwersje w permutacji p jezeli
(i —J) - (p(i) — p(j)) < 0.

Definicja 273

Przez k(p) oznaczamy liczbe wszystkich inwersji w permutacji p.
Znakiem permutacji p nazywamy liczbe o(p) = (—1)*®)
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Definicja 271

Permutacja zbioru Z,, nazywamy bijekcje f : Z, — Z,,. Zbiér permutacji zbioru
Z,, oznaczamy przez S,.

Definicja 272

Liczby 4,7 tworzy inwersje w permutacji p jezeli
(i —J) - (p(i) — p(j)) < 0.

Definicja 273

Przez k(p) oznaczamy liczbe wszystkich inwersji w permutacji p.
Znakiem permutacji p nazywamy liczbe o(p) = (—1)*®)
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Definicja 274

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A={ai }ic{1,2....n} je{1,2...,n} Stopnia n nazywamy liczbe

> o(P)aipa) - azpe) On p(n)-
pESH
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Definicja 274
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A={ai }ic{1,2....n} je{1,2...,n} Stopnia n nazywamy liczbe

> o(P)aipa) - azpe) On p(n)-
pESH

Woyznacznik macierzy A oznaczamy det A lub |A].
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Definicja 274

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A={ai }ic{1,2....n} je{1,2...,n} Stopnia n nazywamy liczbe

> o(P)aipa) - azpe) G p(n)-
PES,

Woyznacznik macierzy A oznaczamy det A lub |A].
Definicja 275

Minorem stopnia r dowolnej macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy postaci
{ai, jz}ke{l,z...,r} 1e{1,2....,r}
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Definicja 274

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A={ai }ic{1,2....n} je{1,2...,n} Stopnia n nazywamy liczbe

> o(P)aipa) - azpe) On p(n)-
pESH

Woyznacznik macierzy A oznaczamy det A lub |A].
Definicja 275

Minorem stopnia r dowolnej macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy postaci
{ai, jz}ke{l,z...,r} 1e{1,2....,r}

Definicja 276

Jezeli macierz A jest macierza kwadratowa stopnia n to My, ; oznacza wyznacznik
macierzy powstatej z macierzy A przez skreslenie k-tego wiersza i I-tej kolumny.
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Definicja 274

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A={ai }ic{1,2....n} je{1,2...,n} Stopnia n nazywamy liczbe

> o(P)aipa) - azpe) On p(n)-
pESH

Woyznacznik macierzy A oznaczamy det A lub |A].
Definicja 275

Minorem stopnia r dowolnej macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy postaci
{ai, jz}ke{l,z...,r} 1e{1,2....,r}

Definicja 276

Jezeli macierz A jest macierza kwadratowa stopnia n to My, ; oznacza wyznacznik
macierzy powstatej z macierzy A przez skreslenie k-tego wiersza i I-tej kolumny.
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WYZNACZNIKI

Twierdzenie 277
Dla macierzy A mamy [A| = >~ a; 141 = ai A k-
=1 =1
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Twierdzenie 277
Dla macierzy A mamy [A| = >~ a; 141 = ai A k-
=1 =1

Gdzie Aij = (—1)i+j . Mij
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Twierdzenie 277
Dla macierzy A mamy [A| = >~ a; 141 = ai A k-
=1 =1

Gdzie Aij = (—1)i+j . Mz i
Twierdzenie 278

Wyznacznik macierzy A i macierzy transponowanej A7 sa réwne.
Wyznacznik macierzy tréjkatnej jest réwny iloczynowi wyrazdéw na przekatnej.
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Twierdzenie 277
Dla macierzy A mamy [A| = >~ a; 141 = ai A k-
=1 =1

Gdzie Aij = (—1)i+j . Mz i
Twierdzenie 278

Wyznacznik macierzy A i macierzy transponowanej A7 sa réwne.
Wyznacznik macierzy tréjkatnej jest réwny iloczynowi wyrazdéw na przekatnej.
Twierdzenie 279

Niech beda dane macierze kwadratowe A = {a; j}; jef1,2..
B = {bij}ije{l,z..,n} wtedy det (A B) = det A - det B.

n}s

e o iy 0 12



-
WYZNACZNIKI

Twierdzenie 280

Jezeli w wyznaczniku zmienimy kolejno$é dwdch wierszy lub kolumn to zmieni sie
znak wyznacznika.
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Twierdzenie 280

Jezeli w wyznaczniku zmienimy kolejno$é dwdch wierszy lub kolumn to zmieni sie
znak wyznacznika.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumna skfada sie z samych zer to wyznacznik
jest réwny zero.
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Twierdzenie 280

Jezeli w wyznaczniku zmienimy kolejno$é dwdch wierszy lub kolumn to zmieni sie
znak wyznacznika.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumna skfada sie z samych zer to wyznacznik
jest réwny zero.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumne pomnozymy przez liczbe to wyznacznik
pomnozy sie przez te liczbe.

e Wy 10 10
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Twierdzenie 280

Jezeli w wyznaczniku zmienimy kolejno$é dwdch wierszy lub kolumn to zmieni sie
znak wyznacznika.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumna skfada sie z samych zer to wyznacznik
jest réwny zero.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumne pomnozymy przez liczbe to wyznacznik
pomnozy sie przez te liczbe.

Jezeli w wyznaczniku dwa wiersze lub dwie kolumny s3 takie same to wyznacznik
jest réwny zero.
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Twierdzenie 280

Jezeli w wyznaczniku zmienimy kolejno$é dwdch wierszy lub kolumn to zmieni sie
znak wyznacznika.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumna skfada sie z samych zer to wyznacznik
jest réwny zero.

Jezeli w wyznaczniku wiersz lub kolumne pomnozymy przez liczbe to wyznacznik
pomnozy sie przez te liczbe.

Jezeli w wyznaczniku dwa wiersze lub dwie kolumny s3 takie same to wyznacznik
jest réwny zero.

Jezeli w wyznaczniku do wiersza lub kolumny dodamy kombinacje liniowa
pozostatych wierszy lub odpowiednio kolumn to wyznacznik nie zmieni sie.
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Definicja 281

Macierza odwrotna do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz kwadratowa
A7 taka, ze AA™! = A=A = I, gdzie | jest macierza jednostkowa.
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Definicja 281
Macierza odwrotna do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz kwadratowa
A7 taka, ze AA™! = A=A = I, gdzie | jest macierza jednostkowa.

Twierdzenie 282

Jezeli macierz kwadratowa A ma macierz odwrotna to det A # 0.
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WYZNACZNIKI

Definicja 281

Macierza odwrotna do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz kwadratowa
A7 taka, ze AA™! = A=A = I, gdzie | jest macierza jednostkowa.
Twierdzenie 282

Jezeli macierz kwadratowa A ma macierz odwrotna to det A # 0.

Twierdzenie 283

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n i niech det A # 0 wtedy istnieje

Ay o A\ T

. 1
macierz odwrotna A—! oraz A~ =

AL A,
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WYZNACZNIKI

Dowéd: Niech C' = {¢; j}i je(1,2...n} bedzie iloczynem AA™! wtedy

ey
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Dowéd: Niech C' = {¢; j}i je(1,2...n} bedzie iloczynem AA™! wtedy

ey

|Alci; = > aitdjr = 6;5 - |A].
=1
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Dowéd: Niech C' = {¢; j}i je(1,2...n} bedzie iloczynem AA™! wtedy

ey

|Alci; = > aitdjr = 6;5 - |A].
=1

Definicja 284
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Definicja 286

Macierza ukfadu réwnan liniowych ( ukfadu réwnan pierwszego stopnia )

1171 + 12T2 + -+ A1 Ty = by
(%) a21T1 + G22T2 + -+ + A2 p®y = by

Am1T1 + A 2T2 + - + ATy = bm
nazywamy macierz

A= {aij}ie{l,z..,m} je{1,2...,n}»
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Macierza ukfadu réwnan liniowych ( ukfadu réwnan pierwszego stopnia )

1171 + 12T2 + -+ A1 Ty = by

a21T1 + G22T2 + -+ + A2 p®y = by

(*) .................................
Am1T1 + QmoTo + -+ + ATy = by

nazywamy macierz

A= {aij}ie{l,z..,m} je{1,2...,n}>

a macierza uzupetniona tego uktadu nazywamy macierz

a11 a2 ... Q1n by
()
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rozwigzan.
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Uktad réwnan (x) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy tego
uktadu jest réwny rzedowi macierzy uzupetnionej.
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Twierdzenie 289

Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych

1171 + 01272 + -+ A1 Ty = by
a2171 + 22T2 + -+ + A2 Ty = by
(% * *)

An1T1 + Q22 + - + App®n = by
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Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych

1171 + 01272 + -+ A1 Ty = by
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(% * *)

An1T1 + Q22 + - + App®n = by

i niech rzad macierzy tego uktadu jest réwny n.
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(% * *)

Ap 121 + Qp2T2 + -+ AppTp = by
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Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych

1171 + 01272 + -+ A1 Ty = by
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(% * *)

Ap 121 + Qp2T2 + -+ AppTp = by
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Twierdzenie 289

Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych

1171 + 01272 + -+ A1 Ty = by

a2171 + 22T2 + -+ + A2 Ty = by
(% * *)

Ap 121 + Qp2T2 + -+ AppTp = by
i niech rzad macierzy tego uktadu jest réwny n.
Wtedy ma on doktadnie jedno rozwiazanie dane wzorami z; = %,

gdzie W = det{a};;, a

a1 ... @ii-1 b1 a1 .. ain
W,=det| ... ... ee. Q...
anl e asi—1 an asi+1 e Ann
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(% % x) mozemy zapisa¢ w postaci AX = B, gdzie A jest macierza
T b1

ukladu X = | %2 |, = [
T bm,

Macierz ukfadu réwnan jest kwadratowa i nieosobliwa zatem ma macierz
odwrotng A~ 1.
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Twierdzenie 290

Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych
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Am1T1 + Am2Z2 + ++ + AmnTn = bm.
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(%) a21%1 + 22T + -+ G2 pTp = b2
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Niech det {a;, j, }r,1cz, # 0 wtedy ukfad (*) jest réwnowazny uktadowi

iy y gy + iy o Ty o0+ Gy g, T, = by — 30 ai
1¢{j1,j2,---dr}
iy 1 Tjy + Qi joTjy + o+ Qi j, T, = biy = D0 i1

1¢{j1,d2,---dr}
@i,y Tjy + Qi o Tjy + oo+ @y, T4, = b, — ¢{ > }airm
I¢{71.52,---dr
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Macierz A = {a; ; }icz, jez, nazywamy schodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
1 € Zp_1 1k € Z,,_1 zachodzi implikacja
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Macierz A = {a; ; }icz, jez, nazywamy schodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
1 € Zp_1 1k € Z,,_1 zachodzi implikacja
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Twierdzenie 292
Kazdy uktad réwnan
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Macierz A = {a; ; }icz, jez, nazywamy schodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
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jest rownowazny uktadowi, ktérego macierz jest macierza schodkowa.
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