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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 293

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy réwnanie postaci
F(z,y(x),y (z),y"(x),...y™ (x)) = 0, gdzie zmienna niezalezna = € I, I jest
przedziatem y : I — R jest szukana funkcja za§ F : R"*2 — R jest dang
funkcja.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 293

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy réwnanie postaci
F(z,y(x),y (z),y"(x),...y™ (x)) = 0, gdzie zmienna niezalezna = € I, I jest
przedziatem y : I — R jest szukana funkcja za§ F : R"*2 — R jest dang
funkcja.

Definicja 294

Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n
F(z,y(x),y (z),y"(x),...y"™ (x)) = 0 nazywamy funkcje y : I — R klasy C"
taka, ze po podstawieniu do réwnania otrzymujemy tozsamosé.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 295
Problemem poczatkowym nazywamy réwnanie rézniczkowe
F(x,y(z),y (x),y"(x),...y™ (z)) = 0 z warunkami postaci

y(zo) = Yo
y'(z0) =1

y(nil) (‘TO) = Yn—-1
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 296

Rozwiazaniem problemu poczatkowego nazywamy funkcje y : I — R klasy C™
taka, ze jest ona rozwiazaniem réwnania
y(zo0) = yo

/ —
Fla,y(@), 5/ (2),y7(2), ..y (&) = 0 a ponadto { ¥ 70 =91

y(n=b (%0) = Yn—1
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 297

Jezeli mozna rozwiktaé funkcje F' wzgledem 3™ to postaé réwnania
y ™ = f(z,y(x),y (x),y" (x),...y" Y (x)) nazywamy postacia normalna
réwnania rézniczkowego.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 297

Jezeli mozna rozwiktaé funkcje F' wzgledem 3™ to postaé réwnania
y ™ = f(z,y(x),y (x),y" (x),...y" Y (x)) nazywamy postacia normalna
réwnania rézniczkowego.

Twierdzenie 298

Jezeli funkcja f jest klasy C! w otoczeniu punktu (zo, %0, %1, - -, Yn_1) to
problem poczatkowy 4™ = f(x, y(z),y'(x),y" (), ...y "V (z)),

y(xo) = yo

Y (z0) =1

ma doktadnie jedno rozwiazanie.

y "D (20) = Y1
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 299

Réwnania postaci f(z) dx = g(y) dy lub f(x)dz — g(y) dy = 0, oznaczaja
d d
réwnanie 3’ = @ & M badz & _ M Réwnanie powyzszej postaci

) = adz =
g9(y) " dx g(y) dy — f(x)
nazywamy réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 299
Réwnania postaci f(z) dx = g(y) dy lub f(x)dz — g(y) dy = 0, oznaczaja

d d
réwnanie 3’ = f(a:) e M badz & _ M Réwnanie powyzszej postaci

9(y)” dz g(y) dy — f(x)
nazywamy réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

Twierdzenie 300

Rozwiazanie réwnania postaci f(z) dx = g(y) dy otrzymujemy obliczajac catki po
obu stronach réwnosci [ f(z)dz = [ g(y) dy.
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ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 301

Réwnanie postaci ' = f(£) nazywamy réwnaniem rézniczkowym jednorodnym.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 301

Réwnanie postaci ' = f(£) nazywamy réwnaniem rézniczkowym jednorodnym.

Twierdzenie 302

oy , Ly .,
Podstawienie u = £ sprowadza réwnanie y' = f(£) do postaci zu' = f(u) — u.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 303

Réwnania postaci ' + f(x)y = g(x) nazywamy réwnaniem rézniczkowym
liniowym pierwszego rzedu.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 303

Réwnania postaci ' + f(x)y = g(x) nazywamy réwnaniem rézniczkowym
liniowym pierwszego rzedu.

Definicja 304

Réwnania postaci ' + f(x)y = 0 nazywamy réwnaniem liniowym jednorodnym
pierwszego rzedu.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Uwaga 305

Jednorodne réwnane liniowe pierwszego rzedu jest réwnaniem rézniczkowym o
zmiennych rozdzielonych. Rozwiazanie réwnania 3’ + f(x)y = 0 jest postaci

y=C-cap(~ [ f(z)do).
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Uwaga 305

Jednorodne réwnane liniowe pierwszego rzedu jest réwnaniem rézniczkowym o
zmiennych rozdzielonych. Rozwiazanie réwnania 3’ + f(x)y = 0 jest postaci

y=C-exp(— [ f(z)dz)

Uwaga 306

Rozwiazania réwnania y + f( )y = g(x) poszukujemy w postaci
y=C(z) exp(— [ f(z
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 307

Réwnania postaci ¥’ + f(x)y = g(x)y® nazywamy réwnaniem Bernouliego.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 307

Réwnania postaci ¥’ + f(x)y = g(x)y® nazywamy réwnaniem Bernouliego.

Twierdzenie 308

Podstawienie z = y' = sprowadza réwnanie Bernouliego do réwnania liniowego.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE

Definicja 307

Réwnania postaci ¥’ + f(x)y = g(x)y® nazywamy réwnaniem Bernouliego.

Twierdzenie 308

Podstawienie z = y' = sprowadza réwnanie Bernouliego do réwnania liniowego.

e Bty 10 10



N
ROWNANIA ROZNICZKOWE Il RZEDU

Twierdzenie 309

Réwnanie F(z,y’,y"”) = 0 sprowadzamy do réwnania rzedu pierwszego
podstawieniem p(x) = y/(z).
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE Il RZEDU

Twierdzenie 309

Réwnanie F(z,y’,y"”) = 0 sprowadzamy do réwnania rzedu pierwszego
podstawieniem p(x) = y/(z).

Twierdzenie 310

Réwnanie F(y,y’,y") = 0 sprowadzamy do réwnania rzedu pierwszego
podstawieniem p(y) = y'(y).
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Definicja 311

Réwnanie postaci

Y 4 a1 @)y D 4+ as(@)y” + ar(@)y + ao(@)y = f(x) nazywamy
réwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu n. Jezeli f = 0 to méwimy, ze jest to
réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n jednorodne.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Definicja 311

Réwnanie postaci

Y 4 a1 @)y D 4+ as(@)y” + ar(@)y + ao(@)y = f(x) nazywamy
réwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu n. Jezeli f = 0 to méwimy, ze jest to
réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n jednorodne.

Uwaga 312

Kombinacja liniowa o wspotczynnikach rzeczywistych rozwigzan réwnania
rézniczkowego liniowego rzedu n jednorodnego jest rozwiazaniem tego réwnania.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Twierdzenie 313

Niech y1,92, ..., Yn—1, yn beda rozwiazaniami réwnania rézniczkowego liniowego
rzedu n jednorodnego wtedy ponizsze warunki sa réwnowazne
Y1,Y2, - - -y Yn—1, Yn Sa liniowo niezalezne.
Wyznacznik Wronskiego W (y1,y2, - .., Yn—1,Yn) jest rézny od zera, gdzie
Y1 Y2 Yn
Wiy opmyn) = | 70
-1 -1 -1
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Twierdzenie 313

Niech y1,92, ..., Yn—1, yn beda rozwiazaniami réwnania rézniczkowego liniowego
rzedu n jednorodnego wtedy ponizsze warunki sa réwnowazne
Y1,Y2, - - -y Yn—1, Yn Sa liniowo niezalezne.
Wyznacznik Wronskiego W (y1,y2, - .., Yn—1,Yn) jest rézny od zera, gdzie
Y1 Y2 Yn
Wiy opmyn) = | 70
-1 -1 -1

Twierdzenie 314

Jezeli wyznacznik Wronskiego W (y1, 2, .- -, Yn—1,Yn) jest rézny od zera to
y = r_; Cryx jest rozwiazaniem ogélnym réwnania rézniczkowego liniowego
rzedu n jednorodnego (tzn kazde rozwiazanie jest tej postaci).
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ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Twierdzenie 315

Jezeli wyznacznik Wronskiego W (y1, a2, - .-, Yn—1,Yn) jest rézny od zera to
y = p_, Cr(x)yx jest rozwiazaniem ogélnym réwnania rézniczkowego liniowego
rzedu n niejednorodnego, gdzie Cy,Cy, ..., C, wyznaczamy z uktadu réwnan:

Cly1 +Chya + ... Cly, =0
Ciyy +Cays + ... Cry, =

)

Clyy + C2y2n -Gy yn =0
Ciygn 1) +C2y2n 1)+ C/ (n—1) :f(if)

2)
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZYCH RZEDOW

Twierdzenie 315

Jezeli wyznacznik Wronskiego W (y1, a2, - .-, Yn—1,Yn) jest rézny od zera to
y = p_, Cr(x)yx jest rozwiazaniem ogélnym réwnania rézniczkowego liniowego
rzedu n niejednorodnego, gdzie Cy,Cy, ..., C, wyznaczamy z uktadu réwnan:

Ciyi +Coya + ... Cly, =0 ,
Ciyi +Cays + ... Cry, =0

C{ygn 2 + C2y2n 2 ..C yn =0
Ciygn 1) + C2y2n 1) +. C/ (n—1) _ f(iC)

Definicja 316

Réwnanie postaci 4™ + a,_1y™ 1 + ... + agy” + aly/ + agy = 0, gdzie
ai,as,...,an—1 € R nazywamy réwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu n
jednorodnym o statych wspétczynnikach.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE Il RZEDU

Twierdzenie 317

Niech A bedzie k krotnym pierwiastkiem réwnania
P4 Q1™ a4 ag = 0 wtedy y; = 2P 1)‘“dlaze{lQ .k} sa

rozwiazaniami réwnanie postaci (™ + a,_ 1y + ... +agy + aly +apy =0
gdy A rzeczywiste.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE Il RZEDU

Twierdzenie 317

Niech A bedzie k krotnym pierwiastkiem réwnania

P4 Q1™ a4 ag = 0 wtedy y; = 2P 1)‘“dlaze{lQ .k} sa
rozwiazaniami réwnanie postaci (™ + a,_ 1y + ... +agy + aly +apy =0
gdy A\ rzeczywiste. Jezeli A jest zespolone to A = o + Bz wiec A = « — i tez jest
pierwiastkiem i wtedy y; = 2~ 1e®(Acosfx + Bsmﬁ:v) dla s € {1,2,...k} sa
rozwiazaniami réwnanie postaci y( n 4 an 1y(" Dyt agy + aly/ +apy = 0.
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ROWNANIA ROZNICZKOWE Il RZEDU

Twierdzenie 317

Niech A bedzie k krotnym pierwiastkiem réwnania

P4 Q1™ a4 ag = 0 wtedy y; = 2P 1)‘“dlaze{lQ .k} sa
rozwiazaniami réwnanie postaci (™ + a,_ 1y + ... +agy + aly +apy =0
gdy A\ rzeczywiste. Jezeli A jest zespolone to A = o + Bz wiec A = « — i tez jest
pierwiastkiem i wtedy y; = 2~ 1e®(Acosfx + Bsmﬁ:v) dla s € {1,2,...k} sa
rozwiazaniami réwnanie postaci y( n 4 an 1y(" Dyt agy + aly/ +apy = 0.

Twierdzenie 318

Dowolne rozwigzanie réwnania rézniczkowego liniowego rzedu n niejednorodnego o
statych wspétczynnikach jest suma r.o.r.l.j i rozwiazania szczegdlnego.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE |l RZEDU

Twierdzenie 319

Jezeli f(z) = pm(x)e™, gdzie p,, jest wielomianem stopnia m to rozwiazania
szczegblnego poszukujemy w postaci
Gm ()€™ jezeli r nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,
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ROWNANIA ROZNICZKOWE |l RZEDU

Twierdzenie 319

Jezeli f(z) = pm(x)e™, gdzie p,, jest wielomianem stopnia m to rozwiazania
szczegblnego poszukujemy w postaci

Gm ()€™ jezeli r nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,

¥ g (1)e™ jezeli r jest k krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
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N
ROWNANIA ROZNICZKOWE |l RZEDU

Twierdzenie 319

Jezeli f(z) = pm(x)e™, gdzie p,, jest wielomianem stopnia m to rozwiazania
szczegblnego poszukujemy w postaci

Gm ()€™ jezeli r nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,

¥ g (1)e™ jezeli r jest k krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
Jezeli f(z) = e**(pm(x)cosfz + qi(x)sinfz, gdzie p,, jest wielomianem stopnia
m,q; jest wielomianem stopnia | to rozwiazania szczegblnego poszukujemy w
postaci

e**(Pg(x)cosfBr + Qs(x)sinfx, jezeli v + Bi nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego,
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N
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Twierdzenie 319

Jezeli f(z) = pm(x)e™, gdzie p,, jest wielomianem stopnia m to rozwiazania
szczegblnego poszukujemy w postaci

Gm ()€™ jezeli r nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,

¥ g (1)e™ jezeli r jest k krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
Jezeli f(z) = e**(pm(x)cosfz + qi(x)sinfz, gdzie p,, jest wielomianem stopnia
m,q; jest wielomianem stopnia | to rozwiazania szczegblnego poszukujemy w
postaci

e**(Pg(x)cosfBr + Qs(x)sinfx, jezeli v + Bi nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego,

zFe® (P, (z)cosBz + Q,(x)sinBz, jezeli o + Bi jezeli r jest k krotnym
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
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Twierdzenie 319

Jezeli f(z) = pm(x)e™, gdzie p,, jest wielomianem stopnia m to rozwiazania
szczegblnego poszukujemy w postaci

Gm ()€™ jezeli r nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,

¥ g (1)e™ jezeli r jest k krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
Jezeli f(z) = e**(pm(x)cosfz + qi(x)sinfz, gdzie p,, jest wielomianem stopnia
m,q; jest wielomianem stopnia | to rozwiazania szczegblnego poszukujemy w
postaci

e**(Pg(x)cosfBr + Qs(x)sinfx, jezeli v + Bi nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego,

zFe® (P, (z)cosBz + Q,(x)sinBz, jezeli o + Bi jezeli r jest k krotnym
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.

Wielomiany Ps, Qs sa stopnia s = max{m,}.
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