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Definicja 1. Funkeja f ma skokowq niecigglosé w punkcie o, jesli obie granice

lim = f(ty;) i lim = f(tg)
t—t)

=ity
istniejq(sa skoriczone) 1 f(ty) # f(t4).
Definicja 2. Funkege | nazywamy kawatkami cigglq na prezedziale [0,00) jesh:
1) lim f(t) = f(07) istuiege,
) Jlim £(6) = £(0°) st

2) f jest ciggta na kazdym ograniczonym przedziale (0,b) poza skoviczong iloscia punkiow
T1y T2y -y T € (04 B), w kidrych § ma skokowaq nieciqglosé.
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Uwaga 4
Funkcje f nieki

edy okresla sie na przedziale [(],oo). a jej argument, zmienng t nazywa czasem

Uwaga 5.
Funkcje F nozywamy tei obrazem funkeji f i oznaczamy przez L(f).

Uwaga 6.
Zdefinwowalisimy transformate Laplace’a F jako:

Te‘“_f(t)dt,

F(s) = LUf(1) — ‘/Ow Sty dt = tim |

)

jesli tylko istnieje skoriczona granica. Jesh granica nie istnieje, to mowimy, Ze calka Laplace’a
nie istnieje 1 nie mozna zdefiniowaé transformaty Laplace’a dia f
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Przyklad 7.
Transformata Laplace’a funkcji Heaviside'a:

0, t<0
H(ty=4 3, t=0
L, t>0

to funkcja zmiennej zespolonej s = x + iy, zadana wzorem F(s) = %,Hie(s) > 0.

e Ryl 2, 20y

4/12



Dowadd
Mamy

00 | T—00 8 0 LI

o0 T T
F(s) = / e~ tdt = lim / e *dt = lim —l_e"“] =—1 Jim e ¥ 4+ %
Jo Trea Jo

Zauwazmy, 7e 7 = ¢ %7 - "W, Poniewaz |¢”%"| = 1, zatem |e™*T| = 77,
Jedli wiee & = Re(s) < 0, to lim e *" = +o0 1 calka jest rozbieina, transformata Laplace'a
T=O0
nie istnieje. Jesli z = Re(s) > 0, to lim e™*" = 0 i calka jest zbiezna. W tym przypadku
T=00

transformata Laplace’a istnieje i jest rowna

P(s)=1,  Re(s)>0.
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Przyklad 8.
Transformata Laplacea funkcji: f(£) = te™ to funkcja zmienne) zespolonej s = z+ iy, zadana
wzorem

F(s) = L= Re(s) > Re(a).
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Przyklad 9.
Transformata Laplace’a funkeji f(t) = et’ nie isinieje,
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Definicja 10.

Funkcja f ma rzqd wykfadniczy o, gdy t — oo, jesli istniejg stafe M > 0 oraz « takie, ze dla
pewnego t = 0,

[£(£)] < Me™, t >t
Twierdzenie 11,
Jesli f jest kawalkami ciggla na przedziale [0,00), ograniczona przez funkeje wyktadniczego
rzedu v, wiedy transformata C(f) asiniege dla Re(s) > a 1 calka wystepujgea w definicp
transformaty Laplace’a jest zbieina bezwzglednie (1j. [5° e f(t)|dt jest zbiezna).

Definicja 12.

Klasq L mazywamy zbidr funkcji o wartosciach zespolonych, zdefiniowanych na przedziale
(0, 00), dla kérych transformata Laplace’a istnieje dla pewnej wartosci s.

Uwaga 13.

Jezeli F(s) = L(F(t)) istnieje dla pewnej wartosci s, to transformata Laplace’a istnieje dla
kazdego s € C takiego, ze Re(s) > Re(sg).

Z twierdzenia (11), funkcje kawatkami ciggle na przedziale [0, 00), ograniczone przez funk-
cje rzedu wykladniczego, nalezq do L.
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Definicja 14.

Jesli L(f(L)) = F(s), to odwrotna transformata Laplace’a jest oznaczana przez
LHF(s)) = F(1), L= 0.

Uwaga 15.

Rdzne funkeje ciggle na prezedziale [0, 00) majq rézne transformaty Laplace’a. Ten wynik znany
jako twierdzenie Lerch’a oznacza, ze jezeli ograniczymy sie do funkeji cigglych na przedziale
[0,00). to odwroina iransformata

L7 (F(s)) = f(t)

jest zdefiniowana jednoznacznie i méwienie o L71(F(s)) ma sens.
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L{chwit} = EED

w?
& 1
5{5} =5
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L {e*coswt} = =T
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