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Definicja 322

Metryka w zbiorze X nazywamy funkcje
0: X x X3 (x,y) — o(x,y) € R spetniajaca warunki
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Definicja 322

Metryka w zbiorze X nazywamy funkcje
0: X x X3 (x,y) — o(x,y) € R spetniajaca warunki

Twierdzenie 323

W przestrzeni unormowanej funkcja o okreslona wzorem o(x,y) = ||x — y/|| jest
metryka.
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Definicja 325

W przestrzeni metrycznej (X, o) kula otwarta o $rodku a i promieniu r > 0
nazywamy zbiér K(a,r) = {x € X : o(x, a) < r}.
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Ir>0:K(w,r)C D,

punkt z nazywamy punktem zewnetrznym zbioru D C X jezeli
Ir>0:K(z,r) C X\D,
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Vr>0:K(b,r)ND # @ oraz K(b,r)N(X\ D) # @.
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Definicja 327

Whetrzem zbioru D nazywamy zbiér int D ztozony z jego punktéw wewnetrznych.

e SRR



-
ZBIORY OTWARTE

Definicja 327
Whetrzem zbioru D nazywamy zbiér int D ztozony z jego punktéw wewnetrznych.

Zbiér D nazywamy zbiorem otwartym jesli D = int D.
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Definicja 327

Whetrzem zbioru D nazywamy zbiér int D ztozony z jego punktéw wewnetrznych.

Zbiér D nazywamy zbiorem otwartym jesli D = int D.
Zbi6ér F nazywamy zbiorem domknietym jesli X \ F jest zbiorem otwartym.
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WHtasnosci zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, o).

1) X oraz & s3 zbiorami otwartymi.

e ey



-
ZBIORY OTWARTE

Twierdzenie 328
WHtasnosci zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, o).
1) X oraz & s3 zbiorami otwartymi.

2) Jezeli dla kazdego a € A zbidr U, jest zbiorem otwartym to

U Us={xe X :Jaec A x € U,} jest zbiorem otwartym.
acA

e ey



-
ZBIORY OTWARTE

Twierdzenie 328
WHtasnosci zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, o).
1) X oraz & s3 zbiorami otwartymi.

2) Jezeli dla kazdego a € A zbidr U, jest zbiorem otwartym to
U Us={xe X :3aec A x e U,} jest zbiorem otwartym.
acA
n
3) Jezeli dla k € Z, Uy jest otwarty to (| Ux = {x € X :Vk € Z,,x € Uy} jest
k=1
otwarty.
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Twierdzenie 329

WHasnosci zbioréw domknietych w przestrzeni metrycznej (X, o).

1) X oraz & sg zbiorami domknietymi.

2) Jezeli dla kazdego a € A zbiér F, jest zbiorem domknietym to

N Fa={xe X :Vae A x e F,} jest zbiorem domknietym.

acA

3) Jezeli dla k € Z, F jest domkniety to |J Ux ={x € X : 3k € Z,,x € Fy} jest
k=1

domkniety.

Definicja 330

Domknieciem zbioru B nazywamy najmniejszy zbiér domkniety B zawierajacy B.
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Twierdzenie 331

W przestrzeni metrycznej (X, o) kula K(a, r) jest zbiorem otwartym.
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Twierdzenie 331

W przestrzeni metrycznej (X, o) kula K(a, r) jest zbiorem otwartym.

Definicja 332

Jezeli a jest punktem wewnetrznym zbioru U to U nazywamy otoczeniem punktu
a’
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Twierdzenie 331

W przestrzeni metrycznej (X, o) kula K(a, r) jest zbiorem otwartym.

Definicja 332

Jezeli a jest punktem wewnetrznym zbioru U to U nazywamy otoczeniem punktu
a’

za$ U\ {a} naywamy sasiedztwem punktu a.
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Twierdzenie 331

W przestrzeni metrycznej (X, o) kula K(a, r) jest zbiorem otwartym.

Definicja 332

Jezeli a jest punktem wewnetrznym zbioru U to U nazywamy otoczeniem punktu
a7

za$ U\ {a} naywamy sasiedztwem punktu a.

Definicja 333

Méwimy, ze dwie normy || - ||y oraz || - |2 s3 réwnowazne wtedy i tylko wtedy gdy
istnieja state dodatnie K, k takie, ze k|| - ||1 < || - |l < K]| - |]1-

e Orp i) 20
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Twierdzenie 334

Kazde dwie normy na R” s3 réwnowazne.
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Twierdzenie 334

Kazde dwie normy na R” s3 réwnowazne.

Twierdzenie 335

Warunki
Jim 2~ [,,=0,
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Twierdzenie 334

Kazde dwie normy na R” s3 réwnowazne.

Twierdzenie 335
Warunki

lim || a— x|
k—o00

=0,

max

Jim 2= x| =0,
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GRANICE FUNKCJI

Definicja 336

Punktem skupienia zbioru F nazywamy kazdy z punktéw bedacych granica
pewnego ciggu elementéw réznych od tego punktu nalezacych do tego zbioru.
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ZWARTOSC

Definicja 338

Zbidér w przestrzeni metrycznej nazywamy zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
cigg jego elementéw zawiera podciag zbiezny do elementu tego zbioru.
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ZWARTOSC

Definicja 338
Zbidér w przestrzeni metrycznej nazywamy zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
cigg jego elementéw zawiera podciag zbiezny do elementu tego zbioru.

Twierdzenie 339
W przestrzeni R" zbidr jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i

ograniczony.

13 /28
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Definicja 340

Niech bedzie dana funkcja f : D — R™, okreslona w sasiedztwie punktu
a= (313327 .. '7an)'
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Definicja 340
Niech bedzie dana funkcja f : D — R™, okreslona w sasiedztwie punktu
a= (313327 .. '7an)'

Méwimy, ze funkcja f ma granice g = (81,82, ---,8m) Przy x = (X1, X2, ..., Xp)
zmierzajacym do a = (a1, az, ..., a,) jezeli dla kazdego ciagu {x(¥)},cn zawartego

w D takiego, ze lim x(K) = 3
k—o00
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Definicja 340
Niech bedzie dana funkcja f : D — R™, okreslona w sasiedztwie punktu
a= (313327 .. '7an)'

Méwimy, ze funkcja f ma granice g = (81,82, ---,8m) Przy x = (X1, X2, ..., Xp)
zmierzajacym do a = (a1, az, ..., a,) jezeli dla kazdego ciagu {x(¥)},cn zawartego

w D takiego, ze lim x(K)
k—o00

lim f(x) =g.
k—>00

=a
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Definicja 340
Niech bedzie dana funkcja f : D — R™, okreslona w sasiedztwie punktu
a= (313327 .. '7an)'

Méwimy, ze funkcja f ma granice g = (81,82, ---,8m) Przy x = (X1, X2, ..., Xp)

zmierzajacym do a = (a1, az, ..., a,) jezeli dla kazdego ciagu {x(¥)},cn zawartego
w D takiego, ze lim x(K) = 3
k—o00
lim f(x) =g.
k—> 00

Zapisujemy lim f(x) = g.
X—a
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Definicja 341

Méwimy, ze funkcja f : D — R™, gdzie D C R” jest ciagta w punkcie
a= (a1, as,...,a,) €D jezeli
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Definicja 341

Méwimy, ze funkcja f : D — R™, gdzie D C R” jest ciagta w punkcie
a=(a1,az,...,an) € D jezelif(a) = lim f(x).
X—a
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Definicja 341
Méwimy, ze funkcja f : D — R™, gdzie D C R” jest ciagta w punkcie
a=(a1,az,...,an) € D jezelif(a) = lim f(x).

X—a

Twierdzenie 342

Funkcja ciggta na zbiorze zwartym osiagga swoje kresy.

e Orpr )2
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GRANICE FUNKCJI

Twierdzenie 343
Jezeli istnieja granice lim f(x) oraz lim g(x) to istnieja granice
X—a X—a
lim (£(x) + g()). lim (F(x) — g(x)) jese
f: D — R to takze istnieje lim (f(x) - g(x)).
X—a

e Orp i) 2



-
GRANICE FUNKCJI

Twierdzenie 343
Jezeli istnieja granice IiLn f(x) oraz Iigw g(x) to istnieja granice
lim (f(x) + g(x)), lim(f(x) — g(x)) jezeli
X—a X—a
f: D — R to takze istnieje lim (f(x) - g(x)).
X—ra

Ponadto zachodza wzory
lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
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lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x)

X—ra X—ra X—ra

9 maja 2017 16 / 28



-
GRANICE FUNKCJI

Twierdzenie 343
Jezeli istnieja granice IiLn f(x) oraz Iigw g(x) to istnieja granice
lim (f(x) + g(x)), lim(f(x) — g(x)) jezeli
X—a X—a
f: D — R to takze istnieje lim (f(x) - g(x)).
X—ra

Ponadto zachodza wzory
lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

im (F(x) — 8()) = lim £(x) ~ lim ()

fim (09 8(9) = fim £ im 5

Jezeli f,g: D — R, i istnieja granice lim f(x) oraz lim g(x) # 0 to istnieje
X—a X—a

i FO) G )
granica lim —— oraz lim == .
xwag(x)  xmag(x)  lim g(x)
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POCHODNA KIERUNKOWA

Definicja 344

Niech dana bedzie funkcja f : D — R, gdzie D jest zbiorem otwartym w R”" i
niech (a1, as,...a,) € D bedzie ustalonym punktem zag v = [vi, va, ..., v,]
wektorem w R”.
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Definicja 344
Niech dana bedzie funkcja f : D — R, gdzie D jest zbiorem otwartym w R”" i
niech (a1, as,...a,) € D bedzie ustalonym punktem zag v = [vi, va, ..., v,]
wektorem w R”.
1
Jezeli istnieje granica hlimo E(f(a + hv) — f(a)) to nazywamy ja pochodna
—

kierunkowa funkcji f w punkcie a w kierunku wektora v. Oznaczamy ja (Dyf)(a).
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POCHODNA KIERUNKOWA

Definicja 344

Niech dana bedzie funkcja f : D — R, gdzie D jest zbiorem otwartym w R”" i
niech (a1, as,...a,) € D bedzie ustalonym punktem zag v = [vi, va, ..., v,]
wektorem w R”.

1
Jezeli istnieje granica hlimo E(f(a + hv) — f(a)) to nazywamy ja pochodna
—

kierunkowa funkcji f w punkcie a w kierunku wektora v. Oznaczamy ja (Dyf)(a).

Pochodna funkcji wzgledem osi /' nazywamy pochodna w kierunku wersora tej osi.
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Definicja 345

Niech ey bedzie k-tym wektorem bazy kanonicznej w R".
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Definicja 345

Niech ey bedzie k-tym wektorem bazy kanonicznej w R".

Pochodng czastkowa po k-tej zmiennej funkcji f : D — R w punkcie a € D,
gdzie D jest zbiorem otwartym w R" nazywamy (D, f)(a).

f
Oznaczamy ja g—Xk(a).

e OrEp )20
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Definicja 346

Niech dana bedzie funkcja
f:D>3(x1,x2,...,%n) — (A(x), 2(x),..., fn(x)) € R™,
gdzie D C R" i niech (a1, a,,...,a,) € D bedzie ustalony.

e OrEpar D)2
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Definicja 346

Niech dana bedzie funkcja

f:D>3(x1,x2,...,%n) — (A(x), 2(x),..., fn(x)) € R™,
gdzie D C R" i niech (a1, a,,...,a,) € D bedzie ustalony.

Jezeli istnieje odwzorowanie liniowe
d,f : R" — R™ takie, ze

e h) — £(3) — (dF)(R) |
1hl|—0 | Al
to nazywamy go pochoda odwzorowania f w punkcie a.

=0

e OrEpar D)2
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POCHODNA | POCHODNE CZASTKOWE

Twierdzenie 347

Jezeli funkcja ma pochodng w punkcie a to jest w tym punkcie ciagta i istnieja
pochodne czastkowe w punkcie a.
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Twierdzenie 347

Jezeli funkcja ma pochodng w punkcie a to jest w tym punkcie ciagta i istnieja
pochodne czastkowe w punkcie a.

Twierdzenie 348

Jezeli funkcja ma pochodne czastkowe w otoczeniu punktu a i sa one ciagte w

tym punkcie to w tym punkcie istnieje pochodna funkgcji f i
n

of
dof (b oy b)) =3 2 (a) - hy.
((h1, ha ) /=218X/(a) I
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Twierdzenie 347

Jezeli funkcja ma pochodng w punkcie a to jest w tym punkcie ciagta i istnieja
pochodne czastkowe w punkcie a.

Twierdzenie 348

Jezeli funkcja ma pochodne czastkowe w otoczeniu punktu a i sa one ciagte w

tym punkcie to w tym punkcie istnieje pochodna funkgcji f i
n

of
dof (b oy b)) =3 2 (a) - hy.
((h1, ha ) /=218X/(a) I

Definicja 349

Funkcje, ktéra ma pochodna w kazdym punkcie obszaru D nazywamy
rézniczkowalna w obszarze D.
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Twierdzenie 350

Jezeli f : Df — R™, i g : Dy — RP, gdzie f(Df) C Dy C R™ sa rézniczkowalne
to istnieje d(g o f) oraz zachodzi wzér d,(g o ) = dr(a)g © daf.
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Twierdzenie 350

Jezeli f : Df — R™, i g : Dy — RP, gdzie f(Df) C Dy C R™ sa rézniczkowalne
to istnieje d(g o f) oraz zachodzi wzér d,(g o ) = dr(a)g © daf.

Twierdzenie 351

Jezeli f : Df — R™, jest rézniczkowalna to
n Of
Dyf(a) = (d.f)v = > a—(a)vk.
Xk
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Definicja 352
Zatézmy, ze funkcja f : D 3 (x1, X2, ..., Xp) — f(x) € R, gdzie D C R" ma
pochodna czastkowa £, (x) = aa—:/(x) Definiujemy
o*f  Of
Ox, 0x;  Oxp
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Twierdzenie 353
O%f 0%f
Ox, Ox1" Ox) Oxp

Jezeli istnieja pochodne czastkowe i sa ciagte w jakim$ punkcie

to sa w tym punkcie réwne.
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Twierdzenie 353
O%f 0%f
Ox, Ox1" Ox) Oxp

Jezeli istnieja pochodne czastkowe i sa ciagte w jakim$ punkcie

to sa w tym punkcie réwne.

e e e
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Definicja 354
Niech dana bedzie funkcja f : Dy — R, gdzie Dy C R. Méwimy, ze funkcja f ma
w punkcie a maksimum (minimum) lokalne jezeli istnieje S sasiedztwo punktu a

takie,ze Vx € S f(x) < f(a) (f(x) > f(a)).
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Definicja 353
Niech dana bedzie funkcja f : Dy — R, gdzie Dy C R. Méwimy, ze funkcja f ma
w punkcie a maksimum (minimum) lokalne jezeli istnieje S sasiedztwo punktu a

takie,ze Vx € S f(x) < f(a) (f(x) > f(a)).
Jezeli funkcja f ma w punkcie a maksimum lub minimum to méwimy ze ma ona w
tym punkcie ekstremum.
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Definicja 352
Niech dana bedzie funkcja f : Dy — R, gdzie Dy C R. Méwimy, ze funkcja f ma
w punkcie a maksimum (minimum) lokalne jezeli istnieje S sasiedztwo punktu a

takie,ze Vx € S f(x) < f(a) (f(x) > f(a)).
Jezeli funkcja f ma w punkcie a maksimum lub minimum to méwimy ze ma ona w
tym punkcie ekstremum.
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Twierdzenie 353

Niech dana bedzie funkcja rézniczkowalna f : Df — R. Warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest zerowanie sie w tym punkcie
wszystkich pochodnych czastkowych.
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Twierdzenie 354

Niech dana bedzie funkcja f : R? > Df — R klasy C? w otoczeniu punktu a.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest
zerowanie sie w tym punkcie wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego

5oa) g (a)
rzedu i to aby W = det < g%(i dgz‘?’ ) byt wiekszy od zera
ayax(a) aT,Z(a)
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Twierdzenie 354

Niech dana bedzie funkcja f : R? > Df — R klasy C? w otoczeniu punktu a.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest
zerowanie sie w tym punkcie wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego

62f(a) 9°f (a)
rzedu i to aby W = det axi dgzay byt wiekszy od zera
ayax(a) 8y? (3)

przy czym jesli g;( ) > 0 to w punkcie a jest minimum, jesli axz( a)<0tow
punkcie a jest maksimum.
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Twierdzenie 354

Niech dana bedzie funkcja f : R? > Df — R klasy C? w otoczeniu punktu a.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest
zerowanie sie w tym punkcie wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego

62f(a) 9°f (a)
rzedu i to aby W = det axi dgzay byt wiekszy od zera
ayax(a) 8y? (3)

przy czym jesli g;( ) > 0 to w punkcie a jest minimum, jesli axz( a)<0tow
punkcie a jest maksimum.

Jezeli W < 0 to w punkcie a nie ma ekstremum.
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Twierdzenie 354

Niech dana bedzie funkcja f : R? > Df — R klasy C? w otoczeniu punktu a.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest
zerowanie sie w tym punkcie wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego

62f(a) 9°f (a)
rzedu i to aby W = det axi dgzay byt wiekszy od zera
ayax(a) 8y? (3)

przy czym jesli g;( ) > 0 to w punkcie a jest minimum, jesli axz( a)<0tow
punkcie a jest maksimum.

Jezeli W < 0 to w punkcie a nie ma ekstremum.

Jezeli W = 0 to w punkcie a moze by¢ ekstremum lub moze go nie by¢.
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Twierdzenie 354

Niech dana bedzie funkcja f : R? > Df — R klasy C? w otoczeniu punktu a.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji f w punkcie a jest
zerowanie sie w tym punkcie wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego

62f(a) 9°f (a)
rzedu i to aby W = det axi dgzay byt wiekszy od zera
ayax(a) 8y? (3)

przy czym jesli g;( ) > 0 to w punkcie a jest minimum, jesli axz( a)<0tow
punkcie a jest maksimum.

Jezeli W < 0 to w punkcie a nie ma ekstremum.

Jezeli W = 0 to w punkcie a moze by¢ ekstremum lub moze go nie by¢.
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Twierdzenie 355

Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe pierwszego rzedu.
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Twierdzenie 355

Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe pierwszego rzedu.

Jezeli F(xo, y0) = 0 oraz 2—5

istnieje V' otoczenie punktu yp takie, ze Va € U istnieje doktadnie jedno b € V
takie, ze F(a, b) = 0.

(x0, ¥0) # 0 to istnieje U otoczenie punktu xg i
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Twierdzenie 355

Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe pierwszego rzedu.

Jezeli F(xo, y0) = 0 oraz 2—5

istnieje V' otoczenie punktu yp takie, ze Va € U istnieje doktadnie jedno b € V
takie, ze F(a, b) = 0.

(x0, ¥0) # 0 to istnieje U otoczenie punktu xg i

Ponadto funkcja y : U — V okreSlona przez réwnanie F(x, y(x)) = 0 ma
pochodna

F/

F

!

y:
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Twierdzenie 356

Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe drugiego rzedu.
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Twierdzenie 356
Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe drugiego rzedu.

o OF L . .
Jezeli F(xo,y0) = 0 oraz 8—(Xg,y0) = 0 to istnieje U otoczenie punktu X i

istnieje V' otoczenie punktu yp takie, ze Va € U istnieje dokfadnie jedno b € V
takie, ze F(a, b) = 0.
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Twierdzenie 356

Niech dana bedzie funkcja F : D — R, gdzie D C R? majaca ciagte pochodne
czastkowe drugiego rzedu.

F .
Jezeli F(xo,y0) = 0 oraz %(Xg,yo) = 0 to istnieje U otoczenie punktu X i

y
istnieje V' otoczenie punktu yp takie, ze Va € U istnieje dokfadnie jedno b € V
takie, ze F(a, b) = 0.

Ponadto funkcja y : U — V okre$lona przez réwnanie F(x,y(x)) = 0 ma druga
pochodna

| FUL(R)? — 2FL FLF) + Flj (FL)

(F)?

/A

y
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