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Zadanie 1. Rozwiaza¢ nastepujace rownanie rozniczkowe
w1+ 9% +y(l+ a2 =

(I.Réwnanie w postaci ¢y’ = f(z), z € (a,b), f € C((a,b)).
Wtedy przez kazdy punkt pasa {(z,y) € R%, z € (a,b), y € R}
przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie, tzn. nastepujacy problem Cauchy’ego

y' = f(x)
y(zo) = yo

x
ma doktadnie jedno rozwiazanie dane wzorem y = yo + f f(s)ds.
0
II.Réwnanie w postaci ¥’ = f(y), y € (¢,d), f € C((c,d)).
Wtedy przez kazdy punkt pasa {(z,y) € R?, z € R, y € (¢,d)}
przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie.

III. R6éwnanie zwyczajne rzadu pierwszego o zmiennych rozdzielonych
Jesli f1(x)i f2(y) sa ciagle dla © € (a,b), y € (¢, d) odpowiednio

i jezeli funkcja f2(y) # 0 dla y € (¢, d), to przez kazdy punkt prostokata

(a,b) X (c,d) przechodzi dokladnie jedno rozwigzanie réwnania vy’ = fi(z)f2(y).
Inaczej méwiac nastkepujacy problem Cauchy’ego

)

y(zo) = Yo

{ y' = fi(z)f2(y)

ma dokladnie jedno rozwigzanie.)

Zadanie 2. Sprowadzi¢ nastepujace rownanie rézniczkowe do réwnania o zmiennych rozdzie-

2y = 3y — 2o — 2\/zy — 22.

Zadanie 3. Rozwiaza¢ rownanie jednorodne

= () 4

(IV. Réwnanie jednorodne wzglgdem zmiennych z,y, tzn. réwnanie postaci y’ = f(¥),

lonych.

gdzie f jest funkcja ciagla w pewnym przedziale i zalezy tylko od ilorazu % oraz = # 0. Podstaiwnie y = zz.)

Zadanie 4. Rozwiaza¢ nastepujace rownanie rézniczkowe liniowe jednorodne

dy | 2, _
dz + Y= 0
(V. Réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne y’ = —p(z)y,
gdzie funkcja p(z) jest ciagla w przedziale (a,b).
Przy zalozeniu y # 0 zapisujemy w postaci %y = —p(z)dz,

— d,.
mamy wtedy |y| = Cre fp(z) 7.0 > 0.
Poniewaz y = 0 jest tez rozwigzaniem szczegdlnym rozwazanego réwnania
réziczkowego liniowego jednorodnego, wiec dokladajac je mamy wzoér na rozwigzanie
ogdélne tego réwnania
- d
y = Ce fp(z) I,CE]R.)
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Zadanie 5. Metodg przewidywania rozwigzaé¢ réwnanie rézniczkowe
y' + 1y = cos2x.

Zadanie 6. Rozwiaza¢ rownanie liniowe i zagadnienie poczatkowe

y —NnZ _|_ 3, y( ) O .
( VI.R6wnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne

¥ +p(x)y = q(x), g(x) #0,

gdzie funkcje p(z), q(y) sa ciagle w przedziale (a, b)
Nastepujacy problem Cauchy’ego

)

y(zo) = Yo

{ y = —p(x)y + q(x)

ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktére jest okreslone na calym przedziale (a,b).
Metody rozwigzania:
1. uzmienniania statej,

2. przewidywania)

Zadanie 7. Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe
dy _ 2
vl +y=zy Inumx.

Zadanie 8. Rozwiaza¢ rownanie liniowe i zagadnienie poczatkowe
a. y = —dy —dyz, y(1) =0,
b. v = —dy + 4tyz, y(0) = 0.

(VIIL. Réwnanie Bernoulliego)
Réwnanie rozniczkewe Bernoulliego — rownanie rozniczkowe postaci:

dy n
o +p(x)y + g(z)y" =0

gdzie p(:r,), q(:{;) c C(g_., b)_ Dian € 0, 1, réwnanie Bernoulliego upraszcza sie do réwnania liniowego.

Aby rozwigzac rownanie Bernoulliego nalezy podzieli¢ obie strony réwnania przez y“, otrzymujemy wiedy:
1 dy
yrdx

Nastepnie wprowadzamy pomocnicza zmienna zalezng » — 4,1~ ™. Wéwczas 3’ = (1- n)y_“y!-

+p(2)y' " +q(x) =0

Wstawiajac te zmienng i jej pochodna do powyzZszego rownania otrzymujemy:

1 d=

Ty TP +a) =0

ktore jest rownaniem liniowym nigjednorodnym.
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1. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE I RZEDU, ZADANIA DODATKOWE

Rozwigzaé rownania
d
(@) 2 =2+t
x T T
x—1
(b) 2% y=ae=z |
ay” 1
(c) 2% e+ ¥ = = cos? t,
dt ) t y
(@ v + —y = cos 2z,
8 4
() 2y’ +yetge = —— 2,
Yy
(f) 3zy’ —y =322y*Inz,
ay,,
dx p
(h) z(1+eY)— eyd— =0,

:y7

() 2yy’ —y? —2=0,

. Yy
G) ¥ +==u,
z 2
&) ¢ +y=",
y2
W v+ 2="
myy YT
T 2 +1°
)

(n) yz¥~"ldz + z¥Inady =0,

(o) yy' +y* =€

Znalezé calke szczegllna réwnania sin z cos 2ydz + cos z sin 2ydy = 0 spelniajaca warunek poczatkowy y(0) =
Rozwiazaé nastepujace zagadnienie:

2y’ +2y —e?* =0, 2 #0
y(1) =0 '

Rozwiazaé nastepujace zagadnienie:
3
2y —ytge = 1, # 5 +kn, keZ
y(0)=1
Rozwiazaé nastepujace zagadnienie:
y/ _ 9x2y — ($5 +:L’2) 3 y2 ‘
y(1) =38

Rozwigzaé nastepujace zagadnienie:

Y +2%=-3znz, x>0
yle) =2

Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania zy’ — y = x2e~ 2% przy warunku y(1) = 1.
Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania y’ = y cost przy warunku y(0) = 1.
Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania y’' +y = Z—; przy warunku y(0) = 1.
Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania y’ +y = xy~6 przy warunku y(0) = 2.
Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania y’ +y = % przy warunku y(0) = 1.

Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (z + y?)dz + 2zydy = 0 przy warunku poczatkowym y(1) =

Rozwiazaé¢ réwnanie y' + Q?y = yQI“TZ z warunkiem poczatkowym y(1) = 4.

Rozwiazaé¢ réwnanie zy’ — 4y = 22,/y z warunkiem poczatkowym y(1) = 1.
Rozwiaza¢ réwnanie y' + zy = y% przy warunku y(0) = 2.

Rozwazaé réwnanie liniowe niejednorodne % — ¥ =tcost, t#0.

2
Znalez¢ rozwigzanie ogélne réwnania zupelnego (ﬁ + 2) dt + %dm =0.
Znalezé rozwigzanie ogélne réwnania Bernoullego o 4 2z = z2et.

s
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2. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE II RZEDU

Zadanie 1. Rozwigz rownanie
v Ly
y'— 2y =0
gdzie z € R\ {0}.

Zadanie 2. Rozwigzaé nastepujace rownanie rozniczkowe lintowe jednorodne rzedu dro-

giego o stalveh wspolezynnikach

y' =2y +y=0.

Zadanie 3. Rozwigzad nastepujgee rownanie rozniczkowe liniowe niejednorodne rzedn

drugiego metody przewidywania
Y -2 +y =2

Zadanie 4. Rozwigzaé nastepujace rownanie rozniczkowe liniowe jednorodne rzedu dro-
oiegn
y' +4y + 13y = 0.

Rozwiaza¢ rownania

sa. " — 3y’ = 3e* cost — e¥sint, y(0) =0, y'(0)=—2:
sh. " — 3y = (6t —5)e*, y(0)=1, ¥'(0)= —4:
se. Y — 3y = (6t +2)e*, y(0)=0, ¥'(0)=-3.

6a. Yy’ + 8y + 16y =2, y(0) =1, y'(0)= -3
6b. ' 4+ 8y + 16y = —e Y cost + 3e Ysint, y(0) =2, ¥/ (0) = —12
6e. Y + 8y + 16y = (—4t +4)e %, y(0) =4, y'(0) = —14.

7a. Y+ 2y +2y = —-3e 'sin2t, y(0)=1, ¥(0)=0;
7h. ¥ 4+ 2y + 2y = -2, y(0)=2, y'(0)=—-1.
7. Y 4+ 2y + 2y = —2e'sint, y(0)=1, ¢(0)=-1.



2.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne II rzedu,

Zadanie 8.

Rozwigza¢ rownania

T

(a) y' +y =2 —e",

t y//+4y/+4y — 6—2957

zadania dodatkowe.
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