
Zadanie 1. Rozwiązać następujące równanie różniczkowe

x(1 + y2) + y(1 + x2) dy
dx
= 0.

(I.Równanie w postaci y′ = f(x), x ∈ (a, b), f ∈ C((a, b)).
Wtedy przez każdy punkt pasa {(x, y) ∈ R2, x ∈ (a, b), y ∈ R}
przechodzi dokładnie jedno rozwiązanie, tzn. następujący problem Cauchy’ego{

y′ = f(x)
y(x0) = y0

,

ma dokładnie jedno rozwiązanie dane wzorem y = y0 +
x∫
x0

f(s) ds.

II.Równanie w postaci y′ = f(y), y ∈ (c, d), f ∈ C((c, d)).
Wtedy przez każdy punkt pasa {(x, y) ∈ R2, x ∈ R, y ∈ (c, d)}
przechodzi dokładnie jedno rozwiązanie.

III.Równanie zwyczajne rządu pierwszego o zmiennych rozdzielonych
Jeśli f1(x) i f2(y) są ciągłe dla x ∈ (a, b), y ∈ (c, d) odpowiednio
i jeżeli funkcja f2(y) 6= 0 dla y ∈ (c, d), to przez każdy punkt prostokąta
(a, b)× (c, d) przechodzi dokładnie jedno rozwiązanie równania y′ = f1(x)f2(y).
Inaczej mówiąc nastkepujący problem Cauchy’ego {

y′ = f1(x)f2(y)
y(x0) = y0

,

ma dokładnie jedno rozwiązanie.)

Zadanie 2. Sprowadzić następujące równanie różniczkowe do równania o zmiennych rozdzie-
lonych.

xy′ = 3y − 2x− 2
√
xy − x2.

Zadanie 3. Rozwiązać równanie jednorodne

y′ =
(
5y−4t
t

)4
5 + y

t
.

(IV. Równanie jednorodne względem zmiennych x, y, tzn. równanie postaci y′ = f( y
x
),

gdzie f jest funkcją ciągłą w pewnym przedziale i zależy tylko od ilorazu y
x
oraz x 6= 0. Podstaiwnie y = zx.)

Zadanie 4. Rozwiązać następujące równanie różniczkowe liniowe jednorodne
dy
dx
+ 2

x
y = 0

(V. Równanie różniczkowe liniowe jednorodne y′ = −p(x)y,
gdzie funkcja p(x) jest ciągła w przedziale (a, b).

Przy założeniu y 6= 0 zapisujemy w postaci dy
y
= −p(x)dx,

mamy wtedy |y| = C1e
−
∫
p(x) dx

, C1 > 0.
Ponieważ y = 0 jest też rozwiązaniem szczególnym rozważanego równania
różiczkowego liniowego jednorodnego, więc dokładając je mamy wzór na rozwiązanie
ogólne tego równania

y = Ce
−
∫
p(x) dx

, C ∈ R.)
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Zadanie 5. Metodą przewidywania rozwiązać równanie różniczkowe

y′ + y = cos 2x.

Zadanie 6. Rozwiązać równanie liniowe i zagadnienie początkowe

y′ = −5y
t
+ 2

t3
, y(1) = 0.

(VI.Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne

y′ + p(x)y = q(x), q(x) 6= 0,

gdzie funkcje p(x), q(y) są ciągłe w przedziale (a, b)
Następujący problem Cauchy’ego {

y′ = −p(x)y + q(x)
y(x0) = y0

,

ma dokładnie jedno rozwiązanie, które jest określone na całym przedziale (a, b).

Metody rozwiązania:

1. uzmienniania stałej,

2. przewidywania)

Zadanie 7. Rozwiązać równanie różniczkowe

x dy
dx
+ y = xy2 ln x.

Zadanie 8. Rozwiązać równanie liniowe i zagadnienie początkowe

(VII. Równanie Bernoulliego)



1. Równania różniczkowe zwyczajne I rzędu, zadania dodatkowe

Zadanie 1. Rozwiązać równania

(a)
dy

dx
=
y

x
+ tg

y

x
,

(b) x2
dy

dx
− y = x2e

x−1
x ,

(c) 2
dy

dt
ln t+

y

t
=
1
y
cos2 t,

(d) y′ +
1
x
y = cos 2x,

(e) 2y′ + yctgx =
8 cos4 x

y
,

(f) 3xy′ − y = 3x2y4 lnx,

(g)
dy

dx
ex = y,

(h) x(1 + ey)− ey
dy

dx
= 0,

(i) 2yy′ − y2 − x = 0,
(j) y′ +

y

x
= x,

(k) y′ + y =
x2

y
,

(l) y′ +
y

x
=
y2

x
,

(m) y′ −
y

x
=

x

x2 + 1
,

(n) yxy−1dx+ xy lnxdy = 0,
(o) yy′ + y2 = ex.

Zadanie 2. Znaleźć całkę szczególną równania sinx cos 2ydx+ cosx sin 2ydy = 0 spełniającą warunek początkowy y(0) = π
6 .

Zadanie 3. Rozwiązać następujące zagadnienie: {
xy′ + 2y − e2x = 0, x 6= 0

y(1) = 0
.

Zadanie 4. Rozwiązać następujące zagadnienie:{
2y′ − y tg x = −y

3

cos x , x 6=
π
2 + kπ, k ∈ Z

y(0) = 1
.

Zadanie 5. Rozwiązać następujące zagadnienie: {
y′ − 9x2y = (x5 + x2) 3

√
y2

y(1) = 8
.

Zadanie 6. Rozwiązać następujące zagadnienie: {
y′ + y

x
= −3x lnx, x > 0
y(e) = 2

.

Zadanie 7. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania xy′ − y = x2e−2x przy warunku y(1) = 1.
Zadanie 8. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania y′ = y cos t przy warunku y(0) = 1.

Zadanie 9. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania y′ + y = x2

y2
przy warunku y(0) = 1.

Zadanie 10. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania y′ + y = xy−6 przy warunku y(0) = 2.
Zadanie 11. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania y′ + y = x

y
przy warunku y(0) = 1.

Zadanie 12. Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania (x+ y2)dx+ 2xydy = 0 przy warunku początkowym y(1) = 2.
Zadanie 13. Rozwiązać równanie y′ + 2y

x
= y2 ln x

x
z warunkiem początkowym y(1) = 4.

Zadanie 14. Rozwiązać równanie xy′ − 4y = x2√y z warunkiem początkowym y(1) = 1.
Zadanie 15. Rozwiązać równanie y′ + xy = x

y3
przy warunku y(0) = 2.

Zadanie 16. Rozwązać równanie liniowe niejednorodne dy
dt
− y

t
= t cos t, t 6= 0.

Zadanie 17. Znaleźć rozwiązanie ogólne równania zupełnego
(

t
sin x + 2

)
dt+ (t

2+1) cos(x)
cos 2x−1 dx = 0.

Zadanie 18. Znaleźć rozwiązanie ogólne równania Bernoullego x′ + 2x = x2et.



2. Równania różniczkowe zwyczajne II rzędu

Rozwiązać równania



2.1. Równania różniczkowe zwyczajne II rzędu, zadania dodatkowe.

Zadanie 8. Rozwiązać równania
(a) y′′ + y′ = x2 − e−x,
(b) y′′ + y = sinx,
(c) y′′ − 4y = x2 + x,
(d) y′′ − y′ − 2y = sin 2x,
(e) y′′ − 6y′ + 13y = 25 sin(2t),
(f) y′′ − 3y′ + 2y = x2,
(g) y′′ + 9y = x2 + 3,
(h) y′′ + 4y = 2 cos 3x,
(i) y′′ + 4y′ = 1 + x,
(j) y′′ − 4y′ + 4y = xe2x,
(k) y′′ + 2y′ + 2y = e2x + 1,
(l) y′′ + 5y′ + 6y = ex,
(m) y′′ + 3y′ = e−3x,
(n) y′′ − 6y′ + 10y = cos 2x,
(o) y′′ + 4y′ + 5y = 2 sin 2x,
(p) y′′ + 3y′ = 3−3x,
(q) y′′ − 5y′ − 7y = sinx,
(r) y′′ − 4y′ + 3y = x2 + 1,
(s) y′′ + 6y′ + 9y = e−3x,
(t) y′′ + 4y′ + 4y = e−2x,
(u) x′′ − 5x′ = 3t2,
(v) xy′′ − y′ = 0.
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