
Lista 1

I Zagadnienia wst¦pne i funkcje jednej zmiennej.

1. Wyznacz dziedzin¦ funkcji:
Dziedzin¡ funkcji f : R → R nazywamy zbiór Df tych x ∈ R, dla których mo»na obliczy¢ warto±¢ f(x).

a) f(x) =
√
x

x2−1 ,

b) g(x) = log5 | cosx|.

2. Znajdz zbiory warto±ci funkcji:

a) f(x) = x2 + 2x+ 2,

b) g(x) = sin 2x+ cos 2x,
wskazówka: cosα = sin

(
π
2 − α

)
, sinα + sin β = 2 sin α+β2 cos α−β2 .

3. Zbada¢ czy podane funkcje s¡ ograniczone z doªu , s¡ ograniczone z góry, s¡ ograniczone na wskazanych
zbiorach:

a) f(x) = 1− x5, R,
b) g(x) = 3− sinx, [0, 2π).

4. Korzystaj¡c z de�nicji uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ monotoniczne na wskazanych zbiorach:

a) f(x) = 2x, R,
b) g(x) = x3 + x2 + x+ 1, [0,∞),
c) h(x) = x+ 1

x
, (0,∞).

Funkcja f jest rosn¡ca (niemalej¡ca) na zbiorze X ⊆ Df , je±li dla dowolnych x1, x2 ∈ X z warunku x1 < x2 wynika nierówno±¢

f(x1) < f(x2) (f(x1) ¬ f(x2)).

podobnie okre±la si¦ funkcj¦ malej¡c¡ oraz nierosn¡c¡. Funkcja jest monotoniczna na zbiorze, gdy jest rosn¡ca, niemalej¡ca lub nierosn¡cana tym zbiorze.

5. Napisa¢ wzory funkcji zªo»onych f ◦ f, f ◦ g, g ◦ f, g ◦ g, oraz okre±li¢ ich dziedziny:

a) f(x) = x3, g(x) = 3x,

b) f(x) = −2x, g(x) = log x.
c) f(x) = 1

x
, g(x) = x4,

d) f(x) = 1
x+3 , g(x) =

1
x+4 ,

e) f(x) = |x+ 1|, g(x) =
√
x,

f) f(x) = x2, g(x) =
√
x.

Zªo»eniem funkcji f i g nazywamy funkcj¦ g ◦ f okre±lon¡ wzorem (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

6. Uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ ró»nowarto±ciowe na wskazanych zbiorach:

a) f(x) = x4, (−∞, 0],

b) f(x) = x
2+3
x2+1 , [0,∞).

7. Znale¹¢ funkcje odwrotne do funkcji:

a) f(x) = 1
3x+9 ,

b) f(x) = 4−
√
x+ 1.

De�nicja: Niech funkcja f : X → Y, b¦dzie na i ró»nowarto±ciowa. Funkcj¡ odwrotn¡ do f nazywamy funkcj¦

f−1 : Y → X, okre±lon¡ warunkiem

f
−1(y) = x ⇔ y = f(x).

8. Upro±¢ wyra»enia

a) x+ |3− x|+ 5|x− 1|, gdy 1 < x < 3,

b) |x− 1|+ |x+ 2|+ |x|, gdy x < −2,
c) |x− 2|+ x

|x| − 2|x|, gdy x < −1.

9. a) Rozwi¡» równanie |x− 3|+ |x− 5| = 6.



b) Rozwi¡» nierówno±¢ ||2x− 1| − 2| > 3.
c) Rozwi¡» ukªad równa«: {

|x+ 2|+ |y − 3| = 4,
|x+ 2| = 3y − 3 .

10. Korzystaj¡c z interpretacji geometrycznej |x− a| zaznacz na osi liczbowej R rozwi¡zania nierówno±ci

a) |5x− 1| ¬ 10, b) 1
2 |2− x| > 3, c) |3x− 2| < 4, d) |3− 2x|  8.

11. Rozwi¡» równanie

a)
(
1
3

)4x−3
= 9, b) 2 · 22x − 3 · 2x = −1, c)

(√
3
)x − 3

√
3 = 0, d) 4x + 2x+1 = 3.

12. Rozwi¡za¢ równanie 7 · 3x+1 − 5x+2 = 3x+4 − 5x+3.

13. Rozwi¡za¢ równanie 3x+1 + 3x−1 + 3x−2 = 5x + 5x−1 + 5x−2.

14. Rozwi¡» nierówno±ci wykªadnicze

a) 54x−2 < 252−x, b) 0.5
2x+1
2x < 0.0625, c) 2x+4 + 2x+5 + 5 · 2x+2 < 68.

15. Dla jakich argumentów funkcja f(x) =
(
3
4

)4x−5
przyjmuje warto±ci wi¦ksze ni» funkcja

g(x) =
(
16
9

)2x+1
?

16. Rozwi¡za¢ równanie

x2 − |7x| = 0.

17. Rozwi¡za¢ nierówno±¢

a)

4x− 5 < x|x|,

b)

x2 + 9 > |3x| − 3x,

c)

(2x2 + 1)|2x− 1| < 3(2x− 1).

18. Naszkicowa¢ wykres funkcji

f(x) = (3− |x|)(x+ 1).

19. Dla jakich warto±ci parametru k równanie

(k − 2)x2 − 4x+ k + 1

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie?

20. Na pªaszczy¹nie Oxy narysowa¢ zbiory: A, B, A ∩B, A ∪B, A \B, B \A je±li

A = {(x, y) : x2 + (y − 2)2 ¬ 4},

B = {(x, y) : y > x2 + 4}.

21. Rozwi¡za¢ nierówno±¢



a) (
1
2

)x−1
x+2  4,

b)

log3(sinx) ¬ − 13 dla x ∈ (0, π),

c)

log2 5− log2(x− 5) > 2.

22. Rozwi¡za¢ równanie

a) (
1
36

)x
216x

2−2 = 16 ,

b)

5x
2
+ 5x

2+1 + 5x
2+2 + 5x

2+3 = 780 · 5x−1,

c)

log5(x+
√
x) + log5(x−

√
x) = 0.

23. Rozwi¡za¢ równanie
√
x+ 2(|x− 3| − |x+ 1|+ 4) = 0.

24. Narysowa¢ wykres funkcji

f(x) =
|x| − 4
x− 4

,

a nast¦pnie rozwi¡za¢ gra�cznie nierówno±¢ f(x) > 0.

25. Dla jakich warto±ci x z przedziaªu (−∞, 13 〉 speªniona jest nierówno±¢

(9x2 − 3x− 1)|3x− 1|
9x2 − 1

 1?

26. Rozwi¡za¢ nierówno±¢

a)

4x2 − 1 ¬ 2x|2x− 1|,

b)
|2x− 1|
2x− 1

+
x+ 1
|x+ 1|

 0,

c) ∣∣∣∣8x3 − 14x2 − 1

∣∣∣∣ < 2x2 + 2x+ 1,
d)

25x2 + 1
5x

>
25x2

5x+ 1
,



e)

1− 1
x
 0.

27. Dla jakiej warto±ci parametru m równanie

mx2 −mx+ 1−m = 0

ma dwa ró»ne pierwiastki dodatnie.

28. Wyka» »e dla ka»dego x ∈ R prawdziwa jest nierówno±¢

ax + a−x  2.

29. Na pªaszczy¹nie Oxy narysowa¢ zbiory A, B, A ∩B, A ∪B,A \B,B \A, je±li

A = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R, x+ y  −1},

B = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R, x2 + y2 ¬ 1}.

30. Rozwi¡za¢ równanie

a)

2 + log2 x =
6

1 + log2 x
,

b)

(
√
2)8x − 11 · 16−x = 10,

c)

4
√
x + 4 · 2

√
x = 12,

d)
log3[log5 (22x + 7)] = 0,

e)

81
1
x+1 − 8 · 81

1
2x+2 + 15 = 0,

f)

logx(2 −
√
x) =

1

2
.

31. Rozwi¡za¢ nierówno±¢

a) ( 4
5

)x2
>

(√
4

5

)x
,

b)

2x+2 − 3x+1 < 2x,

c)

4x
2
> 2x

2+2 − 8,

d)
log 1
2
(2x − 1) > 1.


