3s

4.

5

2 9,2 /4
a) /] B+l dz, (b) / tgxdz,
72
(d) / x sinz dz,
% /2
(g) / 2(22° 4+ 4)%dz, (h) / V9 —a2dz, (i) / sinz cosz d.
0 0

() F(J-,):/'rc(uﬁ)‘dt, ®) F(a:):/l B, (o) Fe
lsinz OH-IZ 1+a22

) F(z):/ A-#)ydt, (e) F(z)= VIiTid, (f) F(z):/ 2t
0 : 4

(g) F(z) = /r t=2dt.

Calka oznaczona.

Obliczy¢ nastepujace calki oznaczone:

1
(c)/ arctgx dz,
0

2
/ ln—lrll (f)/ ze dx
o

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji:
22

tsintdt,

1

Obliczy¢ nastepujace catki oznaczone:

() S etz
(b) f3 23T + 2dx
()

(d)

/‘ arctg zdx
Jo eyt
(e) fo e sm(3s)ds
() dx

3:,0:1 8

() fl ln zdx

Dla f : [a;b] — R okreslamy:

<\\< dtugosé wykresu f, o ile f jest klasy C"', wzorem

[ Vi G

QK pole powierzchni obrotowej powstalej przez obrét wykresu f (zawartego w plasz-
nie XY) wokol osi X w przestrzeni XY Z, o ile f jest klasy C, wzorem

or [ f(@)/T+ (PP

% objetosé bryly obrotowej ograniczonej powyzsza powierzchnia obrotowa i plaszezy-
znami & =a”, @ =10", oile f jest ciagta, wzorem

w/b(f(z))“df.

W oparciu o powyzsze wzory oblicz:

diugosé okregu o promieniu 7,
objetosé kuli o promieniu 7,

pole powierzchni sfery o promieniu r,

pole powierzchni bocznej walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,

)
)
)

d) objeto$¢ walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci &,
)
) objetos¢ stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,
)

pole powierzchni bocznej stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h.

Niech f: I — R, gdzie I — przedzial oraz f posiada funkcje pierwotna. Wykaz, ze dla
dowolnych a,b, ¢ € I zachodzi [? f(z)dz + [{ f(x)dax = [¢ f(x)dz.

Calka Riemanna

Definicja. Niech f : [a,] — R dla a < b. Podzialem odcinka [a,b] o érednicy
> 0 nazywamy skoficzony ciag punktéw o, ...,y € [a,b], taki ze

a=zg<z1<--<zpy<zk=b
oraz max (rj—xj_1)=0.
=1,k
Twierdzenie (istnienie calki Riemanna). Jesli f : [a,b] — R jest ciagla (lub

ma skoriczenic wicle punktéw nieciaglosci), to istnicje liczba S € R, taka e dla
kaidego ciagu podzialéw

a=z{ <oV <. <o

0 érednicy b, takiego ze 6, — 0idla kazdegot{” € [P, =M, i =1,...  kn,

zachodzi "
Jim Y ()@ - 1) =
2
Liczbe S nazywamy calke Riemanna.

Uwaga. Calka Riemanna istnicje dla znacznie szerszej klasy funkeji.

Twierdzenie. Jesli f : [a,b] — R jest ciagla, to calka Riemanna jest réwna
calce Newtona, czyli calce

b
[0 o= re,

gdzie F jest funkcjq pierwotna funkeji f.
Whiosek. Jeli f : [a,b] — R jest ciagla, to

. boayyf (u+ z(b:-)) SENE (u+ n«b"—a)) _ /b/(!) "

g n
W szczegdlnosci, jesli f : [0,1] — R jest ciagla, to
L > n 1
1) 4 f(2) 4oee 4 F(R
i HE)HFE) (3 =/ £(x) dx.
nees n i
Geometryczna interpretacja calki Riemanna
Calka Riemanna 7 funkeji nieujemnej f jest granica sumy pél prostokatéw o
podstawach wyznaczonyeh przez n-ty podzial odeinka [a,b) i wysokosciach ta-
kich, 7e gérna krawedz kazdego prostokata przecina wykres funkeji f.

Whiosek. Jedli f : [a,b] — R ciagla i f >0, to

b
/ () dz = pole obszaru {(z,y) : = € [a, ],y € [0, f(x)]}.
A
Whiosek (wzér na pole obszaréw normalnych). Jesli
A={(r,y) Rz e fa by [[2).g()]}

dla pewnych funkeji ciaglych f,g : la,b — R, takich Ze f < g, to

b
poch:/ (g(z) = f(2)) dz




