I == de=ln(x+VaTa?) + €
. . . - . A
Utamkiem prostym pierwszege rodzaju nazywamy wyrazenie postaci W.
gdzie A,a,beR, ke
Utamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy wyrazenie postaci
Ax . .
(T gdzie A, B,a,b,ceR, k€ Mi b —dac < 0.
Twierdzenie
Jedli 2 (a, b) H]Rjes\ rézniczkowalna to
)+ C dlaa#—1
fz\ X dx = l\+l
I ) In|f(x)] +C dlaa=—1
Twierdzenie
Utamek prosty pierwszego rodzaju catkujemy nastepujaco
A
A —Injax + b| + C da k=1,
T ®*=1" 4 1
(ax + b} ST+ € dlak > L
A1—k) (ax+ b1 ?
Twierdzenie
Zachodzi ponizszy wzér
o arctgx + C dla k=1,
g = 1 x 2k-3 dx .
1+ x2)
A+ | g P e k>t
Utamek prosty drugiego rodzaju catkujemy nastepujaco
B Ab
I Ax+ B _A I Qax + b +f s
(¥ b+ af " 2a (ax2+bx+c]“' (ax2+bx+c)"

Jezeli m, n sa liczbami parzystymi to calke postaci
korzystajac ze wzordw

sinxcosx = bsin2x, cos?x = %(1 +oos2x), sinx= %(1 — cos 2x).

Twierdzenie

Jezeli P(x) jest wielomianem stopnia n to

L ) VS Y W . ey e S
I e QuVad b e A G 1+Tm+—c

gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia n— 1 a A jest liczba rzeczywista.

1" X+ cos™ x dx obliczamy

Twierdzenie ( PODSTAWIENIA EULERA )

Jezeli R jest funkeja wymierna dwéch zmiennych to podstawienia
Vot bxtc=ax+t gdya>0,

Vax? + bx + ¢ = xt + /¢, gdy ¢ > 0,

VaxZ + bx + ¢ = t(x —x). gdy ¢ < 0, a < 0 gdzie x; jest pierwiastkiem
ax? 4+ bx+c

sprowadzaja | R(x, Vax? + bx + c) dx do catkowania funkcji wymiernej.

Catkowanie funkeji postaci R(sin z, c0s z)

Niech R(u,v) bedsie funkcjq wymierng dwch smiennych. Wawezas do obliczania
calek postaci

jR(uinx,mxz)dz‘
w zaleinodei od warunkéw jakie spelnia funkcja R, stosujemy podstawienia z tabeli:
Warunek Podstawienie | " "2efstauienic
R{-u,v) = ~R{u,v) | t=cosz sinz=i- 08
Rlu,~v) = —R{u,v) | t=sinz coar=\T-12
sinr = !
1+¢ dt
R{—u,-v) = Rlu,v) t=1tgz ae 1 dz_l_Hz
i
z 2t
(=52 inz=
N 83 sinz = o w 2dt
R - dowolna funkejs. | ooy wienie 1-¢ T+
uniwersalne | 7= T3 A

Catkowanie funkcji postaci sin ax cos bz, sinazsinbr, cosar cos bz
Do abliczania calek  funkeji postaci:

sinazcosbz, sinazsinbr, cosazcosbz

stosujemy toisamosci trygonometrycane:
1
sinazcosds = 5 [sin(a + 8)z + sin(a - b)z] ,
sinazsinbz = % [cosfa — )z — cosa + 8)2] ,

cosazcosbe = % [cos(a + b}z + cos(a — b)z] .

Cat ie funkcji z niewy
Calki postaci [ R (¢, /aT=27) de, [ R(z,/iTEa) dz
Niech R(u, v) bedzie funkejs wymierny dwéch smiennych. Do obliczania calek:
Jrn(: o f}l(x, Vi —a) de, fﬁ(:.\,"x‘ +a) d
gdzie a > 0, stosujemy podstawienia podane w tabeli:
I Funkcja

Postaé

Prayklad 230 | podeatiowa | Podstawienie pierwinstia Rézniczka
f6x3 + 26:2 4 39x 4 21 R(zV@=2) | s=asint | Val-si=acest | de=acostdt
VxT+dx+5
(A 4+ Bx+ O T AR B+ K [ x?+4x+5 Rz /o= z=acht V¥ —ai=asht | dr=ashtdt
dx
(2x’+3x+1)v‘x§+4x+5+4fﬁ R(r‘\/:’i»u‘) z=asht Ve taf=acht | dz=achtdt
(262 + 3 + DVXZ + 8x + 5+ Aln(x + 2+ VxT + 4x + 5) + C .
Wainiejsze calki z niewymiernodciami
[ Wazdr Zatozenia
47‘=-rwm£+c x| < a
Friper=1 a |
fy":r’-‘-a’d::;\/z7+n‘+?n—iln|s+v'x’+u"+C reR
f‘/xuu:ax= z—,\/:‘—n’—g;lnlz+v'z‘—u’ +C o>
f%ﬁ:]nlz-\\-\,"zy-ﬁﬂ’-&ﬂ el
f%:h'n VaT-al4c 7> a
va‘ab:!d::§\/u=-=1+‘fz—’uuiuz+c lel<a
= .




