Definicja pochodnej
Definicja. Niech f : (a,b) — R dla a,b € R i niech = € (a,b). Mowimy, ze

funkeja f jest razniczkowalna w punkeie x, jesli istnieje (skonezona) granica
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Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkeie x i oznaczamy f'(x) lub
%[;ﬂ]. lloraz w nazywamy ilorazem roinicowym.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Styezna do wykresu funkcji

Pochodna funkeji f w punkeie xy jest granicznym wepdlezynnikiem nachylenia
siecczne] wykresn y = flx), ktdra przecina wykres w punkeie (wg, flrg)), gdy
drugi punkt przecigeia dagy do (wxq, f{xg)).

Innymi slowy, f'(xn) jest rdwna tangenzowi kata nachylenia stycene] do wykresn

funkeji f w punkeie (zq, flxo)).

Zatem rdwnanie te] stveznej ma postad

y = f'(zo)(z — x0) + f(z0).
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Niech bedzie dana bijekcja ciagta f : (a,b) — (c.d), xo € (a. b) i niech
f'(x0) # 0 wtedy funkcja odwrotna ma pochodna w punkcie yo = f(xg) i ponadto

(F=1)(v) = o)

Niech x = siny dla y € (=7, 7) wéwczas y = arcsin x.
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Jezeli funkcja f : (3. b) — R jest rézniczkowalna w punkcie ¢ € (a, b) i osiaga w
tym punkcie kres gorny ( dolny ) to f’(c) = 0.

Twierdzenie (Rolle'a)

Jezeli funkcja ciagta f : [a, b] —+ R jest rézniczkowalna w przedziale (a, b) i
f(a) = f(b) to ¢ € (a. b) taki, z¢ f'(c) = 0.

Definicja

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo € R minimum lokalne ( maksimum lokalne
) jezeli 3S sasiedztwo punktu xo takie, ze Vx € § f(x) > f(xo) (f(x) < f(x0)).
Jezeli funkcja ma minimum lokalne lub maksimum lokalne to méwimy, ze ma
ekstremum lokalne.

Twierdzenie ( Lagrange'a )
Jezeli funkcja ciagta f : [a, b] — R jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) to

3c € (a, b) taki, ze f'(c) = w.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego funkcji rézniczkowalnej f w
punkcie xp jest to aby f/(xp) = 0.

Jezeli funkcja ciagta f : [a, b] — R jest rézniczkowalna w przedziale (a, b) i
¥x € (a,b) f'(x) >0 ( f'(x) < 0) to funkcja f jest rosnaca ( malejaca ) w
przedziale [a, b].

Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum lokalnego w punkcie xo funkgji
rézniczkowalnej w otoczeniu punktu xg jest to aby f'(xp) = 0 i aby pochodna
zmieniata znak w punkcie xo.

Twierdzenie ( Taylora z reszta Lagrange'a)

Niech funkcja f : [a, b] — R jest klasy C"~! w przedziale [a, b] i Vx € (a, b)

Twierdzenie

Niech funkcja f okreslona w otoczeniu punktu X bedzie rézniczkowalna w punkcie
Xp wowczas istnieje styczna do wykresu funkcji £ w punkcie (xo, f(x0)) i ma
rownanie y — yo = '(xg)(x — xo)-

3f"(x)  wtedy 3c € (a, b) taki, ze
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f(b) = f(a) +f'(a)(b—a) + o (b—a)*+ +m(b a)" 4 R,
(n)
gdzie Ry = nI(C)(b, ay.
Twierdzenie ( Maclourin'a )

Jezeli w powyzszym twierdzeniu b = x i 2 = 0 to otrzymujemy wzor

Fx) = F(0) + F/(0)x + fu(O)Xz - f((;il)l(;)x,.—l 4 R,, gdzie
(n)
R, = f<n§!c)x”. c e (0,x).

Definicja

Funkcja f: X — Y nazywamy wklesty ( wypukty ) w punkcie xo € X jezeli
styczna do wykresu funkeji w punkcie Xo lezy powyzej ( odpowiednio ponizej )
wykresu funkgji dla x z pewnego sasiedztwa punktu xo.

Jezeli styczna do wykresu funkcji w punkcie xo przechodzi w punkcie xp na druga
strone wykresu to punkt xp nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji.

Jezeli funkcja jest n krotnie rézniczkowalna
wxoif'(x)=F"(x)=-=Ff"D(x)=0 af"(x)£0tw

jesli n jest liczba parzysta i f(")(xp) > 0 to funkcja f ma w punkcie X minimum
lokalne,

jesli n jest liczba parzysta i f(")(xo) < 0 to funkcja f ma w punkcie X maksimum
lokalne,

jesli n jest liczba nieparzysta to wykres funkcja f ma w punkcie (xo. f(Xp)) punkt
przegiecia.



