*5.1. Oblicz wartogé wyrazenia:
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*5.2. Oblicz warto¢ wyrazenia:
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*5.3. Oblicz warto$é wyrazenia cos ¢ — cos 3, jesli sin @ =

*5.4. Oblicz warto$é wyrazenia cos ¢ - cosfB+sina -
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*5.5. Oblicz warto$¢ wyrazenia tg a - ctg f, jesli sina =
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*5.7. Rozwiaz rownania:

a) l—coszx=0;

4
b) ctg?X—ctgX=0;
) ctg e
c) [3tg2x=+3;

*5_ 8. Rozwiaz réwnania:

a) 3tgh—
cos” x

b) sinx + cos’x = % -

*5.9, Rozwiaz rownania:
a) 2sin’x—3sinxcosx=0;
b) tg’x— tg’x + tgx=1;

*5,10. Rozwiaz réwnania:
a) sin’x — 8sin x cos x + 7cos’x = 0;
*5.11. Rozwigz rOwnania:

a) dsin(mx)=4x* —4x+5;

*5.12. Wyznacz zbidr wartosci funkcji:
a) y=2sin (2x+§)+1;

b) y= 5cos2(x—1—5t);

*5.13. Wyznacz zbiér wartosci funkcji:
a) y=-sin’x+4sinx+12;

b) y=cos’2x—-cos2x—2;

*5.14. Rozwiaz nierdwnoéci:

a) cos3x< _l .
2

b) tg2x—1)<+3:
¢) 2lsinx]<+/3;
d) Btgx|=2+3;

*5.15. Rozwiaz nieréwnogci:
a) sinx > 2sin’x;
b) 2cos’x+cosx < l;
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w/4cos2 x+4cosx+1=1;

sinz3x—x/§sin3x+%=0.

2tgx + 3ctgx+5=0;
ctg’x - 3tg’x=2.

4sin’x — 8sin’x —sinx+2=0:
2sin’x — 3sin’x + sin x = 0.

cos’x —3sinxcosx+1=0.

X

cos(£75)+%x2 =2x-3.

1
sin? x+1
Y= 1
tg?x+2

y=tg3x-tgzx+tgx— 13
1

cos? x—2cos x—8

e) 2cos’x> I;

) ectgx<1:
g) [sinx|<1;
h) |etgx|>0.

¢) 4(sin’x - [cos x[) < 1;
d) 4cos’x + 2sin’x < Scos x.



Funkq:e trygonometryczne sumy i réznicy.
Funkcje trygonometryczne wielokrotnosci kata

*5.16. Wiedzac, ze a,p e(O, g) oraz, ze sin @ = 5 ,sin - oblicz;
3 By '

a) sin(a +p); b) sin(a-p); ¢) cos(a+p); d) cos(a-pf).

*5.17. Wiedzac, zea & [ © x ing=1j g
zac, ze a € 2,1r P e 0,5 oraz sma=3 1 sm,3=51,oblicz:

a) sin(a +pf); b) sin(a -p); ¢) cos(a+p); d) cos(a-p).

*5.18. Wyznacz a i 8, jesli wiad ; x i
B, jesli wia omo, zea,f} € 0,5 orazsm(a—ﬂ)=cos(a+ﬂ)=31.
*5.19. Wykaz, ze jesli a, 8 e(o ") i cos =1 L :
? . ,— sa=—,cosf=—toq-fB=2
2 T LR
*5.20. Oblicz tg % :

*5.21. Sprawdz, czy prawdziwe $4 nastgpujace tozsamoscei:
a) sin(a + B)sin(a - B) = sin’a — sin’;
b) cos(a + B)cos(a — B) = cos’a — sinzﬂ;
¢) cosacos(a +p) + sin a sin(a +B)=cosf;
d) cos B sin(a —B) + sin B cos(a -f)=sina.

#5.22. Sprawdz, czy prawdziwe sq nastepujace tozsamosci, podaj konieczne zatozenia:

B 2 e 6 —— —cos2a;
1+4cos 2a L

b) sin 2 =ectoz; d) - . =cos 2 .
E— tg2a +ctga

*5 23, Sprawdz, czy prawdziwe sa nastgpujace tozsamosci, podaj konieczne zatozenia:

& tgza_tg2‘8=sin(cz+/3)8iﬂ(6!—ﬁ).

2) l+cosa =ctgg‘
o 2’ cos’acos’p g
. I—Fosa il 3, s sm(a+ﬂ)sm(’ﬂ—a)_
sin a 2 sin*asin’f




*5,24, Wykaz, ze:
a-p

a) (cosa —cos B)’ + (sin @ — sin B)’ = 4sin’ 5 g

b) 2(1+cosa)- sin’a = 4cos” 22 X

*5.25. Udowodnij, ze:
T 2 1 b 3n 1
a) COS—-CoSs—=—; b) cos—-cos —=—-—,
5 4 5 5 4

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

*5.26. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu:
a) J2+2cosa; c) l+sina+cosa+tga;

b) l+cosa+cos%; d) cosa + sin2a — cos3a .

*

.27. Zamien sumg na iloczyn: 2sin’a +/3sin2a — 1.

h

*5_28. Przedstaw dane wyrazenie w postaci iloczynu wiedzac, ze a +f +y = m
a) sina+sinf+siny; b) sina +sinf —siny.

*3.29. Udowodnij, ze:
sin(a + B)+sin(a—f) b sin(a + B)-sin(a—pB) _

=tga; —ctga .
cos{a+ f)+cos(a—f) cos(a + B)—cos(a—p)
*5.,30. Wyznacz zbi6r wartosci funkcji:
a) y=sinx+cosx; c) y=cosx+cos§2—;
b) y=tgx+ctgx; d) y=sin(x—%)+sin(x+§).
Rownania trygonometryczne
*5.31. Rozwiaz réwnania:
a) sin3x+ cos3x=+/2; b) sinx++/3cosx=1.
*5.32. Rozwiaz réwnania:
a) 2cosx+3=4cos§; b) l+cosx+cos§=0; c) sin2rxtgx=1.

*5.33. Rozwiaz rownania:
. ) 5 -
a) (sinx + cosx)” = cos2x; ¢) sin'x + cos*x = cosdx;

b) cos*x —sin*x = sindx; d) sin*Z+costX= 3
3



*5.34. Rozwiaz rownania:
a) sinx + sin3x +sinSx=0; ¢) cosx = sin2x + cos3x;
b) sinx + sin2x = sin3x; d) sin5x + sin3x = sindx.

*5.35. Rozwiaz rownania:
a) sin’2x = sin3x + sin x;
b) sinx + sin2x + sin3x = cos x + cos2x + cos3x;
¢) sinx sin2x = cos x cos2x;
d) cosx sin7x = cos3x sinSx.

nES. 36 Wyznacz wszystkle wartosci parametru r, dla ktérych réwnanie
sin*x — cos*x = 6m — cos?2x ma co najmniej jedno rozwiazanie.

*%*85,37. Wyznacz wszystkle warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie 1 + sin *(mx) = cos x ma
tylko jedno rozwigzanie.

*%5.38. Rozwiaz réwnania:
a) IOgJE.-n, (I+cosx)=2; b) log,(cosx)+log, (—sinx)=0;
€) 108 s (sin x)+log ;. _ (cosx)=2. s

Odpowiedzi:

5.1.2) 3+2J§; b) V2-1. 43 23

5 ; ©) 3 d)-—;E)O f)0; g)2; h) 1.

5.2. a)——;; b) ﬁ;ﬁ, c)0; d)-2; 1. M
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53, Y2
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54,36
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5.7 a)x=7—3t+2k7w x=——;-r+2]mv x=4—;+2}cﬂ:v x=—4—;+ﬂm,keC;

b) x =2n(1+4k)v x = 4n(1+ 2k), k €C:; c)x=-15+%“v x=-1—"2+ﬂ,kec;
d)x=2—3n+4k1tv x=4—;+4k1tv x=8?n+4k7tv x=-1%n+4k1t,k eC;

T n  2kn n  2kn
=(2k+1)= =(2k+Dm, k eC; =4t —VX=—+—),
e)x=( )2vx ( W keC; f)x % 3 X T



5.8. a)x=7—::+2k1tvx=2;—t+2k1tvx=—§-+2k7tvx=4—;+2kn,ke c.
b)x=-1‘6-+2knvx=7—;‘+2kn,kec;
c)x=ay + kn, gdzie tgao=—%,ke Cvx=-—§+lﬂt,ke C;

d)x=1—6t+k1tvx=%+k1t,keC.

5.9. a)x=k1tvx=7—;+2k7tvx=—-§+2k7t,ke c b)x=§+k7t,ke G
c)x=%+2k1tvx=—1—6t+2knvx=5—6n+2k7cvx=7—:-+2k7t,ke G;
d)x=k1tvx=1zt+2k7tvx=—%‘-+2knvx=—§+2k7tvx=%+2knv

vx=’—2‘+2knvx=-§+zkn,ke C.

5.10. a)x=a0+k1t,gdziectgao=—;,ke Cvx=§+k1r,ke C;
b)x=ao+k1r,gdziectgao=%,ke Cvx=§+kn,ke ol

Wskazéwka do a): Zauwaz, ze liczby majace postac kn, k € C, nie s3 rozwiazaniami rownania,
a nastgpnie podziel strony réwnania przez sin’x.

5.11.2)x=0,5; b)x=2.

5.12. a) (1, 3); 6){0,5); ©) <12 1>; d)(o, 12>

" , Ioal s e f 1 1
5.13.2) (7, 15); b)<—2z,0),c)R, d)< 5’ 9>-

514.a)xe E+&,E+£ﬂ- .k eC; b)xe(—f+l+’m,£+l+lm>,kec;
9 3 9 3 4 2 6 2
T

Oxel-Z+kn,Z+kn),keC; d)xe -E+kn,-3+kn>u<f+kn,f+kn),kec;
3 3 2 6 5 ‘2

e)x e(—5+kn,f+kn],kec; f)xe<1—t+kn,3—n+kn>,kec;
4 4 4 4

(2k+1)n

g)xeR—{a:a= ,keC}; h)xeR—{a:a=%,keC}.

5.15. a)xe<2}c1t, %+2k1r> u<5_;‘+21m, 1t+2k7t>,k eC;

b) x e(—n+2]m, -§+2iju(§+2k7t, n+2k1r),lc e C

c)xe(—§+k1t, -;E+k1r),ke C: d)xe(—§+2kn, §+21m),ke €



5.16. a)‘ﬁfﬁ, b) ‘/5"62‘/5, ) 2‘/§‘l, d) 2‘/'2”.

5.17. a)*/§—62\/§, b)ﬁ+62ﬁa c)_2J86+l’ d)—ZJi_]-

5.20. 2-+/3. Wskazéwka: Zauwaz, ze I—TE2=E—E i oblicz siniicos-l%.

T oa
5.26. a) 4cos| =+ < T2 % 4cosgcos(1—t+g)cos[———-);
) OS(8+2 e 8 2 ) 2 6 4 6 4

c) 2«/_2cos2%cos(§ —a)- i ; d) 4sin2a-sin(l—§+%)-cos(—n——gj.

cosa

: ' 1
527. Zm(h—%) . Wskazowka: Zapisz dane wyrazenie w postaci 2(€sm 2a ——2-cos 2aj X

5.28. a) 4cos 2 cos B cos ~ ; b) 4sin & siné cos L.
2 2 2 2 2 2

5.30. a) <—J§,J§>; b) (~®, ~2) U (2, +0); ¢) <-1—;, 2>; d)<—~/§,«/§>.

.31, a)x=—7—t—+%,ke O b)x=—1—6t+2k7tvx=g+2k7t,ke e

5.32. a)x=2—;+4k1tvx=-2?n+4kn,ke c
b)x=1t+2knvx=4?n+4k7tvx=—4—;+4kvt,ke C:

c)x=§+2k’nvx=%+2k’nvx=—§+2k7tvx=%+2k7r,ke c

5.33. a)x=k7tvx=—§+k7r,ke C

b)x= E+k—ﬂ:vx=£+lmvx=ﬁ+k';t,ke G; c)x=E,ke C;
4 2 12 12 2

d)x=§+3k7tvx=1'c+3k1tvx=—§+3k7tvx=2n+3k’n,ke c

5.34. a)x=%vx=§+lmvx=—§+lﬂt,ke [ b)x=%vx=lm,ke C:
LT R T
2 6 6

d)x=%vx=§+2knvx=—§+2kn,ke C.



335. A x==k ke b)x=2—:+2k7tvx=—2—;+2k7tvx=%+%,ke C;

C)x=E+2kﬂ:,k€ C: d)x=fn~vx=E+k——n,k€ C.
6 3 2 8 4

36, e<_l,_1>.
24 3

37. meR-W.
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38. a)§+2k7r,ke C b)x=—§+2kn,ke C c)x=§+2k’n,ke C

Zadanie 70. Obliczyé sin 157, sin 1057, tg 105°.
Zadanie T1. Obliczyc sin 2xr wiedzac sinx = % iz e (§,m).
Zadanie 72. Obliczyé sinx oraz cos r wiedzqc tgr = 5 iz € (5, 7).

Zadanie 73. Obliczyé cos 207 - cos 407 - cos 80°.

Zadanie T4. Zapisac w postact iloczynowej
cosx + cos T, SINT — COS T, sinx + sin (x + §), sinz + sin 3z + sin bz,

Zadanie T5. Zapisac w postaci sumy cos 2z - cos 4z, sin 3 - cos bz,

Zadanie 76. Rozwigzad rownania: sinbr +sinx = 0, sinx — cosx = (),
sinz +cosz =1, cos2x +2cosz +1=0, tgix+4dtgx+3=0,
gsin?r _ geos®r 2, 4(logacos x)? + loga(1 + cos 2x) = 3.

Zadanie T7. Zbadaé istnienie rozwiazania réwnania w zaleinodci od parametru m

V3-sinz +cosx =m, sin'r+costz =m,

k? — 3k + 2

cosx + /3 -sinz =log (m — 1) — log (3 — m), sin3x = 79

Zadanie T8. Rozwigzaé réwnanie sin2(x — m) = cos (z + §).
Zadanie 79. Rozwigzaé réunanie 3 — 2v/2sinz = 2cos 2z.

Zadanie 80. Rozwigzaé réwnanie sinx — cosx = 1.

Zadanie 81. Rozwigzaé réwnanie sin 6x — sin 4z = sin 4z — sin 2.



