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Pierwsze zadanie z modelowania:
MATEMATYKA W BIOLOGII

Na podstawie:

Ryszard Rudnicki Modele i metody biologii matematycznej,
IMPAN, Warszawa 2014.

















































































Interpretacja drugiego przypadku modelu z migracjami:
dodatni przyrost naturalny i emigracje

przykład:
zagadnienie ograniczonej pojemności siedliska



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Niech rn > 0 oraz m > 0. Rysunek poniżej przedstawia zależność
(N,N ′) w przestrzeni R+ × R+.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Pochodna N ′(t) jest dla N < m
rn
ujemna. Oznacza to, że liczebność

populacji maleje.

Pochodna N ′(t) jest dla N > m
rn
dodatnia. Oznacza to, że liczebność

populacji rośnie.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Prawa strona równania jest funkcją klasy C 1, a nawet C∞.
Zakładamy bowiem, że N(t) jest ciągła i róźniczkowalna dla t ∈ R.
Z postaci równania wynika wtedy, teże N ′(t) jest ciągła i
róźniczkowalna, itd...
Oznacza to, że rozwiązania równania są jednoznaczne (z RRZ).

Co więcej, ponieważ równanie jest liniowe, zatem dla dowolnego
N(0) ≥ 0
(tylko taki warunek początkowy ma sens biologiczny, nie trzeba tu
rozpatrywać sytuacji N(0) < 0)
rozwiązanie istnieje dla t ∈ R.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Nie interesuje nas (zwykle) przewidywanie dynamiki populacji
w przeszłości, więc ograniczymy się do t ≥ 0.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Zauważmy, że N̄ = m
rn
jest rozwiązaniem stacjonarnym, czyli jeśli

N(0) = m
rn
, to N(t) = m

rn
dla t ∈ R.

Rozwiązanie nie zmienia się w czasie.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Pokażemy, że N̄ = m
rn
jest jedynym rozwiązaniem stacjonarnym, czyli

jeśli N(0) < N̄, to liczebność populacji maleje do −∞.

Załóżmy nie wprost, że lim
t→∞

N(t) = Ng ,Ng ∈ R. Wtedy

lim
t→∞

N ′(t) = rnNg −m.

Ponieważ Ng < N̄ = m
rn
, to od pewnego momentu t̄ zachodzi

N ′(t) < −a < 0, gdzie a > 0 ustalone.
Wynika stąd, że zachodzi nierówność N(t) ≤ N(t̄)− a(t − t̄), a to
daje lim

t→∞
N(t) = −∞. Wobec tego, nie może zachodzić

lim
t→∞

N(t) = Ng ,Ng ∈ R.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Mamy zatem lim
t→∞

N(t) = −∞.

Oznacza, to (z ciągłości N(t)), że istnieje moment tk > 0, dla
którego N(tk) = 0.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Ze względu na liniowość równania możemy je łatwo rozwiązać
(równanie o zmiennych rozdzielonych, potem metoda uzmienniania
stałej) otrzymując

N(t) = m
rn

+
(
N(0)− m

rn

)
ern t

Powższa analityczna postać potwierdza wcześniejsze rozważania.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Zauważmy, że obliczając drugą pochodną dostajemy:

N ′′(t) = rnN
′(t),

zatem jeśli funkcja N(t) jest rosnąca, to rośnie w sposób wypukły,
natomiast gdy malejąca, to też jest wklęsła, co oznacza, że po
skończonym czasie tk przekracza oś poziomą (jak już zauważyliśmy).
Znając postać rozwiązania możemy wyznaczyć tk .
Skoro N(tk) = 0, to

0 = m
rn

+
(
N(0)− m

rn

)
ern tk ,

zatem

tk =
1
rn
ln m

m−rnN(0) ,

o ile N(0) < N̄ = m
rn
.



dodatni przyrost naturalny i emigracje

N ′(t) = rnN(t)−m,m > 0, rn > 0

Widzimy, że w zależności od wielkości emigracji populacja albo rośnie
nieograniczenie, jak w przypadku modelu bazowego Malthusa, albo
wymiera w skończonym czasie tk , jeśli zbyt dużo osobników emigruje.



Model Verhulsta








