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Pierwsze zadanie z modelowania:
MATEMATYKA W BIOLOGII

Na podstawie:

@ Ryszard Rudnicki Modele i metody biologii matematycznej,
IMPAN, Warszawa 2014.



1.1. Istota modelowania biomatematycznego

W modelowaniu zjawisk biologicznych wyrdzniamy nastepujace etapy:

1.

Sformutowanie przestanek biologicznych z uzyciem poje¢ matematycz-
nych.

Znalezienie adekwatnego modelu matematycznego: funkcja, rownanie r6z-
niczkowe (zwyczajne, czastkowe, stochastyczne), proces losowy, graf od-
dzialywan itp.

Zbadanie modelu za pomoca metod matematycznych (twierdzenia opisuja-
ce zachowanie modelu).

Interpretacja biologiczna rezultatow matematycznych.

Poréwnanie wynikow teoretycznych z rzeczywistymi obserwacjami i ewen-
tualne zaproponowanie nowych badan eksperymentalnych w celu weryfika-
¢ji modelu.

Analiza modelu pod katem ewentualnych zmian dostosowujacych model
do rzeczywistego procesu.



1.2. Zagadnienie realnosci i sensownosSci modelu

Na 0g6t przyjmujemy, ze model jest poprawny, jezeli wyniki teoretyczne sa
zgodne z danymi empirycznymi. Jest to poglad do§¢ powszechny, ale nie mam
przekonania, czy w catosci stuszny. Waznym zagadnieniem w modelowaniu
matematycznym jest wytowienie istotnych elementéw z czesto zagmatwanego
opisu biclogicznego i zbadanie modelu zredukowanego.




Redukcja i abstrakej prowadza do modelu czeSciowego,
nie w peini oddajacego ztozonos¢ procesu

i niecatkowicie zgodnego z danymi empirycznymi - co nie oznacza, ze taki
model jest bezuzyteczny.



Dobry model powinien dawa¢ jasno sformutowane wnioski,
tak aby mozna byto je analizowa¢. Z drugiej strony w modelu nalezy
uwzgledni¢ elementy, ktére maja istotny wplyw na przebieg procesu (np.

w pewnych modelach ekologicznych nalezy uwzgledni¢ zmiany sezonowe).



W istocie nalezatoby budowa¢ zestaw modeli opisujacych dane zjawisko, od
modeli najprostszych do bardziej ztozonych, uwzgledniajacych wszystkie zna-
ne nam istotme czynniki. Jezeli rozpoczniemy badanie zjawiska od budowy
i analizy prostych modeli, to mamy szanse na sformutowanie postulatow doty-
czacych modeli ztozonych i wybor adekwatnych metod ich badania. Przy takim
postepowaniu wazna role odgrywaja ,modele klasyczne”, ktére opisuja raczej
pewne elementy oddzialywan w przyrodzie niz konkretne procesy biologicz-
ne.




Modele klasyczne, przez swa 0golnos$¢, moga by¢ uzywane jako moduty
w budowie modeli konkretnych procesow.




1.3. Zakres dynamiki populacyjnej i jej modele

Metody matematyczne sa coraz czesciej uzywane w opisie proceséw biologicz-
nych, przy czym zdecydowanie najwiecej zastosowan matematyki wystepuje
w dynamice populacyjnej. Dynamika populacyjna zajmuje sie zmianami liczeb-
noéci i rozkiadu osobnikéw w populacji oraz czynnikami, kiére powoduja te
zmiany. Pierwsze modele populacyjne pojawily sie w demografii, a nastepne,
duzo pdZniej, w ekologii.



Obecnie dynamika populacyjna obejmuje swoim za-
siegiem zjawiska zardwno w skali mikro, jak i makro - od populacji genéw
(lub jeszcze mmiejszych jednostek takich jak biomolekuly), przez populacje
bakterii, komorek (np. nowotworowych), do populacji zwierzat i ludzi, czesto
7 uwzglednieniem ich indywidualnych cech.



Roznorodno$¢ zastosowan powoduje, ze w dynamice wystepuja rozmaite
typy modeli. Generalnie modele mozna podzieli¢ na modele deterministyczne
i modele stochastyczne. W obu grupach mozna wyr6zni¢ modele generacyjne
(gdy badamy kolejne pokolenia osobnikéw) oraz modele z czasem ciagltym,
kiedy interesuje nas zmienno$¢ populacji w czasie.



2.1. Tablica Ulpiana

2. Pierwsze modele populacyjne

Pierwsze modele populacyjne wiaza sie z demografia. Juz okoto roku 220 rzym-
ski prawnik i maz stanu Ulpian opracowal na potrzeby dwczesnego systemu
rent tablice podajaca oczekiwany pozostaly czas zycia cztowieka o ustalonym

wieku.

w CZ| w|cCz w Cc7

19iponizej | 30 || 41 | 18 47 12

20-24 28 | 42 | 17 48 11
25-290 |25 | 43 16 49 10 |
30-34 22 | 44 | 15 50-54 9 |

35-39 20 | 45 | 14 55-59 7

40 19 | 46 | 13 J 60 i powyzej | 5

czas zycia.

Tabela 1L, Tablica Ulpiana. W oznacza wiek w latach, a CZ - oczekiwany pozostaly




Demografia, ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne, byta przedmiotem
zainteresowania wybitnych uczonych ubiegtych stuleci. Budowali oni modele
matematyczne, w tym tablice podobne do tablicy Ulpiana. W szczegdlnosci
E. Halley, znany gtoéwnie jako astronom, opublikowat w 1693 roku dwa artykuly
dotyczace renty dozywotniej. W pracach tych opracowat nowe tablice

czasu przezycia, oparte na danych z Wroctawia. Wroctaw nie zostat tu wybrany
przypadkowo, byt bowiem w owym czasie miastem duzym, a jednoczes$nie
o malej migracji ludnosci. Prace Halleya wywarty duzy wplyw na rozwdj systemu
ubezpieczei na zycie.




2.2. Model Fibonacciego

Az do konca XIX wieku demografia pozostawata praktycznie jedyna cze$cia
nauk hiologicznych wykorzystujaca matematyke. Wyjatek stanowi tu model wio-
skiego matematyka Fibonacciego zamieszczony w ksiazce Liber Abaci z 1202
roku, opisujacy wzrost populacji krolikéw. Byt to model generacyjny: zmien-
na x, opisywata wielkoé¢ populacji krélikow w n-tym pokoleniu.



Fibonacci przyjal, ze
(2.1) g = P =1

W szczegdlnym przypadku x; = x» = 1 uzyskal powszechnie znany ciag
Fibonacciego.



W szczegoblnosci ogolne rozwiazanie rOwnania (2.1) wyraza sie wzorem

) (155,

Xma= C1(
a ciag spekiajacy warunek x; = x» = 1 jest postaci

w0 e[ (55)]




Uwaga L.2. Model Fibonacciego rozwoju populacji krolikow jest mato realistycz-
ny, ale sam ciag Fibonacciego i jego poszczegélne wyrazy czesto spotykamy
w przyrodzie. Liczba ptatkow kwiatuy, liczba galezi pomiedzy gateziami sasiadu-
jacymi pionowo czy tez liczba spiral w sloneczniku (34 lub 55), szyszkach czy
kalafiorach - to zwykle wyrazy ciagu Fibonacciego.



Réwniez liczba przodkow trutnia (samca pszczoty)
w kolejnych pokoleniach wstecz tworzy ciag Fibonacciego.

Spowodowane jest to tym, Ze truten wykluwa sie z niezaptodnionego

jaja, a wiec ma tylko matke, podczas gdy samice pszczot maja zarowno matke,
jak i ojca. Zatem w pierwszym pokoleniu x; = 1, bo jedynym rodzicem jest mat-
ka, ktora z kolei ma dwoch rodzicow, a wiec x, = 2. W n-tym pokoleniu mamy
Xn rodzicow, z czego X, -1 t0 samice, a X, > to samce, a wiec Xy = Xn_1+Xn_2.




2.3. Model Malthusa

Waznym krokiem w rozwoju dynamiki populacyjnej okazata sie ksiazka ekono-
misty angielskiego Thomasa Malthusa, opublikowana w roku 1798, w ktorej
sformutowat teorie geometrycznego wzrostu liczby ludnosci. Przy jednoczesnym
zatozeniu arytmetycznego wzrostu produkcji Zywnosci teoria ta miata wyjasnic
przyczyny ubozenia ludno$ci. Teoria ta opiera sie na prostym zatozeniu, ze
przyrost populacji jest proporcjonalny do catkowitej liczby ludnoSci. Oczy-
wiécie model ten moze dotyczy¢ rowniez innych populacji. Przyjmijmy, ze
N(t) oznacza catkowitg liczbe osobnikow w populacji. Wtedy zakladamy, ze
przyrost populacji w czasie At wynosi w przyblizeniu ANAt, gdzie stata A jest
wspolczynnikiem wzrostu populacji i czesto nazywana jest wspotczynnikiem
Malthusa.




Poniewaz

AN(t) = AN(t)At,
mamy
AN vy
at !

i przechodzac do granicy przy At — 0, otrzymujemy

(2.6) N'(t) = AN(t).



Rozwiazania réwnania (2.6) sa postaci N (t) = N(0)e?t, a wiec populacja roénie
wykladniczo wraz z czasem t .




Wspotczynnik wzrostu populacji A mozna przedstawi¢ jako roznice b — d,
gdzie b jest wspotczynnikiem urodzen per capita (na jednego osobnika), a d
wspotczynnikiem $miertelnosci. Znajac przyrost populacji, mozemy latwo wy-
znaczy¢ wspotczynnik A. Poniewaz

N(t + At) = N(t)eM!,
otrzymujemy

1 AN(E)
A= ln(l + )

N(t)
Jezeli przyrost czasu At jest maly, to mozemy korzysta¢ ze wzoru przyblizo-
nego:

8 AN(t)

Am ——=

N(t)At”




Uwaga L.3. W powyzszym opisie wystepuje pewne uproszczenie. Liczba osobni-
kow w populacji wyraza sie liczba naturalna, jest wiec funkcja nieciagta czasu t,
podczas gdy my postugujemy sie funkcjami rézniczkowalnymi. Nasz model
dobrze opisuje duze populacje. Niech N (t) bedzie liczba osobnikow w popula-
cji, a Ng pewna liczba naturalng rzedu N (). Przyjmijmy, ze x (t) = N(t)/Ng.
Wtedy mozna uznac, ze funkcja x(t) jest rozniczkowalna i spetia rownanie
x'(t) = Ax(t). W dalszych modelach bedziemy uzywac tradycyjnego ozna-
czenia N(t) zamiast x(t). Zatem N(t) bedzie ,wzgledna” liczba osobnikow
w populacji lub ,biomasa”.




Model Malthusa dos¢ dobrze oddaje wzrost populacji zyjacej w idealnie
korzystnych warunkach, np. w laboratorium. Model ten stosunkowo dobrze
opisuje rowniez wzrost populacji ludnosci swiata. Korzystajac na przykitad
z danych z, mozna wywnioskowa¢, ze populacja $§wiata w latach 1950-1985
rosta wykiadniczo, a czas podwojenia liczby ludnosci, T = (In2)/A, wynosit
okoto 36 lat. Wspolcze$nie wspotczynnik wzrostu jest dwukrotnie mniejszy
i stale maleje.




N(t)y=rN(t), (1.2)

Nevr = (147N, (1.3)

jodzie r nazwiemy wspolezynnikiem rozrodezosei populacji P.

Kazde z réwnan (1.2) 1 (1.3) mozemy w prosty sposéb rozwiazaé, korzystajgc z ich linio-
woscl. Przypomnijmy, ze dla ukladéw liniowych réwnan rézniczkowych poszukujemy rozwiazan
bazowych w postaci wylkladniczej

N(t) = NpeM,
a dla réwnan réznicowych — w postaci potegowej
Ny = NoX',
przy czym stala A nazywamy wartodcia wlasng. Oez cie w przypadku jednej zmiennej réw-
nanie (1.2) rozwigzujemy wprost jako réwnanie o zmiennych rozdzielonych

N(t) 1 N
f d :rf ds = In- @ =rt,
No 0

ovli N(t) — Naaft Na ingt TEWIALI eonv o ilorazie ML 5
czyli N(t) = Npe™. Natomiast réwnanie (1.3) opisuje ciag geometryczny o ilorazie ==, ktérego
poszezegdlne wyrazy obliczamy ze wzoru ogdlnego

Ny =Ny(1+7)',

co mozna latwo udowodnié stosujac zasade indukeji matematyeznej.




Jakie s wlasnoSel rozwigzan obu wersji modelu Malthusa? Widzimy, Ze zardwno funkeja
Npe' jak i cigg geometryezny Np(1 + )%, # > 0, s rosnace nieograniczenie, por. rys. 1.1. Co
wiecej, dla ustalonego Ny, jesli wspélezynnik rozrodezosei w modelu ciaglym oznaczymy przez
re. 8w dyskretnym — rg, to mozemy dobraé rg do 1. (albo odwrotnie), tak by rozwigzania dla
t € N pokrywaly sie. Mianowicie, cheemy mieé

pe’™ = No(1+7)", neN,

wiee e =1 + rqg, czyli rg = €’ — 1, przy czym oczywidcie rqg > 0 & e = 0.



Z dynamiki modeli (1.2) i (1.3) wynika jasno, ze mogg one mieé¢ tylko ograniczony zakres
stosowalnodci. Jedynie hipotetyczna populacja moze rozrastaé¢ sie nicograniczenie, natomiast w
Tzeczywistosel zawsze dzialajg rézne mechanizmy ograniczajaee taki prayrost, w szezegolnosei
pojemnosé siedliska, w ktérym wystepuje populacja P jest zawsze ograniczona i zbyt duza liczba
osobnikéw w tym siedlisku sig nie zmiesci. Pokreslié nnlczv. juz sam Malthus zwrécil uwage na
fakt, ze ilos¢ zywnosei przyrasta znacznie wolniej niz liczba ludnosei, co w konsekwencji musi
prowadzi¢ do konkurencji o pozywienie. Zawsze takze obok procesu rozrodezosei wystepuje
proces smiertelnosei.




P e

ol —mocelciagy | [ 1718
model dyskretny | © lr
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Rysunek 1.1. Poréwnanie rozwigzan wersji ciaglej (1.2) oraz dyskretnej (1.3) modelu Malthusa
dla réznych wartosei parametru r,. przy zalozeniu, ze ry =e™ — L.



1.2, Procesy rozrodczosci i $miertelnosci

Poniewaz uswiadomiliSmy sobie, ze w naszym modelu dynamiki populacji musimy uwzgled-
nié¢ nie tylko rozrodezosé, ale takze i inne procesy, w szezegdlnosci Smiertelnoéé osobnikéw danej
populacji, a eheemy to ponownie zrobié w jak najprostszy sposob, to odpowiedni model heury-
styczny budujemy analogicznie jak w przypadkn procesu rozrodezosci, przyjmujac takie same
zalozenia o jednorodnosei populacji. Wobec tego zamiast réwnania (1.1) dostaniemy w rezultacie

N(t+ At) — N(t) = rAIN (t) — sAIN(t),
wdzie s nazywamy wspolezynnikiem smiertelnosei. Odzwierciedla on procent osobnikéw wmie-

rajacych w jednostee czasu. Zauwazmy, ze % mozemy interpretowaé jako srednia dlugosé zycia
pojedynezego osobnika.



Ostatecznie z analitycznego punktu widzenia, po uwzglednieniu procesu Smiertelnogei w mo-
delu Malthusa dostajemy taks sama strukture matematyczng jak poprzednio. Oznaczmy przez
rn = v — 5 wspolezynnik rozrodezodei .netto”, czyli réznice miedzy wspolezynnikiem rozrod-
czodci a Smiertelnosei. Czesto vy, nazywamy wspdélezynnikiem reprodukeji lub wspdlezynnikiem
przyrostu naturalnego. Wtedy mamy

N(t) = raN(t) = N(t) = (1.4)

w modelu cigglym oraz

Nejp = (147N, = N, = (1.5)

w modelu dyskretnym.




Widzimy, 2 $li przyrost naturalny jest dodatni, rn, > 0, to liczebnosé populacji roénie,
choé oezywiscie nieco wolniej niz dla s = 0. Natomiast gdy r, < 0, to charakter rozwigzan obu
modeli zmienia si¢. W modelu cigglym mamy

N(t)y <0 dla N(t) =0,
zatem liczebnodé populacji spada. Rozwigzaniem jest funkeja wykladnicza o ujemnym wyklad-
niku, ezyli
lim N{t) =0,
o0
wobec tego asymptotyeznie populacja wymiera. Analogicznie w modelu dyskretnym mamy cigg
geometryezny o ilorazie mniejszym niz 1, czyli takze N; maleje do zera pray ¢t — oo .



1.3. Migracje

Kolejnym krokiem przyblizajacym nasz model do rzeczywistosei moze byé uwzglednienie
emigracji osobnikéw w zwigzku z ograniczons pojemnoscia siedliska. W najprostszych modelach
zaklada sie dwa typy migracji

1. migracja stala w czasie;
2. migracja zaleina od zageszezenia.




Zawwazmy, ze przy drugim typie migracji w réwnaniu (1.4) ponownie musimy uwzglednic skiad-
nik aN (t), gdzie a oznacza frakeje osobnikéw migrujacych przypadajacych na jednostke czasu,
zatem

(t) =raN(t) —al

i taki sposdb migracji nie wplywa na ogélna postaé¢ rozwiazan modelu rozwiazaniem jest
zawsze funkeja wykladnicza, przy czym jesli emigracja nie jest zbyt duza, czyli r, > o, to po-
pulacja w dalszym ciagu rosnie nieograniczenie, jesli przyrost naturalny jest dodatni, natomiast
zbyt duza emigracja o > r, spowoduje, Ze siedlisko zostanie opuszezone, ale matematycznie
realizuje sie to w nieskofczonym czasie. Wobec tego dynamika nie réini sie od modelu roz-
rodezosci/Smiertelnosci omawianego poprzednio. Tak samo przedstawia sie dynamika wersji
dyskretnej.




Zastanéwmy si¢ wobee tego jak zmieni si¢ model, jesli zalozymy, Ze emigracja jest stala w
czasie i nie zalezy od zageszezenia populacji. Wtedy wspélezynnik emigracji m odzwierciedla
liczbe osobnikéw, ktore emigrujg (zatem ubywa osobnikéw w siedlisku) w jednostee ezasu (na
jednostke powierzchni, poniewaz opisujemy zageszezenie). Zamiast réwnania (1.4) otrzymamy

(t)=roN(t) —m, m=0. (1.6)

Zwréémy uwage, Ze z matematycznego punktu widzenia mozemy rozwazaé rézne uklady znakéw
parametréw r, 1 @ w réwnaniu
N(t) =r,N(t) +a, (L.7)

odzwierciedlajace odpowiednio




Lrp>0ia>0
2. rmm>0ia<0
I ra<0ia<0
4 <0ia=0

<
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n

dodatni przyrost naturalny i imigracje:
dodatni przyrost naturalny i emigracje;
ujemny przyrost naturalny i emigracje:
ujemny przyrost naturalny i imigracje.

Model (1.7) moZemy takze interpretowaé w inny sposéb. Wspélezynnik a > 0 oznacza wpro-
wadzanie (introdukeje) nowych osobnikéw do siedliska, natomiast oo < 0 oznacza odlawianie
osobnikdw. Wyobrazmy sobie zatem staw z rybami i sprobujmy zinterpretowaé kazdy przypa-

dek.



1. 7, = 0ia >0 — dodatni przyrost naturalny i imigracje:
2. ry > 0ia < 0— dodatni przyrost naturalny i emigracje:

Najlatwiejsza wydaje sie interpretacja drugiego przypadku — populacja ryb zwigksza sie,
wiee je odlawiamy. Przypadek pierwszy jest z tego punktu widzenia najbardziej problematyez-
ny, ale zakladajae niewielky wartosé r,, mozemy pewien czas mozemy nie zauwazaé istotnego
przyrostu, wiee introdukeja w celu podtrzymania gatunku moze wydawaé sie konieczna.




Jrp<lia<O ujemny przyrost naturalny i emigracje:
4rp<0ia>0 ujemny przyrost naturalny i imigracje.

Podobnie w trzecim przypadku —przy malym ujemnym przyroscie naturalnym mozemy przez
pewien czas nie zauwazaé zmniejszania sie populacji z tego powodu i eksploatowaé te populacje
przez odlow (czasem zdarza sie tak, Ze zauwazamy ujemny przyrost naturalny, ale z rézmych
powodow w dalszym ciggn eksploatujemy populacje). Praypadek czwarty oznacza oczywiscie
pozytywng ingerencje czlowieka poniewaz przyrost naturalny jest ujemny, wiec zarybiamy
staw. by utrzyvmac populacie w siedlisku.
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Interpretacja drugiego przypadku modelu z migracjami:
dodatni przyrost naturalny i emigracje
przyktad:
zagadnienie ograniczonej pojemnosci siedliska



lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Niech r, > 0 oraz m > 0. Rysunek ponizej przedstawia zaleznos¢
(N, N") w przestrzeni Ry x R.

N’

. N
\ m / Tn




lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Pochodna N'(t) jest dla N < 2 ujemna. Oznacza to, ze liczebnos¢
populacji maleje.

Pochodna N'(t) jest dla N >  dodatnia. Oznacza to, ze liczebno$¢
populacji rosnie.



lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Prawa strona réwnania jest funkcja klasy C!, a nawet C°.
Zaktadamy bowiem, ze N(t) jest ciagta i rézniczkowalna dla t € R.
Z postaci réwnania wynika wtedy, teze N’'(t) jest ciagta i
rézniczkowalna, itd...

Oznacza to, ze rozwigzania réwnania s3 jednoznaczne (z RRZ).

Co wiecej, poniewaz réwnanie jest liniowe, zatem dla dowolnego
N(0) >0

(tylko taki warunek poczatkowy ma sens biologiczny, nie trzeba tu
rozpatrywac sytuacji N(0) < 0)

rozwigzanie istnieje dla t € R.



lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Nie interesuje nas (zwykle) przewidywanie dynamiki populacji
w przesztosci, wiec ograniczymy sie do t > 0.




lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Zauwazmy, ze N = ™ jest rozwigzaniem stacjonarnym, czyli jesli
N(0) =7, to N(t) = 2 dlateR.
Rozwiazanie nie zmienia sie w czasie.

<



lodatni przyrost naturalny | emigracje

N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Pokazemy, ie_l\_l = rm jest jedynym rozwigzaniem stacjonarnym, czyli
jesli N(0) < N, to liczebno$¢ populacji maleje do —oo.

Zatdézmy nie wprost, ze tlim N(t) = Ng, Ny € R. Wtedy
— 00

: rrn B
tILrQON (t) = raNg — m.
Poniewaz N, < N = %, to od pewnego momentu t zachodzi
N'(t) < —a < 0, gdzie a > 0 ustalone.
Whynika stad, ze zachodzi nieréwnosé N(t) < N(t) — a(t — t), a to
daje tlim N(t) = —oo. Wobec tego, nie moze zachodzi¢
—00

lim N(t) = Ny, Ny € R.
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N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Mamy zatem lim N(t) = —oc.
t—o0

Oznacza, to (z ciagtosci N(t)), ze istnieje moment t, > 0, dla
ktérego N(tx) = 0.
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N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Ze wzgledu na liniowo$¢ réwnania mozemy je tatwo rozwigzaé
(réwnanie o zmiennych rozdzielonych, potem metoda uzmienniania
statej) otrzymujac

N(E) = 2+ (N(0) — 2) et

In

Powzsza analityczna postac potwierdza wczesniejsze rozwazania.
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N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Zauwazmy, ze obliczajac druga pochodna dostajemy:

N"(t) = r,N'(t),

zatem je$li funkcja N(t) jest rosnaca, to rosnie w sposéb wypukty,
natomiast gdy malejaca, to tez jest wklesta, co oznacza, ze po
skoficzonym czasie tj przekracza o$ pozioma (jak juz zauwazylismy).
Znajac postac rozwigzania mozemy wyznaczy¢ ty.

Skoro N(tx) =0, to

zatem

oile N(0) < N = 2.
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N'(t) = r,N(t) — m,m > 0,r, >0

Widzimy, ze w zalezno$ci od wielko$ci emigracji populacja albo rosnie
nieograniczenie, jak w przypadku modelu bazowego Malthusa, albo
wymiera w skofnczonym czasie t, jesli zbyt duzo osobnikéw emigruje.



Model Verhulsta



Model Verhulsta

Badajac populacje zyjaca w $rodowisku o ograniczonych zasobach, nalezy
zmodyfikowa¢ model Malthusa w ten sposob, aby tempo wzrostu populacji
malato wraz ze wzrostem jej wielkodci. Takie modele zaproponowali B. Gom-
pertz w roku 1825 oraz P. F. Verhulst w roku 1838.

Verhulst przyjal, ze istnieje optymalna wielkoé¢ populacji zyjacej w danym
srodowisku, i oznaczyt ja przez K. Stala K nazywamy pojemnosciq srodowiska.
Verhulst zatozyl, ze wspotczynnik wzrostu populacji maleje liniowo w stosunku
do wielkosci populacji. Przyjmujac, ze dla N = 0 wynosi on A, adla N = K
wynosi 0, otrzymujemy nowe réwnanie opisujace wielkos¢ populacji, zwane
rownaniem logistycznym:

_N@)

N’(t>=A(1 -

)N(t).




Model ten powstal w wyniku dyskusji grupy uczonych nad modelem Malthusa. Wigkszodé
0s6b bioraca udzial w tej dyskusji zgadzala sie co do tego, ze istnieja naturalne procesy, ktére
hamuja postulowany przez Malthusa geometryczny (nieograniczony) przyrost liczebnoéci popu-
lacji. Wedlug Verhulsta przyrost liczebnosci hamuje np. konkurencja o zasoby siedliska, ktdra
wiaze si¢ W oczywisty sposéb z ograniczonoscia tych zasobéw.

W zwiazku z tym dla 7, > 0 nalezy uwzglednié skladnik opisujacy konkurencje.

W tym kontekécie méwimy o konkurencji
wewnatrzgatunkowej w odréznieniu od konkurencji zewnatrzgatunkowej, wystepujacej pomie-
dzy osobnikami réznych gatunkéw. Trzeba sie wiec zastanowi¢, jak reprezentowaé te konkurencje
w jezyku matematyki.




Wszystkie modele biologiczne powstajace w XIX (czy nawet w pierwszej
polowie XX wieku) mialy swoje korzenie w ugruntowanych juz modelach fizycznych. Zatem
nie nalezy si¢ dziwi¢, ze konkurencje miedzy osobnikami tego samego gatunku Verhulst opisat
w taki sam spos6b jak losowe zderzenia czasteczek gazu elementarnego. Liczba takich zderzef
jest proporcjonalna do kwadratu liczby czastek N2, a biorac pod uwage, #e osobniki moga
konkurowac ze soba tylko wtedy, gdy si¢ bezposrednio zetkna mozna przyjaé, ze konkurencja
Jest proporcjonalna do kwadratu liczebnoscl, czyli réwnanie zamienia si¢ na

N(t) = rN(#) — bN?(t), 21

gdzie b oznacza wspélezynnik konkurencji wewnatrzgatunkowej i odzwierciedla ,szkodliwosé
tej konkurencji dla populacji P.




