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Lista 2

Ci¡gi

Z. 1. Dla podanych ci¡gów napisa¢ wzory okre±laj¡ce wskazane wyrazy:

a) an = (n− 1)!, an+1,

b) bn = nn+1, bn2−1,

Z. 2. Które z podanych ci¡gów s¡ ograniczone:

a) an = sin 2π
n+1

,

b) an = cosn2,

c) an = 1−8n
1−7
√
n
,

Z. 3. Zbada¢, czy podane ci¡gi s¡ ograniczone z doªu, z góry, czy s¡ ograniczone

a) an = 4+cosn
3−2 sinn

,

b) an = n
√
3n + 1,

c) an = 5n−2
2n+7

,

d) an =
√
n+ 6−

√
n+ 1,

e) an = 1
51+1

+ 1
52+1

+ . . .+ 1
5n+n

,

f) an = 4n − 5n.

Z. 4. Zbada¢, czy podane ci¡gi s¡ monotoniczne od pewnego miejsca

a) an = 3n+1
n+3

,

b) an = n!
2n

,

c) an = 1
n2−4n+5

,

d) an = 5n

4n+6n
,

e) an =
√
n2 + 1− n.

De�nicja. Ci¡g arytmetyczny

n-ty wyraz ci¡gu arytmetycznego o pierwszym wyrazie a1 i ró»nicy r

an = a1 + (n− 1)r.

Wzór na sum¦

a1 + a2 + . . .+ an =
a1 + an

2
· n =

2a1 + (n− 1)r

2
· n.

Mi¦dzy s¡siednimi wyrazami ci¡gu arytmetycznego zachodzi zwi¡zek

an =
an−1 + an+1

2

dla n ≥ 2.

Z. 5. Suma drugiego i pi¡tego wyrazu ci¡gu arytmetycznego wynosi 19, a ich iloczyn jest równy
70. Znale¹¢ pierwszy wyraz i ró»nic¦ ci¡gu.

Z. 6. Obliczy¢ sum¦ wszystkich liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3.

De�nicja. Ci¡g geometryczny

n-ty wyraz ci¡gu geometrycznego o danym pierwszym wyrazie a1 i ilorazie q

an = a1 · qn−1.

Wzór na sum¦

a1 + a2 + . . .+ an =

{
a1

1−qn
1−q dla q 6= 1,

n · a1 dla q = 1
.

Mi¦dzy s¡siednimi wyrazami ci¡gu geometrycznego zachodzi zwi¡zek

an
2 = an−1 · an+1

dla n ≥ 2.
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Z. 7. Czy ci¡g
√
2 +
√
3,−2, 4

√
3− 4

√
2 jest ci¡giem geometrycznym?

Z. 8. Iloczyn pierwszych trzech wyrazów ci¡gu geometrycznego wynosi 8, a ich suma jest
równa 21

2
. Znale¹¢ pierwszy wyraz i iloraz ci¡gu.

Z. 9. Dla jakich warto±ci x liczby

1− 2
√
6x,
√
8x− 1, 1 + 2

√
6x

tworz¡ ci¡g geometryczny?

Z. 10. a) Przez dwa kolejne dni notowa« indeks gieªdowy wzrastaª po 5% dziennie, a przez kole-
jne dwa dni spadaª po 5% dziennie. Jaka byªa procentowa zmiana warto±ci tego indeksu
po czwartym dniu notowa«?
b) Przez dwa kolejne dni notowa« indeks gieªdowy spadaª po 5% dziennie, a przez kole-
jne dwa dni rósª o 5% dziennie. Jaka byªa procentowa zmiana warto±ci tego indeksu po
czwartym dniu notowa«?
c) Pierwszego dnia indeks wzrósª o 5%, drugiego dnia spadª o 5%, trzeciego dnia znów
wzrósª o 5% i czwartego dnia ponownie odnotowaª pi¦cioprocentowy spadek. Jaka byªa
procentowa zmiana warto±ci tego indeksu po czwartym dniu notowa«?
d) Przez kolejnych 50 dni roboczych indeks rósª codziennie o 5%. Jaka byªa procentowa
zmiana warto±ci tego indeksu po pi¦dziesi¡tym notowaniu?

Z. 11. Zakªadaj¡c, »e ±redni przyrost naturalny na Ziemi równy jest 1, 3% rocznie obliczy¢ po
jakim czasie licza ludzi na planecie si¦ podwoi.

Z. 12. Niech an b¦dzie ci¡giem arytmetycznym, wyka», »e

a1 + a2 + . . .+ an =
a1 + an

2
· n.

Z. 13. Niech an b¦dzie ci¡giem arytmetycznym o ró»nicy r 6= 0, takim »e an 6= 0 dla n ≥ 1,
wyka», »e

1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

an−1an
=

1

r

(
1

a1
− 1

an

)
.

Z. 14. Korzystaj¡c z de�nicji granicy wªa±ciwej ci¡gu uzasadni¢ równo±ci

a) limn→∞
1

n2+1
= 0,

b) limn→∞
n
√
2 = 1.

De�nicja granicy wªa±ciwej ci¡gu (an):

lim
n→∞ an = a ⇔ ∀

ε>0
∃
n0∈N

∀
n≥n0
n∈N

|an − a| < ε.


