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1 Macierze

Podstawowe definicje

Definicja 1.1. (Macierz)
Macierzq nazywamy prostokgtng tablice liczb rzeczywistych lub zespolonych postaci

a1 a2 ... Aim
Q21 Q22 ... Q2m
Ap1 Ap2 ... Apm

Z regquly macierze oznaczamy duzymi pojedynczymi literami A, B, .. ..
Symbole ay1, ays, ... nazywamy elementami macierzy. W ogolnosci, stosujemy zapis a;,
ktory oznacza element w i-tym wierszu oraz k-tej kolumnie.

W ramach wyktadu bedziemy rozwaza¢ wyltacznie macierze o wyrazach rzeczywistych.

Definicja 1.2. (Wymiar macierzy)

O macierzy mowimy, zZe jest wymiaru n X m, gdzie n to iloS¢ wierszy, za$ m to liczba
kolumn. Czesto stosujemy zapis skrocony A = [@iklnxm = [@ik)i=1,. nj=1,..m- Gdy liczba
wierszy jest rowna liczbie kolumn (tzn. n = m), to méwimy o macierzy kwadratowej
stopnia n. Liczbe n nazywamy stopniem macierzy.

Definicja 1.3. (Rodzaje macierzy)
Wsrod macierzy mamy w szczegolnosci:

® Macierz wierszowg

A=lay,...,a,]
e macierz kolumnowq
a1
B=|®
A

Oba powyzsze rodzaje macierzy nazywamy rowniez wektorem.

e macierz jednostkowa

10 0
0 1 0
0 0 1
e macierz diagonalna
a1 0 0
0 929 0
0 0 Ann
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® Mmacierz zerowa.
e macierz symetryczna.

e macierz trojkgtna

a1 0 ... 0
21 A2 ... 0
ap1 Ap2 ... Apm

Definicja 1.4. (Réwno$é macierzy)
Duwie macierze A = [ay] oraz B = [by,]| bedgce tego samego wymiaru n X m nazywamy
rownymi, jezeli odpowiednie elementy obu macierzy sq sobie rowne, tzn.

aik:bik dla izl,...,n;kzl,...,m.
Relacja réwnosci macierzy jest:

e zwarta, tzn. A = A;
e symetryczna, tzn. A= B = B = A;
e przechodnia, tzn. A=BiB=C=A=C.

Definicja 1.5. (macierz transponowana)
Macierz transponowana do danej macierzy A, to macierz ktora powstata przez zamiane
wierszy na kolumny z zachowaniem ich kolejnosci, tzn. pierwszy wiersz staje sie pierwszq
kolumng itd. Oznaczamy jg symbolem AT.

Przyklad 1.1.

1 3 45 ;’_21_73
A= -1 2 9 0 AT —

-3 770 49T

5 0 0

Uwaga 1.1. Macierz symetryczna jest macierzg réwng swojej transpozycji, tzn. A = AT,

1.1 Dzialania na macierzach

Definicja 1.6. (Dodawanie i odejmowanie macierzy)
Operacje dodawania i odejmowania macierzy s¢ mozliwe tylko w przypadku macierzy tego
samego wymiaru. Majgc dane macierze A = [a;;| oraz B = [by] tego samego wymiaru n X
m, ich sume tworzymy poprzez dodanie do siebie elementow o tych samych wskaznikach,
tzn.

[aik]nxm + [blk]nxm = [aik + bikz]nXm7
oraz

[aik]nxm - [bzk]nxm = [aik - bzk]nxm

Dodawanie macierzy jest tgczne oraz przemienne.
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Przyktad 1.2. Niech

1 -1 -3 1 0 6
A=13 2 4 |, za8 B=|2 -3 6
5 0 0 1 1 1
Woéowezas
2 -1 3 0 -1 -9
A+B=|5 -1 10|, zaé A-B=|1 5 =2
6 1 1 4 -1 -1

Definicja 1.7. Iloczyn liczby k = const przez macierz A = |aig|nxm okreslamy jako
Elair]nxm = [k - @ir]nxm.-

Definicja 1.8. (MnoZenie macierzy)
Mnozenie macierzy przez macierz jest mozliwe wtedy @ tylko wtedy, gdy liczba kolumn
pierwszej macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej macierzy. Niech A = [a;j|nxr 0T0Z
B = [bjk]rsm- Iloczynem A - B nazwiemy takq macierz C' = [Cik|nxm, W ktorej element c;,
czyli element polozony w i-tym wierszu oraz k-tej kolumnie, jest rowny sumie iloczynow
odpowiednich elementéw i-tego wiersza macierzy A i elementow k-tej kolumny macierzy B.

Przy mnozeniu macierzy czesto stosuje sie tzw. schemat Falka.

‘ m kolumn ‘
i
g =
] B
2 |
2 g
z =
- .
i . 8
T
Lo
N
b
Z
2
&
= i- ty wiersz Loy

Przyktad 1.3. Rozwazmy macierze A i B jak w przyktadzie powyzej. Mamy
1 -1 -3 1 0 6

A-B=|3 2 4 |-|2 =3 6]|=
5 0 0 1 1 1

1-1-1-2-3-1 0-1-1-(-3)—-3-1 6-1—-1-6—-3-1
=|1-3+2-2+4-1 0-3-3-24+1-4 3-64+6-24+1-4| =
1-5+2-0+1-0 0-5-3-0+1-0 6-5+0-6+0-1

3
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-4 0 =3
=11 -2 34
5 0 30

Uwaga 1.2. Mnozenie macierzy NIE JEST przemienne, tzn. w ogolnosci A- B # B - A.
Moze zaistniec sytuacja, ze iloczyn A - B istnieje, zas iloczyn B - A juz nie.

Uwaga 1.3. Mozna sprawdzi¢, ze [A = Al = A, gdzie I oznacza macierz jednostkowa.

Definicja 1.9. (Wynzacznik)

Kazdej macierzy kwadratowej A stopnia n mozna przyporzedkowac liczbe, zwang wyznacz-
nikiem. Oznaczamy go przez det(A) lub |A|.

Dla n =1, mamy A = [a1], sted |A| = an1.

Dlan =2, mamy A = @1 A2 , stad |A| = aq - agg — aqa - ag1.
G21 Q22
a1 G12 13
Dla n = 3 stosujemy metode Sarrusa. Mamy A = | as1 ase ass |, zatem

31 a3z 0ass
|A| = @11 Q22033+ Q21 - A32 - Q13+ A31 - Q12 A23 — Q13 A2 - A31 — Q12 * A21 * 33 — A11 * 23 * A32.

Uwaga 1.4. Przy pomocy metody Sarrusa obliczamy warto$¢ wyznacznika wytacznie
trzeciego stopnia. Stosowanie tej metody dla macierzy stopnia n > 3 jest btedne.

Definicja 1.10. (Minor)

Minorem danej macierzy nazywamy kazdy wyznacznik okreslony podmacierzq kwadratowg
z danej macierzy przez skreslenie pewnej liczby wierszy lub kolumn.

Minorem odpowiadajgcym danemu elementowi a;, macierzy kwadratowej A nazywamy
wyznacznik, ktory powstaje z elementow pozostatych po skresleniu i-tego wiersza i k-tej
kolumny.

Definicja 1.11. (Dopetnienie algebraiczne)

Dopetnieniem algebraicznym elementu a;, nazywamy liczbe réwng iloczynow: minora odpo-
wiadajgcemu temu elementowi ay, oraz wyrazenia (—1)"%. Macierz zbudowanqg z dopetnien
algebraicznych elementow a;, macierzy A nazywamy macierzq dopetnien algebraicznych i
oznaczamy przez AP.

Twierdzenie 1.1. (Wyznacznik macierzy dowolnego stopnia)
Przez wyznacznik stopnia n, gdzie n > 1 rozumiemy sume iloczynow elementow dowolnego
wiersza lub kolumny v ich dopelnien algebraicznych.

Definicja 1.12. (Macierz osobliwa)
Macierzq osobliwg nazywamy macierz kwadratowq, ktorej wyznacznik rowna sie zeru. W
przeciwnym przypadku macierz nazywamy nieosobliwg.

Twierdzenie 1.2. (Wiasnosci wyznacznikow)
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Przestawienie dwdoch kolumn lub wierszy zmienia warto$é wyznacznika na przeciung,;

Pomnozenie kolumny lub wiersza przez pewng liczbe powoduje pomnozenie wartosci
wyznacznika przez tg liczbe;

Jezeli do pewnej kolumny lub wiersza wyznacznika dodamy inng kolumne lub odpo-
wiednio wiersz tego wyznacznika to warto$¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie;

Jezeli do pewnej kolumny lub wiersza wyznacznika dodamy inng kolumne lub odpo-
wiednio inny wiersz tego wyznacznika pomnozZong przez dowolng liczbe to wartosé
wyznacznika nie ulegnie zmianie;

Jezeli do pewnej kolumny lub wiersza wyznacznika dodamy dowolng kombinacje li-
niowq innych kolumn lub odpowiednio wierszy tego wyznacznika, to wartosé wyznacz-
nika nie ulegnie zmianie;

Jezeli wyznacznik zawiera kolumne lub wiersz zerowy, lub dwie identyczne kolumny
lub wiersze, to jego wartos¢ rowna sie zero;

Zachodzi |A| = |AT|;
Zachodzi |A - B| = |A| - |B|.

Definicja 1.13. (Rzqd macierzy)

Rzedem macierzy A nazywamy najwyzszy stopien roznych od zera minoréw tej macierzy.
Oznaczamy go przez rz(A). MoZemy tez powiedzieé, Ze rzedem macierzy nazywamy mak-
symalng liczbe kolum lub wierszy lintowo niezaleznych.

Rzqgd macierzy nie ulegnie zmianie, jezeli do elementow dowolnego wiersza macierzy do-
damy elementy innego wiersza tej macierzy pomnozone przez dowolng liczbe.

Nie ulegnie on réwniez zmianie jezeli skreslimy jedng z dwdch identycznych kolumn lub
WIETSZY MACIETZY.

Definicja 1.14. (Macierz odwrotna)
Macierzq odwrotng macierzy nieosobliwej A nazywamy takq macierz A=' dla ktérej

ATTA=AAT =1

Macierz odwrotng do A mozemy wyznaczyc ze wzoru

1.2

R

L

Uktady réwnan liniowych

Definicja 1.15. (Réwnanie liniowe)
Rownaniem lintowym o n niewiadomych nazywamy rownanie postaci

a121 + aoxs + ... + apx, = b,

gdzie ay, as, . .., a, to wspotczynniki rownania, zas b to wyraz wolny.
Dla b = 0 rownanie nazywamy jednorodnym, za$ dla b # 0 réwnanie nazywamy niejedno-
rodnym.
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Rozwiazaniem réwnania liniowego nazywamy kazdy ciag n liczb reczywistych spet-
niajacy to réwnanie. Rozwigzaé¢ rownanie to poda¢ WSZYSTKIE jego rozwigzania, lub
stwierdzi¢, ze rozwiazan nie ma. Zbioér wszystkich rozwigzan nazywamy rozwigzaniem
ogblnym, a kazde pojedyncze rozwigzanie nazywamy rozwigzaniem szczegdlnym.

Definicja 1.16. (Uklad réwnan)
Uktad m réownan o n niewiadomych ma postac

anTy + aprs + ...+ apTy = b1
(9101 + Q999 + ... + Aonly = bg

Am1T1 + QmaTo + ... + CpnTn = bm.

Mozemy go zapisac¢ w postaci

AX =B,
aip ... Qip bl
gdzie A= | ... ... ... | jest macierzqg wspolczynnikow, za$ B = | ... | macierzg
Ami - Qmn b,
wyrazow wolnych.
ai; ... Qip bl
Bedziemy rowniez uzywac oznaczenia na tzw. macierz uzupetniong U =
Aml - Qmn bm

Uwaga 1.5. Rozwazmy uktad rownan w postaci macierzowej. Nastepujace operacje nie
wplywaja na zmiane uktadu (tzn. powstaje uktad réwnowazny):

e przestawienie dwoch wierszy;

e pomnozenie wiersza przez liczbe r6zna od zera;

e pomnozenie wiersza przez dowolng liczbe i dodanie go do innego wiersza.
Wspomniane operacje dokonujemy na macierzy uzupetnionej, a wiec rowniez na kolumnie

wyrazéw wolnych.

Metoda Cramera

Definicja 1.17. (Uktad Cramera)
Uktad réwnan liniowych nazywamy ukiadem Cramera, gdy n =m oraz |A| # 0.

Twierdzenie 1.3. Uklad Cramera jest uktadem oznaczonym i ma rozwigzanie dane wzo-
rem

Wi W W,
T1=—, To=—\...,Tp=—0,
w TP w W
gdzie W = |A|, za$ W, to wyznacznik macierzy, ktory powstaje z macierzy A poprzez

zastgpienie i-tej kolumny kolumnqg wyrazéw wolnych.

Jezeli W = 0 @ co nagjmniej jedna z liczb Wi, Wa, ..., W, # 0 to uktad Cramera jest
sprzeczny.

Jezeli W =0 oraz Wy =Wy = ... =W, =0 to ukliad Cramera jest nieoznaczony.
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Uwaga 1.6. Przypominamy, ze uktad oznaczony to taki, ktéry posiada jedno rozwiazanie.
Uktad nieoznaczony to taki ktéry posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od
parametru lub parametréw. Uktad sprzeczny to uktad réwnan, ktéry nie ma rozwigzan.

Przyklad 1.4. Rozwiaz

r—y+z=1
r+y—z=1
r+y+z=3

Metoda Kroneckera-Capelliego

Twierdzenie 1.4. Uklad rownan jak wyzej w postaci macierzowej AX = B jest ukladem:
1. oznaczonym, jezelirz(A) = rz(U) = n, gdzie n oznacza ilo$¢ niewiadomych w ukladzie;
2. nieoznaczonym, jezeli rz(A) =rz(U) < n;

3. sprzecznym, jezeli rz(A) # rz(U).

Uwaga 1.7. Do wyznaczenia jak doktadnie wyglada rozwigzanie mozemy postuzy¢ sie
np. metodg Cramera lub metoda eliminacji Gaussa, ktora wkrotce poznamy.

Przyklad 1.5. Rozwiaz

r+y=0 2r+y+z2=1
r—z=1 r—y+z2=0
20 +y—2=2 de —y+32=1

Metoda eliminacji Gaussa

Uktad AX = B mozna za pomocg przeksztalcen elementarnych sprowadzi¢ do uktadu
postaci
Ci1 Ci2

0 Coo ... ... .Z‘l h
0 0 ... ... |- |"|=|®
0 0 ... .. In n

Dazymy zatem po lewej stronie do macierzy z zerami ponizej przekatne;j.

Przyktad 1.6. Rozwiaz

r—y+z—1t+s=1 r+y+z=1
rT—y+z+t—s=1 TH+y+2z2=2
r—y+z+3t—3s=1 rT4+2y+22=1



