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1. Obliczyé granice funkeji (byé moze niewtasciwa) lub wykazaé, ze zadana granica nie istnieje:
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2. Znalefé granice
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dla nastepujacych funkcji:
a) fley) =a+y, D) fle,y) =y o fley)=a>+y%5 ) fley) =2 - 22

3. Niech 2y

dla 22 L2 20
Flay) =4 22+ a x4yt # 0
0 dla z=y=0.

Wykazaé, ze funkcja f nie jest ciaglta w punkcie (0,0).

4 Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji:

a) z=s5x'y—3xy+x -y 410, b) z= flox+7Ty. e z=(x-we ¥, d)z=_—2
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i) z:arctg‘iﬁ» j) z=xcos(5x—vy), k) z:yesxy, D zzﬁ,
x+y 2x3 + 733
m) u= Lu(xﬁy"'zs)] n) u = cos(xy —yz), 0) u=10xy + 7xz + 6yz — Sxyz.

5. Wyznaczy¢ gradienty podanych funkcji:
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- Wyznaczy¢ gradient Cji ' =T wpunkcie M=(1,2.3).
6 ¢ gradient funkcji v = T—— kei (1.2.3)



ROZWIAZANIA:

Definicja:

Niech f: D — R i niech (xg, o) bedzie punktem skupienia zbioru D.

Liczbe g nazywamy granica wlasciwa funkcji f w (xo,y0) i zapisujemy:

lim x,Y) = ¢,
("E:y)ﬂ(rmyo)f( y) g

jezeli dla kazdego ciagu punktow {(zx, yx)}, zbieznego do (o, yo) takiego, ze (zx, yx) € D
i (xg, yk) # (zo,y0) dla k € N, ciag wartosci { f(xg, yx)} jest zbiezny do g.

Rozwigzanie do zadania 1.

Wybrane przyktady:
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lim yg_xg,
(zy)—(1,1) T7Y
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w tym wypadku f(z,y) = yz:y

, okreslamy dziedzing D = {(z,y) € R? : x # y}.

Niech (z,,y,), n € N bedzie dowolnym ciagiem punktow,

takim, ze (z,,y,) € D, tzn. z,, # y, i niech (z,,y,) # (1,1) oraz (z,,y,) — (1,1),

gdy n — oco. Wtedy
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3 3
Yn—%n

(Skorzystalismy tutaj z tego, ze x,, # y, bo zalozylisSmy, ze (z,,y,) nalezy do dzie-

dziny funkcji f(z,y) = yi:za.)
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w tym wypadku f(z,y) = 212

okreglamy dziedzine D = {(z,y) € R*: (z,y) # (0,0)}.

Niech (z,,y,), n € N bedzie dowolnym ciagiem punktow,

takim, ze (z,,y,) € D, tzn. (z,,y,) # (0,0) oraz (z,,y,) — (0,0), gdy n — oc.
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lim VL gy VRt
(@y)—(00) Y (@nsyn)—(0,0)  Fnityn®

\/1+$n2+yn2_1 \/1+$n2+yn2+1 .

= lim —
(Tnyn)—(0,0) o TUn V1+zn2+yn2+1

— hm 1+$n2+yn2 —1 —
(@n,yn)—(0,0) (2n2+yn2)(y/1+zn2+yn2+1)

lim L =1 =1
(@) —(0,0) /1+zn24yn2+1  VIHL 2




c)

li sin xy
(zy)—(1,0)
w tym wypadku f(z,y) = Smxy,

okreglamy dziedzing D = {(z,y) € R?: x # 0}.
Niech (z,,y,), n € N bedzie dowolnym ciagiem punktow,
takim, ze (z,,y,) € D, tzn. x, # 0 oraz (x,,y,) — (1,0), gdy n — co. Wtedy
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lim  Sney — lim SinTnyn
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Zauwazmy, ze:
1. gdy v, =0 to Smx"y" =0.
2. jezeli y, # 0 dlan E N, to
lim ~ fade — iy Sy 1.0 =0,
(#n,yn)—(1,0) " (@n,yn)—(1,0)  Fn¥n

Zatem z 1. oraz 2. mamy, ze jesli z,, # 0 oraz (z,,y,) — (1,0), to
lim Sein — (),
lim sin xy
(zy)—(01)
w tym wypadku f(z, ) = 122,
okreslamy dziedzine D = {(a:, y) € R*: x #0}.
Niech (z,,y,), n € N bedzie dowolnym ciagiem punktow,
takim, ze (z,,y,) € D, tzn. x, # 0 i niech (x,,y,) # (0,1) oraz (z,,y,) — (0,1),

gdy n — co. Wtedy

Y

sinzy __ . Sin TnYn

li i
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Poniewaz (x,,y,) — (0, 1), zatem ¥y, — 1, czyli dla dostatecznie duzych n mozemy
przyjac, ze y, # 0. Mamy wiec dla @y, y, # 0, (0, yn) — (0,1), ze
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w tym wypadku f(z,y) = zl:j’y
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Znalezlismy dwa rozne ciagi (z,, y,) — (0,0), (z,,v,,) — (0,0), dla ktérych granica
.. x2+y2 L. L, . .. ..
funkcji Smry Ma roézng wartosc, zatem badana granica funkcji f(z,y) nie istnieje.
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w tym wypadku f(z,y) = 5%

WeZmy (I'nuyn> — (E, E), ( n’yn) (% %)7
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Znalezlismy dwa rozne ciagi (z,,y,) — (0,0), («),y,) — (0,0), dla ktorych granica
funkcji % ma rozna wartosé, zatem badana granica funkcji f(x,y) nie istnieje.
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w tym wypadku f(z,y) = 55,

okreslamy dziedzine D = {(z,y) € R? : (z,y) # (0,0)}.
Poniewaz 0 < (2% — y?)?, zatem 22%y* < z* + y* skad

45L‘2y2 < ({L‘2 +y2)2.
Korzystajac z tej nieréwnosci mamy dla (z,y) # (0,0), ze

0< 525 <

Jesli (z,y) — 0 to 2% + y*> — 0, zatem z twierdzenia o trzech ciggach:

lim w;yQQ =
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