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Graf

Definicja 1
Graf ogdlny to para G = (V, E), gdzie
\% jest zbiorem wierzchotkéw (weztéw, punktéw grafu),

E jest rodzing krawedzi, ktére moga by¢ wielokrotne,
doktadniej jednoelementowych lub dwuelementowych podzbioréw V.
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Graf

Definicja 2

Graf prosty to para G = (V, E), gdzie
V jest zbiorem wierzchotkéw,
E

jest rodzing krawedzi, miedzy ré6znymi wierzchotkami,
ktére nie moga by¢ wielokrotne,

doktadniej E jest rodzing dwuelementowych podzbioréw V.

Zatem nie sg dopuszczane petle oraz krawedzie wielokrotne.

25 marca 2018
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graf ogélny

graf prosty

e s By



Graf

Oznaczenie 3
Krawedz taczaca v z w oznaczamy vw .
Uwaga 4

Jesli istnieje krawedZ vw, to wierzchotki v, w nazywamy sasiadami
oraz méwimy, ze krawedz vw jest incydentna do v odpowiednio do w.
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Graf

Oznaczenie 5

Dla grafu G symbolem V/(G) oznaczamy zbi6r wierzchotkéw,
symbolem E(G) zbiér krawedzi.
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Graf

Definicja 6

Stopien wierzchotka v w grafie G to liczba krawedzi incydentnych z v.
Oznaczenie deg v.



Twierdzenie 7
Jedli G = (V, E) jest grafem ogdlnym, to

(1) > degv =2|E].

veVv

Dowéd

W przypadku grafu prostego:

Kazda krawedz jest incydentna do dwéch wierzchotkéw. Zatem sumujac deg v
czyli liczby krawedzi incydentnych do kolejnych wiezchotkéw v grafu otrzymamy
podwojong liczbe krawedzi grafu.

W przypadku grafu ogdlnego:

Krawedz, ktéra wychodzi z wierzchotka v i prowadzi do wierzchotka tego samego
v zwieksza deg v o 2.

Zatem sumujac deg v nadal otrzymamy podwojona liczbe krawedzi grafu.
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Whniosek 8

Liczba wierzchotkéw o nieparzystym stopniu jest parzysta.

Dowéd

Jesli G miatby nieparzyscie wiele wierzchotkdéw o nieparzystym stopniu to suma

> deg v bytaby nieparzysta co przeczy temu, ze wynosi ona 2|E]|.
veV
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Graf

Definicja 9

Niech Gy = (W4, E1), Gy = (Va, E2) grafy. Wtedy:
1. Suma graféw G; i Gy to graf Gy U Gy = (V41U Vo, By U E).
2. lloczyn graféw Gy i Gy to graf Gy N G, = (Vi N Vo, E1 N E).
3. Réznica, graféw Gy, Gy to graf G\ G = (Vi \ Vo, E1 \ B).

e 2 e 20
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Graf

Definicja 10
Niech G = (V, E) graf. Wtedy:
1. Podgraf grafu G to graf H, w ktérym V(H) C V(G) i E(H) C E(G).
2. Restrykcja grafu G do podzbioru X C V to graf
Glx = (X,{u,v: u,veX}NE).
Graf H = G|y, bedacy restrykcja grafu G do podzbioru Vi C V' nazywamy
podgrafem indukowanym.



Podgrafem indukowanym H = (Vy, Ey) grafu G = (V, E), nazywamy graf,
w ktéerym Vy C V oraz Ey = {{u,v} : u,v € Vy oraz {u,v} € E}

k] 2 3 2

5 10

podgraf indukowany G[1,2,3,5,7,10]

e 2 e 20
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Graf

Definicja 11
Niech G = (V, E) graf. Wtedy:

1. lloraz grafu G przez relacje réwnowaznosci # C V x V na zbiorze jego
wierzchotkéw to graf postaci

(2) G/0=(V/0,{{v/0,w/0} : {v,w} € E}).

2. Szczegblny przypadek ilorazu grafu G przez relacje réwnowaznosci w ktérej:
a. wszystkie klasy abstrakcji wiezchotkéw spoza zbioru X C V sa
jednoelementowe,
b. zbér X stanowi jedna klase abstrakgji

nazywamy $ciggnieciem zbioru wierzchotkéw X w grafie G.
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Przyktad 12

Uwaga 13 J

edli @ C V x V jest relacja réwnowaznosci o klasach Xi, ..., Xi to Sciggajac w
grafie G kolejno zbiory Xy, ..., Xk otrzymamy graf ilorazowy G/#.

e 2 e 20
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Graf skierowany (lub inaczej digraf) to para D = (1 , E) gdzie

+ 1 jest zbiorem wierzchotkow,
+ E jest zbiorem krawedzi skierowanych,czyli E CV x V.

Uwaga

Krawedz digrafu (czyli uporzgdkowang parg) vw graficznie przedstawiamy jako strzatkg v @ — @ w.

Graf szkieletowy digrafu D to graf otrzymany z D poprzez zaniedbanie (usunigcie) kierunku krawedzi,
ale nie samych krawedzi.

e 2 e 20
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Niech bed3 dane grafy proste G; = (V4, E1) oraz G, = (Va, Ez).
Woéwczas

Graf G = (V, E) nazywamy sumg graféw G; i G> i oznaczamy G = G; U G,
gdy V=ViUVooraz E=E1UE>

64 G,

e e o 7



Graf G = (V, E) nazywamy zespoleniem grafow G; i oznaczmy G
G =G+ Gy, gdy V=ViUV, oraz
E=EUEU {{V]_,Vg} vy e V1,V2 € Vg}

Twierdzenie

Jesli G = Gy + Gy, to |V| = |V1| —+ |V2| oraz |E| = |E]_| =+ |E2| =+ |V1| * |V2|

e 2 e 20

18/1



Graf prosty, w ktorym wszystkie wierzchotki maja ten sam stopien nazywamy
grafem regularnym.

Jezeli kazdy wierzchotek grafu ma stopien r, to graf ten nazywamy grafem
regularnym stopnia r lub grafem r-regularnym. Graf regularny stopnia 3
nazywamy grafem kubicznym.

L] [ ]
*——o
o
b) c) d) e)

a)

Graf r-regularny o n wierzchotkach posiada 5 krawedzi.

e 2 e 20
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k-regularny graf G nazywamy grafem k-silnie regularnym, jezeli istnieja
nieujemne liczby A i u takie, ze
@ dla kazdej pary wierzchotkéw u i v potaczonych krawedzig istnieje
doktadnie A wierzchotkéw potaczonych jednoczesnie z u i v,
@ dla kazdej pary wierzchotkéw u i v nie potaczonych krawedzia istnieje
doktadnie p wierzchotkéw potaczonych jednoczesnie z u i v

Grafy k-silnie regularne charakteryzuje ciag (n, k, A, i1)

e e o 0 1



Grafem tréjkatnym T, nazywamy graf prosty, ktérego wierzchotki

odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie dwuelementowym podzbiorom zbioru

n—elementowego oraz kazde dwa wierzchotki potaczone s3 krawedzia wtedy
i tylko wtedy gdy przeciecie odpowiadajacych im zbioréw jest niepuste.

. (1.3} {1,3}
T

2

12 23
{1.4} {3.4}

{1,2} 2.4} {2,3}

Wtasnosci grafu T,

i) Graf T, ma |V|= (2) = 252 wierzchotkéw.

ii) Stopien dowolnego wierzchotka wynosi 2n — 4.

iii) n — 2 jest liczba wierzchotkéw sasiednich jednoczesnie do u i v, jezeli u
i v sa sasiednie.

iv) 4 jest to liczbg wierzchotkéw sasiednich do v i v, jezeli u i v nie sa
sasiednie.

v) Grafy tréjkatne sa grafami silnie regularnymi, ktére charakteryzuje ciag

((2)2n-2-29)

25 marca 2018
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Graf prosty, w ktérym kazda para wierzchotkéw jest potaczona krawedzia
nazywamy grafem petnym . Graf petny o n wierzchotkach oznaczmy
symbolem K.

-~ AAW

K,

Stopien kazdego wierzchotka w grafie petnym K, wynosi n — 1.

(n—-1)
2

Graf petny K, ma |Ek,| = n krawedzi.

Grafem pustym nazywamy graf, ktérego zbiér krawedzi jest pusty (nie jest
pusty zbiér wierzchotkéw, czyli |V| > 0 oraz |E| = 0). Graf pusty majacy n
wierzchotkéw oznaczamy symbolem N,.

)
)
° Graf N, sktada sie z n
PS wierzchotkéw izolowanych.
)
° o Graf N, jest grafem regularnym
stopnia 0.
°
N,

e 2 e 20
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Graf spéjny regularny stopnia 2 nazywamy grafem cyklicznym. Graf cykliczny
majacy n wierzchotkéw oznaczamy symbolem C,.

W grafie cyklicznym kazde dwie
sasiednie krawedzie sa
potaczone szeregowo.
Graf cykliczny C, posiada n
krawedzi.

CS

Jezeli z grafu C, usuniemy dokfadnie jedna krawedz, to otrzymany graf
nazywamy grafem liniowym o n wierzchotkach i oznaczamy symbolem P,.

Graf P, nie jest grafem
regularnym.

Graf P, posiada zawsze 2
wierzchotki stopnia pierwszego,
a pozostate n — 2 wierzchotki sa
stopnia drugiego.
PS
]
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Kotem W, nazywamy graf W, = C,—1 + Ns.

We = G+ My

25 marca 2018
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Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym.

Graf G jest grafem dwudzielnym, jesli zbiér wierzchotkéw V' jest suma
dwdch niepustych zbioréw roztacznych Vi i V>, takich, ze kazda krawedz
tego grafu taczy wierzchotek ze zbioru V; z wierzchotkiem ze zbioru V5.

X, X, Xz
X5 Y-

¥ Y
Jezeli graf G jest grafem dwudzielnym, to kazdy cykl w G ma dtugosé
parzysta.

Niech V = V4 U V> oraz niech voviva ... Vv bedzie cyklem w G.
Zatézmy, bez straty ogélnosci, ze vo € V4, wtedy vi € Vo, vo € VA4, itd.
Poniewaz cykl jest dtugosci m oraz v, € V>, wiec cykl ma dugosé parzysta.
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Graf dwudzielny jest petnym grafem dwudzielnym, jesli kazdy wierzchotek
zbioru V; jest potaczony z kazdym wierzchotkiem zbioru V> doktadnie jedna
krawedzig. Graf petny dwudzielny, w ktérym |Vi| = r i |V2| = s oznaczamy
symbolem K; .

X Xz Kr,s - Nr + Ns
5 Kazdy graf K. s ma r + s wierzchotkéw.
X, Kazdy graf K, s ma r-s krawedzi.
Kis
X X . X, X, X3
s :
X}
y x Yoy, ,
X Y X X, X. K ¥ K. . i K”y_
X
XN e Y ¥, YK y

e 2 e 20
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Graf, ktérego wierzchotki odpowiadaja ciagom binarnym (a1, 22, ..., a,), oraz

ktérego krawedzie facza ciagi rézniace sie doktadnie jednym wyrazem
nazywamy n—kostka Q.

100 101

110 111

010 011

000 001
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Grafem krawedziowym L(G) grafu G, nazywamy graf, ktérego wierzchotki
odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie krawedziom G oraz dowolne dwa
wierzchotki w grafie L(G) sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im krawedzie s3 sasiednie w G.

Dopetnieniem grafu G = (V, E) nazywamy graf G, ktérego zbiér
wierzchotkéw jest taki sam, jak grafu G oraz w ktérym dwa wierzchotki sa
sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy nie s3 sasiednie w grafie G.

y, v
L]

Dopetnieniem grafu petnego K, jest graf pusty N,.
Dopetnieniem grafu petnego dwudzielnego K; s sa dwa grafy petne K: i K.
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Graf H = (V. Ey) jest podgrafem grafu G = (V. Eg) wtedy i tylko
wtedy, gdy spefnione s3 warunki: \Vy c V¢  Ey C Ec.

Kazdy graf jest swoim wiasnym podgrafem.

Podgraf G” podgrafu G’ grafu G jest podgrafem grafu G tzn
(G'cGAG"CG)=G"CG.

Pojedynczy wierzchotek grafu G jest podgrafem grafu G.

jest réwna 5 d=)

Pojedyncza krawedz grafu G tacznie z jej koncami jest podgrafem grafu G.
Kazdy graf prosty G o n-wierzchotkach jest podgrafem grafu petnego K.
Liczba wszystkich réznych graféw prostych zawierajacych n wierzchotkéw

25 marca 2018
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Niech dany bedzie graf G = (V. E) i krawedz e € E.

G — e oznacza podgraf otrzymany z grafu G przez usuniecie krawedzi e.
Niech F bedzie dowolnym podzbiorem zbioru krawedzi grafu G (F C E),
wéwczas G — F oznacza podgraf grafu G powstaty przez usuniecie
wszystkich krawedzi nalezacych do zbioru F.

u d - d
f, f
v b -
g g
X a y x a X
G G -b G - {d.b}

Niech dany bedzie graf G = (V, E) i niech wierzchotek v € V.

G — v oznacza podgraf grafu G otrzymany z G przez usuniecie wierzchotka v
i wszystkich krawedzi do niego incydentnych.

Jezeli S jest dowolnym podzbiorem zbioru wierzchotkéw V grafu G
(SCVAS#V), toG— S oznacza graf, ktéry otrzymamy z grafu G przez
usuniecie wszystkich wierzchotkéw nalezacych do zbioru S i wszystkich
krawedzi incydentnych do dowolnego wierzchotka ze zbioru S.

u

O——0y ye
G - {z,u} G - {z,x}

25 marca 2018
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Graf H nazywamy grafem czeSciowym lub grafem spinajacym grafu G jezeli
jest podgrafem G i Vy = Vg.

e 2 e 20
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Klikg nazywamy podgraf, w ktérym kazde dwa wierzchotki sg potaczone
krawedzia.

Klike nazywamy maksymalna, jesli nie da sie doda¢ do niej wierzchotka tak,
aby razem z nig réwniez tworzyt klike.

Klike nazywamy najwieksza (najliczniejszg), jesli nie ma w grafie kliki o
wiekszej liczbie wierzchotkéw.

llos¢ wierzchotkéw najwiekszej kliki oznaczamy przez w(G).

e T o 21



Kazdy spojny podgraf G; grafu G (G, C G), ktéry nie jest zawarty w
wiekszym (w sensie relacji zawierania zbioru wierzchotkéw oraz zawierania
zbioru krawedzi) spéjnym podgrafie grafu G nazywamy sktadowa spéjna

grafu G.
¥

z

Oczywiscie kazdy wierzchotek izolowany danego grafu jest jego spdjna sktadowa.

Spéjny graf o n wierzchotkach, posiada co najmniej n — 1 krawedzi.

llos¢ krawedzi m w grafie prostym i spéjnym o n wierzchotkach, spetnia
zaleznosé
< n(n—1)

n—1<m

Niech G bedzie grafem prostym o n wierzchotkach. Jezeli graf G ma k
sktadowych, to liczba m jego krawedzi spetnia nieréwnosé

nfkgmgé(nfk)(nkarl)

Kazdy graf prosty, ktéry ma n wierzchotkéw i wigcej niz L";l%ﬂ krawedzi
jest spojny.
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|
Droga, petla, droga zamknieta, droga, prosta, Sciezka
prosta, cykl
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Droga T dtugosci n nazywamy ciag krawedzi e;e; . .. e,, oraz wierzchotkéw
ViV2 ... Vi, takich, ze ¢; = {V,'7 Vi+1}.

Jesdli v; = vi41 to krawedz e; w drodze T jest petla.

W drodze krawedzie moga sie powtarzad.

W drodze wierzchotki moga sie powtarzad.

e 2 e 20
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Droga zamknietg dtugosci n nazywamy ciag krawedzi eje; . .. e,, oraz
wierzchotkdéw vy v, . .. Vi1, takich, ze vi = vpy.

W drodze zamknietej krawedzie moga sie powtarzaé.

W drodze zamknietej wierzchotki moga sie powtarzad.

e 2 e 20
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Droga prostg P dtugosci n nazywamy ciag réznych krawedzi e;e; ... e,, oraz
wierzchotkdw vy vs . .. v,y1, takich, ze e = {v;, vii1}.

Jesdli v; = vi41 to krawedzZ e; w drodze prostej P jest petla.

W drodze prostej krawedzie nie moga sie powtarzac.

W drodze prostej wierzchotki moga sie powtarzac.

e 2 e 20
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gcieikq prosta S dtugosci n nazywamy cigg réznych krawedzi e e, ... e,, oraz
cigg réznych wierzchotkdéw vy vs ... v,y1, takich, ze e; = {v;, vi11}.

W $ciezce prostej krawedzie nie moga sie powtarzad.

W Sciezce prostej wierzchotki nie moga sie powtarzac.
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Cyklem C dtugosci n nazywamy ciag réznych krawedzi eje; . .. e,, oraz ciag
réznych wierzchotkdéw vivs ... v,y 1, takich, ze vi = v,11.

Przy czym zaktadamy, ze n > 3.

Jezeli n = 2 to cykl jest zdegenerowany do dwdch wierzchotkéw z krawedzia
podwdjna.

Jezeli n =1 to cykl jest zdegenerowany do wierzchotka z petla.

Przypadki n = 1, n = 2 bedziemy nazywa¢ cyklami zdegenerowanymi.

W cyklu krawedzie nie moga sie powtarzac.

W cyklu wierzchotki vq, v, ..., v, nie moga sie powtarzad.

e 2 e 20
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Przeglad
OV V
Vv
w
VWV v w
cykle f— cykle
zdegenerowane nie cykle

25 marca 2018
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Twierdzenie 14

Kazda droga zamknieta e; ... e, dtugosci co najmniej 3, o réznych wierzchotkach
ViVa ...V, jest cyklem.
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Twierdzenie 15

Droga ma wszystkie wierzchotki rézne wtedy i tylko wtedy gdy jest prosta i nie
zawiera cykli ani cykli zdegenerowanych (jest acykliczna).
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Twierdzenie 16

Jesli u oraz v to wierzchotki potaczone droga w grafie G to istnieje w grafie G
droga z u do v, ktdra jest prosta i acykliczna.

e B e o |49 1



Whiosek 17

Jezeli e to krawedZ w zamknietej drodze prostej w grafie G to istnije cykl w grafie
G, ktéry zawiera e.

e T e o 20/ 1



Twierdzenie 18

Jesli u oraz v to rézne wierzchotki grafu acyklicznego (graf bez cykli i bez cykli
zdegenerowanych) G. Wtedy istnieje co najwyzej jedna droga prosta w G z u do v.
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Reprezentacje grafu prostego

Pierwsza reprezentacja grafu jest lista nazw wierzchotkow,
gdzie po kazdej nazwie wierzchotka wystepuje lista nazw
jego wierzchotkow sgsiednich.

Druga reprezentacja jest macierz sgsiedztwa. Dla grafu o n wierzchotkach
jest to macierz nxn, ktérej wyraz o indeksach i, j jest rowny liczbie
krawedzi tagczacych wierzchotek i-ty z j-tym.

Trzecig reprezentacja jest macierz incydencji. Dla grafu o n wierzchotkach
i m krawedziach jest to macierz nxm, ktorej wyraz o indeksach i, j jest
rowny 1 jezeli wierzchotek -ty jest incydenty z krawedzig j-tg, oraz 0

W przeciwnym razie.
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Reprezentacje grafu ogdlnego

Lista nazw

a abbc
b aa
cca

Macierz sgsiedztwa

a
b

C

a

i s B

b

"

&

0
0

Macierz incydencji

2

o
[ T T I

1
0
1

3

1
1
0

4

1
1
0

S © = 0

— o O W
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Reprezentacje prostego grafu skierowanego

Wierzchotek s

startowy /f

— i
_;//

T —*
v

Wierzchotek
koricowy

Krawgdz €, \——

Macierz
incydencji
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|
Skojarzenia

Skojarzenie w grafie dwudzielnym G(V,V,, E) to podzbiér krawedzi,

w ktérym zadne dwie krawedzie nie wychodza z tego samego wierzchotka.
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Skojarzenia

Powiemy, ze wierzchotek veV, jest skojarzony,

jesliistnieje we Vs, taki, Ze krawedz vw nalezy do skojarzenia.
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|
Skojarzenia

Petne skojarzenie V, z V, w grafie dwudzielnym G(V,UV,, E) to
skojarzenie, w ktorym kazdy wierzchotek z V, jest skojarzony.
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Twierdzenie Halla

Hall wprowadza funkcje ®(A) zwracajacg dla ACV, zbidr tych
wierzchotkéw V,, ktére s sasiednie z przynajmniej jednym
wierzchotkiem w zbiorze A.

Twierdzenie Halla

Niech G(V1V;, E) bedzie grafem dwudzielnym. Wéweczas petne
skojarzenie V, z V, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy |A|<|D(A)| dla
kazdego podzbioru A zbioru Vi.
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Homeomorfizm

Dwa grafy G, H sa homeomorficzne jesli mozna je otrzymaé z grafu K poprzez
skonczony cigg ruchéw elementarnego podpodziatu.

Pojedynczy ruch elementarnego podziatu na krawedzi {u, v} € E(K) polega na
zastapieniu krawedzi {u, v} dwoma krawedziami {u, w} oraz {w, v}.

Oznacza to ze dodajemy do zbioru V/(K) wierzchotek w,

usuwamy z E(K) krawedz {u, v}, a dodajemy krawedzie {u, w} oraz {w, v}.

e T e o 59 1



[zomorfizm

Niech G, H beda grafami w ktérych krawedziami s3 jedno lub dwuelementowe
podzbiory wierzchotkéw.

(Zatem nie dopuszczamy krawedzi wielokrotnych, w szegdlnosci petli
wielokrotnych, a dopuszczamy pojedyncze petle)

Definicja 19

lzomorfizmem grafu G na graf H nazywamy przeksztatcenie wzajemnie
jednoznaczne (bijekcja) ¢ : V(G) — V(H),:

{u,v} € E(G) & {p(u), p(v)} € E(H).

Méwimy, wtedy, ze grafy G i H s3 izomorficzne, i piszemy G ~ H.
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[zomorfizm

Izomorficznoéé pozwala na zajmowanie sie grafami oznakowanymi badz
nieoznakowanymi. Graf nieoznakowany reprezentuje wszystkie
izomorficzne grafy oznakowane, np.:

Ld . L] [ ] L] . L LJ
I N o N N
.3 2. .3 2. .3 2' .3 2. .3 2 3 2 3 2. I3 Z.

hd hd

/\ /\

. . . . .
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[zomorfizm

Niech G, H beda grafami ogélnymi (Zatem dopuszczamy krawedzie wielokrotne, w
szegblnosci petle wielokrotne)

Definicja 20

Powiemy, ze grafy G oraz H s3 izomorficzne. Jedli istnieja dwie bijekcje

¢ : V(G)— V(H), oraz ¢ : E(G) — E(H), takie, ze krawedz e € E(G) jest
incydentna do u,v € V(G) wtw. gdy krawedz v¢(e) € E(H) jest incydentna do
p(u), p(v) € V(H).
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Etykietowanie

Definicja 21

Graf etykietowany, to graf ze standardowymi etykietami wierzchotkéw
(zazwyczaj vi, va, ..., Vy).

Uwaga 22

Dwa etykietowane grafy z tym samym zbiorem etykiet sa utozsamiane, jezeli s3
izomorficzne, tak, ze izomorfizm zachowuje etykiety.
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Etykietowanie

Twierdzenie 23
Liczba etykietowanych graféw prostych, niekoniecznie spdjnych, ktére maja n
wierzchotkéw oraz m krawedzi wynosi ((,%))
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Etykietowanie

Twierdzenie 24
Liczba etykietowanych graféw prostych, niekoniecznie spdjnych, ktére maja n
wierzchotkéw wynosi 2(5),
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|
Etykietowanie

Twierdzenie 25

Liczba etykietowanych, spéjnych graféw prostych, ktére maja n wierzchotkéw C,.
Gdzie C, spetnia réwnanie rekurencyjne

n—1

G =1, C, =20 ;Z/() )G, n>1.

i=1
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1 1
i 1
3 4
4 38
5 728
& 26704
7 1866256
a 251548592
El 66256291072
10 34496488594816
11 35641657548553344
12 73354596206766622208
13 3012722026456640858951808
14 2471648811030443735290891264
15 40527680937730480234609755344896
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Grafy nieetykietowane

Twierdzenie 26

Liczba nieetykietowanych, niekoniecznie spdjnych graféw prostych, ktére maja n
wierzchotkéw G,.
Zachodzi asymptotyczna réwnosé
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Etykietowanie

Twierdzenie 27

Liczba etykietowanych graféw skierowanych, ktére maja n wierzchotkéw oraz m
krawedzi wynosi (29)
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Definicja 28

Graf spdjny G jest k—wierzchotkowo spéjny (lub k—spédjny)

jesli ma wiecej niz k wierzchotkéw i pozostaje spdjny, gdy usuniemy mniej niz k
wierzchotkdw.
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Definicja 29

Graf spéjny G jest k—krawedziowo spdjny

jesli ma co najmniej dwa wierzchotki i pozostaje spdjny, gdy usuniemy mniej niz k
krawedzi.
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Droga i cykl Eulera, droga i cykl Hamiltona
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Niech G bedzie grafem spéjnym.

Jezeli w grafie G istnieje zamknieta droga prosta zawierajaca wszystkie
krawedzie grafu, to taka droge nazywamy cyklem Eulera, a graf — grafem
eulerowskim albo grafem Eulera.

Jezeli w grafie G istnieje droga prosta (nie koniecznie zamknigta) zawierajaca
wszystkie krawedzie grafu G, to taka droge nazywamy droga Eulera, zas graf
ten nazywamy grafem péteulerowskim.
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a) graf eulerowski, cykl Eulera - txwzxyz
b) graf péteulerowski, droga Eulera - txywtzy

c) graf nie posiada ani cyklu, ani drogi Eulera

e 2 e 20
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C
— — A@'B
D

W Krélewcu, na rzece Pregole s dwie wyspy A i B potaczone ze sobg,

a takze z brzegami C i D za pomoca siedmiu mostéw. Nalezy wyruszy¢

z dowolnej czesci ladowej miasta:A, B, C lub D,przejs¢ przez kazdy z mostéw
dokfadnie jeden raz i powréci¢ do punktu wyjsciowego (bez przeptywania
przez rzeke).

Opis zagadnienia opublikowany przez Eulera w 1741 roku w pracy Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis w Commentarii academiae

scientiarum Petropolitanae (wolumen 8, strony 128-140) jest uznawany za

pierwszg prace na temat teorii graféw. Euler dowiodt, ze ‘
graf jest unikursalny wtedy i tylko

wtedy, gdy nie ma w nim punktow
rzedu nieparzystego, lub jesli sg
na nim dwa takie punkty; graf
mostow krélewieckich ma ich trzy;
znana dobrze juz dzieciom koperta
ma dwa takie punkty.
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Twierdzenie Eulera

Graf spojny ma cykl Eulera < gdy kazdy wierzchotek ma stopien parzysty.

Warunek konieczny =. Jezeli graf G ma cykl Eulera, to ma wszystkie

wierzchotki stopnia parzystego.

x® n @z

Niech C bedzie cyklem Eulera (na rysunku
C = zyxtsytz. Zatézmy, ze startujemy z
pierwszego wierzchotka cyklu (na rysunku
z), idziemy od wierzchotka do wierzchotka
naszego cyklu i odejmujemy krawedz (moze
to by¢ petla), po ktorej ostatnio przeszlismy.
Dla kazdego wierzchotka cyklu oprécz
wierzchotka pierwszego odjecie dwéch
kolejnych krawedzi cyklu incydentnych z
tym wierzchotkiem zmniejsza jego stopien o
dwa. Gdy powrécimy do wierzchotka
startowego (na rysunku z) pozostang w
grafie jedynie wierzchotki stopnia zerowego,
co oznacza, ze na poczatku wszystkie
wierzchotki miaty stopien parzysty.

25 marca 2018
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Warunek dostateczny <.
Jezeli graf G ma wszystkie

wierzchotki stopnia parzystego,
to ma cykl Eulera.

b)

25 marca 2018
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Krok pierwszy: najdtuzsza droga prosta w grafie spéjnym o parzystych stopniach wierzchotkéw jest zamknigta

Jezeli graf G ma jeden wierzchotek stopnia 2m i m > 1 krawedzi to twierdzenie
zachodzi.

Zatézmy, ze V(G) > 2. Poniewaz graf jest spdjny, wiec kazdy wierzchotek ma
stopien parzysty co najmniej 1, a zatem co najmniej 2.

Niech vi, s, ..., v, bedzie ciggiem wierzchotkéw najdtuzszej drogi T, o réznych
krawedziach (droga prosta), istnienie T gwarantuje skoriczono$¢ zbioru E(G).
Niech G’ to graf powstaty przez usuniecie z G krawedzi drogi T.

Gdyby vi # v, to stopief v, w G’ bytby nieparzysty, zatem co najmniej jedna
krawedz e w grafie G’ wychodzitaby z wierzchotka v,.

Oznacza to, ze mogliby$my wydtuzy¢ droge prosta T o te krawedz, co przeczy
maksymalnosci T. Zatem v, = v;. Oznacza to, ze droga prosta T jest zamkneta.
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Krok drugi: najdtuzsza droga prosta w grafie spéjnym o parzystych stopniach wierzchotkéw przechodzi przez wszystkie wierzchotki, byé moze wielokrotnie.

Zatézmy, nie wprost, ze droga T nie przechodzi przez wierzchotek vy. Ze
spdjnosci istnieje droga S z vp do v;, gdzie i € {1,2,..., n}. Pierwsza krawedz
drogi S nalezy do G’, ostatnia krawedz f drogi S dochodzi do wierzchotka v;.
Jesli dodamy do drogi prostej T krawedzZ f to otrzymamy dtuzsza droge o réznych
krawedziach, co przeczy maksymalnosci T.

e P



Krok trzeci: najdtuzsza droga prosta w grafie spéjnym o parzystych stopniach wierzchotkéw przechodzi przez kazda krawedz grafu G.

Zatézmy, nie wprost, ze droga T nie przechodzi przez krawedz h.

Ktérys$ z wierzchotkéw drogi T powiedzmy v; jest koncem krawedzi h.

Ponownie dotaczajac krawedz h do drogi T otrzymujemy droge prosta dtuzsza niz
T, co przeczy wyborowi T.

Zatem droga prosta T przechodzi przez kazda krawedz, jest wiec cyklem Eulera.
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Twierdzenie Eulera o drodze Eulera

Graf sp6jny majacy doktadnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego ma
droge Eulera.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze w grafie péteulerowskim, kazda droga
Eulera musi mie¢ poczatek w jednym wierzchotku nieparzystego stopnia, a
koniec w drugim takim wierzchotku.
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Algorytm Fleury’ego

Wybierz dowolny wierzcholek v nieparzystego stopnia,
jesli taki istnieje. W przeciwnym przypadku wybierz do-
wolny wierzcholek v. Niech V'S = v i niech ES = X (ciag
pusty).

Krok 1.

Kiedy algorytm zakoriczy dzialanie, ciag ES
bedzie ciggiem krawedzi drogi lub cyklu Eulera,
a VS bedzie ciggiem wierzchotkéw tej drogi lub cyklu.

intuicja |

Jedli z wierzchotka v nie wychodzi juz zadna krawedz,
zatrzymayj sie.

Krok 2.

Jesli pozostala dokladnie jedna krawed? wychodzaca
z wierzchotka v, powiedzmy krawedz e z wierzchotka v
do w, to usuii e z E(G) oraz v z V(G) i przejdz do
kroku 5.

Krok 3.

Krok 4. Jesli zostala wiecej niz jedna krawedz wychodzaca
z wierzchotka v, wybierz taka krawedz, powiedzmy e
z v do w, po usunigciu ktérej graf pozostanie spdjny;

nastepnie usuii e z E(G).

Dotlacz w na koncu ciagu V'S, dotacz e na koncu ciagu
ES, zastap v wierzchotkiem w i przejdz do kroku 2.

Krok 5.

koniec

usuwanie

standardowy
ruch 3

podsumowanie
ruchu
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Twierdzenie Eulera dla graféw skierowanych

Graf skierowany jest grafem Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
wierzchotka v grafu, stopien wejsciowy jest réwny stopniowi wyjsciowemu.

indeg(v) = outdeg(v)

X, Cykl:

X3X2X4X1X2X1X4X3

e 2 e 20
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Opozy

Sir Williama
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Droga Hamiltona nazywamy droge, ktéra przechodzi przez kazdy wierzchotek
grafu dokfadnie jeden raz.

Cyklem Hamiltona nazywamy cykl przechodzacy przez wszystkie wierzchotki
grafu.

Graf posiadajacy cykl Hamiltona nazywamy grafem hamiltonowskim, a graf
posiadajacy tylko droge Hamiltona - grafem péthamiltonowskim.

w w v
w
u z
u z
X y X y X Y
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Twierdzenie

Jezeli graf o n wierzchotkach jest hamiltonowski, to posiada co najmniej n
krawedzi.

Twierdzenie

Kazdy graf petny K, jest grafem Hamiltona.

AV

K

3 gl
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Warunki wystarczajace istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie Ore (1960)

Niech graf G = (V, E) bedzie grafem sp6jnym i niech |V/| = n > 3 (tzn. graf
G ma co najmniej trzy wierzchotki). Jezeli

deg(u) + deg(w) > n

dla kazdej pary wierzchotkéw u, w € V/, ktore nie sg potaczone krawedzig, to
graf G jest grafem hamiltonowskim.

u z u z X, X
X, X,
w
Xs X3
w
X Y x y X, X
G1 GZ GS
a) b) c)
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Warunki wystarczajace istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie Dirac (1952)

Jezeli w grafie prostym i spojnym G = (V. E) o n wierzchotkach (n > 3)
oraz stopien kazdego wierzchotka u € V spetnia warunek deg(u) > Zn, to
graf G jest grafem hamiltonowskim.

e 2 e 20
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Warunki wystarczajace istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie

Jezeli w grafie prostym i spéjnym G o n wierzchotkach jest co najmniej
1(n—1)(n —2) + 2 krawedzi, to graf G jest grafem hamiltonowskim.
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Drzewa



4’!\» 1
DL
—1, \0-
N
Hae”” N
A

Methane
Ethane
Propane

I
I e
Isobutane

CnH2n+2

Struktura potaczeri w
tych zwiazkach to

drzewo - graf spéjny i
acykliczny
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Twierdzenie 30

Niech e bedzie krawedzia grafu spéjnego G. Nastepujace wa-
runki sa réwnowazne:

(a) graf G\{e} jest spdjny;

(b) e jest krawedzia w pewnym cyklu w grafie G;

(c) e jest krawedzia w pewnej zamknietej drodze prostej
w grafie G.

e 2 e 20
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Twierdzenie 31

Kazdy skoriczony graf spéjny ma drzewo spinajace.
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Twierdzenie 32

Niech G bedzie grafem bez petli i krawedzi wielokrotnych,
majacym wiecej niz jeden wierzcholek. Nast¢pujace warunki
sg rownowazne:

(a) G jest drzewem;

(b) kazde dwa réine wierzchotki sa polaczone dokladnie
jedna droga prosta;

(c) graf G jest spéjny, ale przestaje byé¢ sp6jny po usunie-
ciu dowolnej krawedzi;

(d) graf G jest acykliczny, ale przestaje by¢ acykliczny po
dodaniu jakiejkolwiek krawedzi.
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Twierdzenie 33

Drzewo skonczone, majace co najmniej jedna krawedz, ma co
najmniej dwa lidcie.
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Twierdzenie 34

Niech G bedzie grafem skoficzonym majacym n wierzcholtkéw
i nie majacym petli i krawedzi wielokrotnych. Wtedy naste-
pujace warunki sa réwnowazne:

(a) G jest drzewem.

(b) G jest grafem acyklicznym majacym n — 1 krawedzi.

(c) G jest grafem spéjnym majacym n — 1 krawedzi.
Innymi stowy, kazde dwie sposréd wlasnoéci: ,spéjnosé”,
wacyklicznodé” i ,posiadanie n — 1 krawedzi” implikuja trze-
cia.
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Algorytm Drzewo

Algorytm DRZEWO(v)

{Dane: wierzchotek v w skoficzonym grafie G}

{Wyniki: zbiér krawedzi E |[drzewa spinajacego |skladowej

grafu G zawierajacej v}

{Zmienna pomocnicza: ciag V odwiedzanych wierzchotkéw,

ostatecznie V = V(G)}
Niech V: = {v} oraz E: =@.

Dopdki istnieja krawedzie w grafie G laczace wierzcholki ze
zbioru V' z wierzcholkami, ktére nie naleig do V', wykonuj
wybierz taka krawedz {u,w} laczaca wierzcholek w € V

z wierzchotkiem w ¢ V,
dotacz wierzcholek w do V' i krawed? {u, w} do E.

a)

b)

25 marca 2018
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Algorytm Las

Algorytm LAS

{Dane: skoficzony graf G'}
{Wyniki: zbiér EE krawedzi lasu spinajacego dla grafu G}
Niech VV: =@ oraz FE: = 0.
Dopéki VV £ V(G), wykonuj
wybierz v € V(G)\VV

25 marca 2018 99 /1



Minimalne drzewo spinajace

Definicja 35

Drzewo spinajace grafu jest drzewem, ktére zawiera wszystkie wierzchotki
grafu oraz niektére z jego krawedzi.

Definicja 36

Minimalne drzewo spinajace jest drzewem spinajagcym, ktérego suma wag
krawedzi jest najmniejsza ze wszystkich pozostatych drzew spinajacych danego

grafu.
W grafie moze istnie¢ kilka minimalnych drzew spinajacych.
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Algorytm Kruskala

Algerytm Kruskala

{Dane: skoiczony graf sp6jny G z wagami, ktorego krawedzie
sa uporzadkowane wedtug wzrastajacych wag}

{Wyniki: zbiér E krawedzi minimalnego drzewa spinajacego
grafu G}

Niech E: = 0.

Dla j =1 do [E(G)]

jesli graf E'U {e;} jest acykliczny, to dolacz ; do E.

Algorytm Kruskala daje w wyniku minimalne drzewo spinajace.

25 marca 2018 101 /1



|
Algorytm Kruskala

25 marca 2018 102 /1



|
Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala

i tak dalej od j =1 do j = |E(G)|, na koficu powstaje minimalne drzewo spinajace
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Algorytm Prima

Algorytm Prima
{Dane: skoficzony graf spojny G 2 wagami (z krawedziami
wypisanymi w jakimkolwick porzadku)}
{Wyniki: zbiér krawedzi ' minimalnego drzewa spinajacego
grafu G}
Niech E: =0
Wybierz w ze zbioru V(G) i niech V: = {w}.
Dopéki V # V(G), wykomj
wybierz w zbiorze E(G) kraweds {u, v} 0 najmniejszej mos-
liwej wadze, taka ze u € V i v € V(G)\V
dolgez kraweds {u,v} do zbioru E i wierscholek v do
zbioru V.

Algorytm Prima daje w wyniku minimalne drzewo spinajace
grafu spéjnego 2 wagami.
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