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Kolorowanie grafu G = (V, E) to funkcja ¢ : V — N taka, ze ¢(v) # c(w)
ilekro¢ vw jest krawedzig grafu G.
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Niech G bedzie grafem bez petli.

istnienie krawedzi rownolegtych w grafie G nie ma
znaczenia przy kolorowaniu jego wierzchotkéw

zagadnienie kolorowania graféw rozwazamy tylko dla
graféw spéjnych

Moéwimy, ze G jest grafem k—kolorowalnym, jesli kazdemu wierzchotkowi
mozemy przypisa¢ jeden z k koloréw, w taki sposéb, by wierzchotki przylegte
(sasiednie) miaty rézne kolory. Jesli graf G jest k—kolorowalny, ale nie jest
(k — 1)—kolorowalnym, to méwimy, zZe jest on k—chromatyczny. Najmniejsza
liczbe k réznych koloréw potrzebnych do pokolorowania wierzchotkéw grafu
G nazywamy liczba chromatyczng tego grafui oznaczamy x(G).
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Kolorowanie grafu G na k koloréw wyznacza rozbicie zbioru V' na sume
roztaczng V = Vo U V3 U ... U V,_; jednobarwnych zbiorow V;, przy czym
kazdy graf indukowany postaci G|V¢ jest antyklika. Na odwrdt, rozbicie
V=VWWuViU...UV,_; pozwala na pokolorowanie grafu G na k koloréw.
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Graf k-kolorowalny (k-barwny) to graf dajacy sie pokolorowaé k barwami.

M=o
RN
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Liczba chromatyczna grafu, x{G), to najmniejsza liczba barw, ktorymi
mozna pokolorowa¢ graf G.
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Scheduling — mamy do wykonania wiele prac. Niektdre z nich
nie moga byé wykonywane w tym samym czasie

(np. w ciagu jednego dnia).

Liczba chromatyczna okresla ile potrzeba dni na wykonanie
wszystkich prac.

PJé¢ do kina Przygotowat referat

Pojéé na mecz

P6jsc na sifownig \.
\ Umy¢ naczynia
Zrobié pranie

Posprzataé mieszkanie
Wyprasowac keszulg
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Prace wykonywane w odpowiednim czasie.

Kazda rzecz do zrobienia musi byé wykonana w konkretnym
przedziale czasowym (np. transmisja z meczu).

Tworzymy graf — wierzchotkom odpowiadajg mecze, a krawed?
jest wtedy, gdy mecze zahaczajg o siebie w czasie.

D
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Optymalne kolorowanie grafu G to kolorowanie uzywajace doktadnie x{G)
kolorow.
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Twierdzenie 1

Graf, ktérego wszystkie wierzchotki maja stopieri nie wiekszy niz k jest
(k + 1)-kolorowalny.
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Dowéd

Dowéd poprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw w grafie
G = (V, E). Jesli graf ma jeden wierzchotek, to oczywiscie wystarcza jeden
kolor. Zatozmy wiec, ze |V| > 2. Wybierzmy dowolny wierzchotek v € Vi
rozwazmy graf G\Vf{”}. Na mocy zatozenia indukcyjnego da sie go
pokolorowac k + 1 barwami. Zauwazmy, ze v ma co najwyzej k sasiadow.
Wsrédd k + 1 koloréw uzytych w kolorowaniu grafu G\Vf{m} jest wiec kolor nie
przypisany zadnemu sgsiadowi wierzchotka v. Wybieramy wiec ten kolor jako
barwe dla v. Udato sie pokolorowa¢ graf G zbiorem k + 1 kolordw, co koriczy
dowdd.

Ograniczenia gérnego, na liczbe chromatyczna grafu, podanego w Twierdzeniu
nie mozna w ogoélnosci wzmocnic.

Istotnie, kazde kolorowanie kliki K wymaga doktadnie k + 1 koloréw,
mimo iz stopieri kazdego wierzchotka to k.
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Klika (ang. clique) w grafie nazwiemy jego podgraf, ktdrego wszystkie wierzchotki 53 ze sobg nawzajem potaczone krawedziami.
Innymi stowy, klika jest podgrafem petnym danego grafu

Klika maksymalna (ang. maximal clique) jest taka klika grafu,
Ze nie mozna do niej juz dodac zadnego nowego wierzchotka z grafu.

Klika najwigksza (ang. maximum clique) jest najwiekszym podgrafem petnym.
Problem znajdowania najwieksze| kliki jest problemem trudnym obliczeniowo.
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Kolorowanie krawedzi grafu

Przez k-kolorowanie krawedzi ¢ grafu G (bez petli) rozumiemy przyporzadkowanie kazdej
krawedzi grafu G jednego z k kolorow ze zbiorn K = {1,2,...,k}.

Kolorowanie ¢ jest wtasciwe jezeli zadne dwie przylegle krawedzie nie sa tego samego koloru.
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k-kolorowanie

krawedzi mozna inaczej zdefiniowaé jako podzial (Ey, Es, . . ., Fy) zbioru krawedzi E, gdzie
E; oznacza (by¢ moze pusty) podzbior zbioru F, ktorego krawedziom przyporzadkowano
kolor 7. Wiasciwe k-kolorowanie krawedzi jest wowczas takim k-kolorowaniem, w ktorym
kazdy podzbior E; sklada sie z parami nieprzyleglych krawedzi,
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Graf G jest k-kolorowalny krawedziowo jezeli G ma wlasciwe k-kolorowanie krawe-
dziowe. Oczywiscie kazdy graf G (bez petli) jest e-kolorowalny krawedziowo; jak rowniez,
jezeli G jest k-kolorowalny krawedziowo, to jest tez l-kolorowalny krawedziowo dla kaz-
dego I > k (I < ¢€). Indeks chromatyczny (krawedziowa liczba chromatyczna) x'(G) grafu
G bez petli, jest to najmniejsza liczba k dla ktorej graf G jest k-kolorowalny krawedziowo.
Graf G jest k-chromatyczny krawedziowo jezeli \'(G) =

e By 155l



Przykladowe zastosowanie.

Rozwazmy nastepujacy problem. Dany jest zbior m nauczycieli oraz zbior n klas. Podane sa takze liczby
godzin zaje¢ jakie musi odby¢ w ciagu tygodnia dany nauczyciel z kazda z klas. Szukana jest minimalna
liczba godzin w tygodniu, w czasie ktorych moga odby¢ sie wszystkie zajgcia. Wiadomo, ze w danym
momencie czasu nauczyciel moze uczy¢ tylko jedna klase i kazda klasa moze by¢ uczona przez tylko
jednego nauczyciela.
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Jak rozwiaza¢ problem ukladania planu zaje¢ przy pomocy graféw? Stworzmy graf dwudzielny,
ktorego zbior wierzchotkéw mozna podzieli¢ na dwa rozlaczne zbiory odpowiadajace nauczycielom oraz
klasom. W grafie tym dopuszczamy istnienie wielu krawedzi miedzy kazda para wierzchotkow.
Wierzcholek odpowiadajacy nauczycielowi taczymy tyloma krawedziami z wierzcholkiem
odpowiadajacym klasie ile godzin zaje¢ musi on odby¢ z ta klasa w ciagu tygodnia. Zauwazmy, ze jesli
pokolorujemy krawedzie tego grafu tak, aby kazde dwie majace wspolny koniec byly réznych kolorow,
to krawedzie pokolorowane tym samym kolorem odpowiadaja zajeciom, ktore moga odbywac sie
roéwnoczesnie. Poszukujemy wiec minimalne;j liczby kolorow potrzebnych do pokolorowania w ten spob
wszystkich krawedzi. Innymi stowy, poszukiwany jest indeks chromatyczny tego grafu. Problem ten
mozna oczywiscie skomplikowac¢ dodajac zalozenia dotyczace sal, w ktorych zajecia moga sie odbywac,
badz narzucajac pewne terminy, w ktorych dane zajecia musza sie odby¢.

e B el A
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Mréz Nowak Pawlak Cicho Lis
r * *® L 4 [

¢ o ¢ 4
IVa IVh IVe vd

Dla przyktadu: profesor Mroz ma 2 godziny z IVa i 1 godzing z IVb a profesor Nowak po 1 godzinie z
IVa i IVc. Indeks chromatyczny tego grafu wynosi 4. Czyli w ciagu 4 godzin uda si¢ przeprowadzic
wszystkie zajecia. Wida¢, ze mniejsza liczba godzin nie wystarczy poniewaz profesor Lis musi
przeprowadzi¢ 4 godziny zajec. Rowniez klasy IVa, IVc oraz IVd maja zaplanowane po 4 godziny.
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Mroz Nowak Pawlak  Cicho Lis
[ ] L ]
/ Mroz IVa | IVb | IVa
Nowak Ve IVa
\ Pawlak | IVd | IVa Ve
[ ] ®
IVa IVhb v

¢ vd Cicho | IVc vd | Ivb

Lis IVb | TVd | TVe | TVd

e By 195l



Dla grafu petnego K, mamy x(K.) = n.

Jezeli graf jest grafem cyklicznym G, to

2 dla n parzystego
x(Co) = :
3 dla n nieparzystego,

co mozemy zapisa¢ inaczej x(Gi1) =3, x(Gi) =2 dla i e {1,2,...}.

25 maja 2017
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x(G) =1 jezeli G jest grafem pustym (sktadajacym sie jednego
wierzchotka).

x(G) =2, gdy G jest grafem dwudzielnym, w szczegélnosci kazde
drzewo jest 2-chromatyczne.
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Zachtanny algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu

Dane: graf prosty G, o n wierzchotkach, ktérego wierzchotki sa
ponumerowane {vi, va, .. ., va}, kolory numerujemy od 1 do n

Wynik: pokolorowany graf G

ZAKG(G)

1 przypisz kolor 1 do wierzchotka vq
2 for k + 2 to ndo
3 dla wierzchotka vy uzyj pierwszego dostepnego koloru,
ktéry nie byt wykorzystany do pokolorowania wierzchotka sasiedniego

e B el A
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Z definicji liczby x(G) wynika, ze jezeli graf G ma n wierzchotkéw, to jego
liczba chromatyczna jest nie wieksza od n tzn.

[VI=n=x(6) <n

W dowolnym grafie
X(G) 2w

gdzie w jest rozmiarem (iloscia wierzchotkéw)
najwiekszej kliki.

Klikag grafu G nazywamy jego podgraf petny.

23 /51



Twierdzenie Brooksa

Jezeli graf G = (V, E) jest grafem prostym, w ktérym stopien grafu jest
réwny A(G), to
V(6) < A(G) +1

Réwnosé w relacji (1) zachodzi tylko w dwu przypadkach:

o gdy graf G jest grafem petnym K, (n > 3). Wiemy, ze A(K,)=n—11
x(Kn) = n stad

A(K)+1=n—-1+1=n=x(Kn)

o gdy graf G jest grafem cyklicznym o nieparzystej liczbie wierzchotkéw
tzn. G = Czpr]_‘ (I = ].:27 ) Mamy A(Cz,‘+1) = 2, X(C24’+1) = 3‘ Stad

A(Goiz1) +1=2+1=3=y(Caix1)
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Podzbiér wierzchotkéw S C V grafu g = (V. E), nazywamy niezaleznym,
jezeli zadne dwa wierzchotki tego podzbioru, nie sa sasiednie. W
szczegolnosci kazdy podzbior jednoelementowy zbioru V' oraz zbiér pusty
wierzchotkéw jest zbiorem niezaleznym grafu G.
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Liczbe
a(G) = max ||

gdzie S; s3 wszystkimi niezaleznymi zbiorami grafu G, nazywamy liczba
niezaleznosci grafu G. Zbiér S*, dla ktérego osiagniete jest maksimum,
nazywamy maksymalnym zbiorem niezaleznym.
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Liczbe chromatyczna grafu mozna oszacowa¢ nastepujaco

X(G) = ]

a(G)
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Mowimy, ze graf G jest krawedziowo k—kolorowalny jesli jego krawedzie
mozna pokolorowac¢ k kolorami w taki sposéb, ze przylegte krawedzie maja
rézne kolory. Jezeli graf G jest krawedziowo k—kolorowalny i nie jest
krawedziowo (k — 1)—kolorowalny, to méwimy, ze jego indeks chromatyczny
X(G) wynosi k.
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Indeks chromatyczny grafu petnego K, wynosi:

_ n—1 jezeli n parzyste
X(Kn) = o
n jezeli n nieparzyste



Indeks chromatyczny grafu cyklicznego C, wynosi:

_ 2 gdy n — parzyste,
X(Cn) = .
3 gdy n — nieparzyste.
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Twierdzenie Koniga, 1916

Jezeli w grafie dwudzielnym G = (V, E) najwiekszy stopien wierzchotka jest
réwny A, to jego indeks chromatyczny

X(G)=A

e B el A
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Twierdzenie Vizinga, 1964

Jezeli graf G = (V/, E) jest grafem prostym, w ktorym najwiekszy stopien
wierzchotka wynosi A, to indeks chromatyczny spetnia nieréwnosé

A<3(G)<A+1

e B 5



Graf G nazywamy grafem planarnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
geometryczna reprezentacja tego grafu, na ktorej dowolne dwie krawedzie
moga mie¢ co najwyzej jeden punkt wspdlny, bedacy wierzchotkiem
incydentnym z tymi krawedziami. Graf, ktéry nie jest planarny nazywamy
grafem nieplanarnym.

e B el A
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Reprezentacja planarnego grafu G dzieli ptaszczyzne na maksymalne i
roztaczne podzbiory. Zbiory te nazywamy regionami.
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Twierdzenie Eulera, 1750

Niech dany bedzie spéjny graf planarny o n wierzchotkach, m krawedziach i
regionach. Woéwczas zachodzi zwiazek

f=m-—n+4+2
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Jezeli graf G jest planarnym, prostym grafem spéjnym majacym n
wierzchotkéw i m krawedzi, to

m < 3n—6.
Jezeli ponadto graf G nie ma tréjkatow (czyli cykli dtugosci 3), to

m<2n—4.

Graf Ks jest grafem nieplanarnym

Graf K33 nie jest grafem planarnym.



Twierdzenie Kuratowskiego, 1930

Dany graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu
homeomorficznego z grafem Ks lub z grafem Ks 3.
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Mowimy, ze regiony grafu planarnego sa regionalnie k—kolorowalne (mozna
je pokolorowaé k kolorami), jesli Zadne dwa regiony przylegte nie maja tego
samego koloru.
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Najmniejsza liczbe k taka, ze regiony grafu planarnego G s3 regionalnie
k—kolorowalne nazywamy liczba chromatyczna regionéw tego grafu i
oznaczac bedziemy p(G).
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Regiony grafu mozna pokolorowaé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy wierzchotek grafu jest stopnia parzystego.
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Graf kubiczny mozna pokolorowaé trzema barwami wtedy i tylko wtedy, gdy
jest dwudzielny.
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Kazda graf planarny moze by¢ pokolorowany czterema kolorami.

Historia:
Pierwszy ,dowod” pojawit sie w roku 1879. Przedstawit go Alfred
Kempe, londynski prawnik. Dowéd okazat sie btedny, ale byt to jeden z
najbardziej znanych fatszywych dowodéw w historii matematyki.

Twierdzenie o czterech kolorach zostato udowodnione dopiero w 1976
roku przez dwéch amerykanskich matematykéw K. Appela i W. Hakena.
Byt to bardzo skomplikowany dowéd wspomagany komputerowo.

W 2004 roku pojawit sie nowy dowdd tego wyniku, réwniez
wykorzystujacy komputer, ale obejmujacy tylko 600 redukowalnych
konfiguracji, ktére mozna sprawdzi¢ na laptopie w ciagu kilku godzin.
Jego autorami sa Robertson, Sanders, Seymour i Thomas z Atlanty.
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Do pokolorowania kazdej mapy wystarcza 4 kolory

Przykladowe zastosowanie — wystarczg 4 czestotliwosci
nadawania w sieci GSM, by zapobiec interferencji z sgsiednich
stacji nadawczych.

] 25 maja 2017
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Najmniejszy dos¢ trudny graf — najmniejszy graf G, dla ktérego
algorytm moze uzy¢ wigcej koloréow niz x(G).

Najmniejszy trudny graf — najmniejszy graf G, dla ktérego algorytm
musi uzy¢ wigcej koloréw niz x(G).
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Algorytm sekwencyjny S mozna opisa¢ nastepujaco:
Uporzadkuj w dowolny sposéb wierzchotki grafu G v,...,v,.
Koloruj wierzchotki zachtannie zgodnie z przyjeta permutacja

Wilasnosci:
algorytm statyczny — kolejnos¢ wierzchotkéw ustalona na poczatku
nie zmienia si¢ podczas realizacji algorytmu

Sciezka P, jest najmniejszym dos¢ trudnym grafem

Graf trudny nie istnieje

e B el A
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Algorytm LF (largest first) mozna opisa¢ nastgpujaco:
Uporzadkuj wierzchotki grafu G nierosnaco wedtug stopni v,....,v,,.

Koloruj wierzchotki zachtannie zgodnie z przyjgta permutacja

Wtasnosci:
algorytm statyczny — kolejnos¢ wierzchotkéw ustalona na poczatku
nie zmienia si¢ podczas realizacji algorytmu
Sciezka P, jest najmniejszym dos¢ trudnym grafem:

Kolejnos¢ wierzchotkéw: v,, vs, v4, vy, vy, V.

e B el A
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Wiasnosci algorytm LF
najmniejszym trudnym grafem do kolorowania jest , koperta”, ktora

jest grafem 3-barwnym, natomiast LF zuzywa czterech koloréw:

N
AN

W
(93]
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Algorytm SL (smallest last) sklada si¢ z dwdéch etapéw:

faza redukcji grafu: znajdujemy wierzchotek o minimalnym stopniu
i usuwamy go z grafu (powtarzamy dopdki graf nie jest pusty).
kolorujemy wierzchotki zachtannie w kolejnosci ustalonej w

poprzednim kroku, zaczynajac od wierzchotkéw usuwanych
péznie;j.

Witasnosci:

Algorytm statyczny

Przypadki pozytywne: drzewa, cykle, grafy jednocykliczne, kola,
grafy Mycielskiego, grafy Johnsona, grafy planarne

e B el A
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Algorytm SLF (saturacyjny LF) mozna opisa¢ nastgpujaco:
while istnieja niepokolorowane wierzchotki do begin
znajdz wierzchotek o maksymalnym stopniu sposrod
wierzchotkéw o maksymalnym stopniu nasycenia;
pokoloruj znaleziony wierzchotek zachtannie;

end

Uwaga Stopier nasycenia wierzchotka to ilo§¢ réznych koloréw
incydentnych z tym wierzchotkiem.

Przypadki pozytywne: grafy dwudzielne (w tym drzewa i grafy
Johnsona), cykle, kota, kaktusy
Przypadki negatywne: grafy tréjdzielne

e B el A

49 / 51



