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Elementy tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywiste) B® = {(z,y,z) 1z, y, z € B}

mozemy interpretowaé co najmniej na trzy sposoby, trn. jako:

1 zbior punkiow (r,y, z) bedziemy je oznaczaé duzymi literami A, B,C itd.

Liczby rzeczywiste =,y = narywamy wspolrzednymi punktu A = (x,y,z).

zbior ws

) —
stkich wektorow zaczepionych @, 5, @, 7 itd.

Wektory te majg wspolny poczatek w punkcie O = (0,0,0). Kazdy punki

P = (x,y.z) wyznacza dokladnie jeden wektor wodzacy OF = (x.y, 2).
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zhiér wszystkich wektoréw swobodnych o, przy czym przez wektor swobodny o
rozumiemy zbior wszystkich wektorénw zaczepionych w dowolnym punkcie, ktére maja
te sama dlugosé, ten sam zwrot oraz ten sam kierunek co wektor .

Razde dwa réine punkiy A = (z,,y,, z,) oraz B = (3,4, z5) WYINaczajg
dwa wektory swobodne

E = (Th — Ta,Yb — Ya, 2b — Za} OTAZ ﬂ = (Ta — Th; Ya — Yb: Za — Zb) }

wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora AB. Punkt A (od
powiednio B) nazywamy poczatkiem (koficem) wektora AB. Poczatek (ko
niec) danego wektora jest koficem (poczatkiem) wektora do niego prze
clumnego.
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o c B Wowczas:

— df

oW+

(v, Yy, 7v) beda dowolnymi wektorami oraz niech

1 . T e
+ Zy) orarz o u |y, Celyy, 2y ) -
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Dhugosé wektora & okreslamy wzorem:

e W e A B 2



Iloczyn skalarny

Definicja Hoczyn skalarny wehtoréw o oraz ¥ to liczba (shalar) W = ¥ ekreslona wzorem

df
Tod 2 |H|- || 7| cos£L(H, ),

gdzie £ (T, 7) to kqt miedzy wektorami & i ¥, zakladamy, ze 0 < £(0,T)

jezeli W = (Ty. yu. zu) Oraz T

kat migdzy niezerowymi wektorami i wyraza sig wzorem

. Ty * Ty + Yu - Yo + 2y * Zp
£ (W, %) = arecos Ju Y =

VAtRta VJarter

Ty 7+ Yu Yo T Su " Sp-
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‘Wilasnoéci iloczynu skalarnego (ﬁ T, W R0 cR):
a) 7 oW =V oW;
b) 7o u = H H

(x‘\'mvtrvczm‘ )i

(dodatnio okreslony);

c) (a-d)oW =a-(do7); L
d) (ﬁ Lo = (70?) y (7 o ﬁ): (dwuliniowy);

u

e) \7 o ?\ < Hﬁ” H?H (nieréwno$é Schwarza);

) TIT T

= 0 (warunek ortogonalno$ci wektorow).
Dla ustalonego wektora A = (a, b, ¢) zbiér wektoréw X do niego prostopadlych tworzy

podprzestrzen liniowa zadana roéwnaniem ax + by + ¢z = 0.

17 listopada 2018

7/23



Iloczyn wektorowy

Niech 7 = (Zw, Yu, 7u) oraz T = (%0, Yo, 70) beda dowolnymi wektorami z przestrzeni R3.

Definicja Iloczynem wektorowym wektoréw U oraz T nazywamy wektor
— .
i x U okreslony wzorem

d
U x ¢ (Yuzo

= YoZus ToZu — TuZos Tully — Tulu) -

WZOr mozna wyrazi¢ w postaci uiyznaczmka

- = =
ij ok
0 x T = Ty Yu Zu

adzie @ = (1,0,0), 7 = (0,1,0), K = (0,0,1).
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Mozna réwniez wykazaé, ze ||7 X ?H = HWH . Hﬁ“ -sin £ (77)

gdzie, podobnie jak poprzednio, £ (7, 7) to kat mi¢dzy wektorami T i
0<£L(d. 7)< 7).

e 0 e A 0 2



Wlasnosci iloczynu wektorowego (7,7, @ € R?, a € R):

a) @ x U =— (T x1);

b) (o W)x T =W x(a-V)=a-(d xV);

) (H+ V) x W= (U x @)+ (¥ x &)

d [7 <7< 7] -7

e) U x V= Ve (v | 7 v =0v T =0} (warunck rownoleglosci wektorow);
T

e 7 [t A
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Orientacja ukladu wspolrzednych

Rozrozniamy dwie orientacje ukladu wspolrzednych Oxyz - orientacje dodatnia (uklad
prawoskretny) oraz ujemng (uklad lewoskretny). Orientacja ukladu zalezy od wzajemnego
polozenia osi ukladu Oz, Oy oraz Oz. Jezeli wyprostowany kciuk prawej reki umiescimy
w ten sposob, aby wskazywal dodatnig czes¢ osi Oz, a zgicte palce wskazg kierunek
obrotu od osi Oz do osi Oy (odpowiednio: od osi Oy do osi Oz) to wéwcezas mamy do
czynienia z ukladem prawoskretnym (lewoskretnym).

a) z b)
T
Y
Wykres  Orientacja ukladu wspélrzednych: a) uklad lewoskretny, b) uklad
prawoskretny.

e T



lloczyn  wektorowy U x U dwoch niezerowych, niewspolliniowych  wektorow
RTTs przestrzeni R? ma te wlasnosé, ze orientacja tréojki wektorow UV A X T jest
zgodna z orientacjg ukladu wspoélrzednych Owzyz.

e Ty



Iloczyn mieszany

Niech @ = (s Y 2u) o = (Tvs Yos 20) W =
tami przestrzeni R3.

w:Yw, 7w) beda dowolnymi elemen-

Definicja Iloczynem mieszanym uporzadkowanej tréjki wektoréw . 0. @

nazywamy liczbe (7,7, @) okreslonq wzorem

@. 7. )L @ x ) oW
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‘Wlasnosci iloczynu mieszanego (. V. W eR® acR):

a) (7.7 u<)—7 naRTART|

b) ,.-(ﬁ 7 ):( v, W) = (W T

©) (ul +ud, 7, 8) = (@i, 7, @) + (ud, 7, )
Il

d) |(7, 7, @ )\ 2010 - 120
T Yu Fu

& (0,7, W)= 2, y» 2
Tw Yu o Fw

ilur‘Z\'n mieszany |(@, %, )| (objetosé réwnoleglosciann rozpietego

przez 0.7, czyli 6 - objetodé¢ czworodcianu.
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Plaszczyzna w przestrzeni R®

Rownanie normalne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (. yo. 29) oraz prostopadlej
do niezerowego wektora 7 = (A, B, C') ma postaé

T A(z—x9)+ B(y—yo) +C (2 — 2) =0.

e W e A 15 2



rownanie
Az +By+Cz+ D=0,

gdzie A% 4+ B2 4+ C? > 0, rowniez opisuje plaszezyzne - jej wektorem normalnym jest
wektor 7 = (A, B.C), a przechodzi ona przez punkty P, = (*%.U.O) , Py = (0. 7%. 0),
Py = (0,0, 7g) (o ile oczywiscie ABC' # 0).
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Roéwnanie odcinkowe plaszczyzny

Réwnanie postaci

Ty oz
—+-+-=1
a b ¢

™

w ktérym a, b, ¢ € R\ {0}, nazywamy réwnaniem odcinkowym plaszczyzny . Plasz-
czyzna opisana réwnaniem przecina osie Oz, Oy oraz Oz ukladu wspolrzednych

Ozyz w punktach rownych odpowiednio P, = (e,0.0), P, = (0.0.0), P, = (0.0.¢).

Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

i rownoleglej do
. ) —
(@0, Yoy 20) , 06 =

Réwnanie plaszczyzny m przechodzacej przez punkt P = (0. yo. 20)
dwbch niewspéHiniowych (nielezacych na jednej prostej) wektorow v =
(T Y, Zp) Ma postac:

20 + Txy + STy
Yo+ Yo + Syw . gdzie r,s € R
F4 z20 +rzy + SzZw

Jest to tzw. réwnanie parametryczne plaszczyzny.
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Rownanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty

Razde trzy niewspolliniowe punkty Pp. Po, P3 wyznaczaja dokladnie jedna plasz-
czyzne 7, ktéra je zawiera. Niech P, = (x;,9:,2) (i=1,2,3). Punkt P
(z,y.2) lezy na plaszczyinie wyznaczonej przez punkty Pp, P, P3 wtedy i tylko
wtedy, edy wektory PP, Pi Py oraz P1P3 sa liniowo zalezne. Réwnanie poszukiwanej
plaszczyzny m mozna wiec wyrazi¢ w postaci:

r—m Y-y 2—2
T 9 —w1 Y2 —Yy1 23—z [ =0.
T3 —T1 Y3 —Y1 23—2
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Prosta w przestrzeni R®

Rownanie parametryczne prostej

Rozwazmy dowolny punkt P = (zg.y0.20) oraz niezerowy wektor K

U= (T, Yy 20)-
Réwnanie
x ro + try
l: y=vyo+ty, . odzieteR
=20+t

jest rownaniem prostej | przechodzacej przez punkt P i rownoleglej do wektora 7.
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Rownanie kierunkowe prostej

Przypusémy, ze prosta [ jest zapisana w postaci parametrycznej oraz zalozmy,
ze zadna ze wspdlrzednych wektora U nie jest zerem. Wyliczajac z kazdego z trzech

rownan ukladu parametr ¢, otrzymujemy réwnanie kierunkowe prostej:

T — Iy Yy—1
I 0:,/ ,/0:

Ty Yo 2

e Y



Rownanie krawedziowe prostej
Rozwazmy dwie nieréwnolegle plaszczyzny

m A+ By +Ciz+ Dy =0 oraz my: Agx + Boy + Coz + Dy = 0.

Czescia wspélna tych plaszezyzn jest prosta

Az + By +Crz+ Dy =0
{ Agr + Boy+Coz+ Dy =0~
rownanie to jej réwnanie krawedziowe.

Zauwazmy, ze plaszczyzny 1 oraz my nie s rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich
wektory normalne F{ = (A1, B1.Cy) iﬁﬁ = (Ag, By, C3) nie sq réwnolegle, tj. ﬁx@ # ﬁ
Wektor 72} X 73 jest jednoczesnie wektorem kierunkowym (réwnoleghym) proste; I.

e 7 [t A
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Odleglosé punktu od plaszczyzny

Latwo wykaza¢, ze odlegloé¢ punktu Py = (20,90, 20) od plaszczyzny 7 : Az + By +
Cz+ D = 0 wyraza si¢ wzorem

Axo + Byo+ Cz0 + D|

n = e

e Ty



Odleglos¢ punktu od prostej
Mozna wykazaé, ze odleglos¢ punktu Fy od prostej [ przechodzacej

przez punkt Py i rownoleglej do wektora @ wyraza si¢ wzorem

|
d(P.l) = W
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Odleglos¢ miedzy plaszczyznami

Rozwazmy dwie plaszezyzny rownolegle m @ Az + By + Cz + Dy = 0 oraz m :
Az + By + Cz + Dy = 0 (plaszezyzny rownolegle maja ten sam wektor normalny). Ze
wzoru wynika natychmiast, ze odleglos¢ miedzy tymi plaszczyznami wyraza si¢
wzorem
|D1 — Dy

l(my,m) = ————r—o.
dom) = o

e W e A 24 2



Proste réwnolegle
W przypadku, gdy proste l1 i l2 sa rownolegle (mozemy wéwezas przyjac, ze v =),
wzor na odleglos¢ miedzy nimi:
—
[757%

A1) = .

e Ty



Proste skosn

~— !
U1
~

, e PPa— .
Jezeli proste [y i [y nie sq rownolegle (tzn. u X 03 # 0), odleglo$¢ miedzy nimi

obliczamy ze wzoru
5 o 2
(P, 7.73)

Al = P

e 7 [t A
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Katy miedzy wektorami:

UoV . o UxV
v sin< (U, V )_ﬁ

cosa (U, V) =

Kat miedzy prostymi to mniejszy z dwu katow miedzy ich wektorami kierunk-
owymi.

Kat miedzy prostymi:

Ap.)=aA V) dla p={P+tU:teR}, I={L+sV:scR} i a(,V)<

eI

Mozna go wyznaczy¢ réwniez wtedy, gdy proste sie nie przecinaja. (Proste, ktére sie
nie przecinaja ani nie sa rownolegle, nazywamy sko$ny mi.
I Jja L legl . v skosny mi.)
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Kat miedzy plaszezyznami jest rowny katowi
miedzy ich wektorami normalnymi (wybieramy znak
wektora normalnego tak, aby kat ten nie przekraczal

T/2).
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